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Frirz Hanroes. Wher analytische Funktionen mehrerer unabh. Veriinderlichen. 1 


Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhangiger 
Veranderlichen, insbesondere tiber die Darstellung derselben durch 
Reihen, welche nach Potenzen einer Veranderlichen fortschreiten. 


Von 


Fritz Hartoes in Miinchen. 


Ist von einer GréBe F(x, y), welche fiir alle der Bedingung |z| < R, 
\y| << S geniigenden Werte der beiden unabhiingigen komplexen Verinder- 
lichen # und y eindeutig definiert ist, bekannt: erstens, daB sie fiir jeden 
der erwihnten Werte von y eine im Kreise || < R regulire analytische 
Funktion von x darstelle, und vice versa, zweitens, daB sie im Gebiete 
\2| << R, |y| < S durchweg stetig sei, so 1aBt sich sowohl nach Cauchyschen 
als auch nach WeierstraBschen Methoden unschwer der Nachweis fiihren, 
daB F(a, y) eine in dem genannten Gebiete regulare analytische Funktion 
der beiden unabhiingigen Verinderlichen x und y sei, d. h. in der Um- 
gebung jeder Stelle x= 2, y=y, desselben durch eine absolut kon- 
vergierende, nach positiven Potenzen von 7— 2, und y— y fortschreitende 
Doppelreihe dargestellt werden kénne. 

Herr W. F. Osgood*) hat nun zunichst gezeigt, daB die zweite der 
erwahnten Voraussetzungen ersetzt werden kann durch die, daB f(x, y) in 
dem betrachteten Gebiete dem absoluten Betrage nach unterhalb einer 
endlichen Schranke G verbleibe, und es ist ihm dann weiterhin**) ge- 
lungen, die Frage, ob iiberhaupt noch eine weitere Voraussetzung zur 
ersten hinzutreten miisse, auf die einfachere zuriickzufiihren, ob der folgende 
Satz beweisbar sei: 

Die GréBe O(z, y) mége fiir jeden der Bedingung |y| << 8 
geniigenden Wert von y eine im Kreise |z|< R regulire 
analytische Funktion von x sein, und vice versa; auferdem 
jedoch stelle sie im Bereiche |z|< R, |y|<k<S eine regulire 
analytische Funktion der beiden unabhiingigen Verinderlichen 


*) Note iiber analytische Funktionen mehrerer Veriinderlichen. Math. Ann. 52 
(1899), p. 462. Vgl. a. Encykl. d. math. Wiss. 1 B1, Nr. 40. 

“*) Zweite Note iiber analytische Funktionen mehrerer Veriinderlichen. Math. 
Ann. 53 (1900), p. 461. 
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2 Frirz Harroes. 


«x und y dar; dann gilt das letztere auch fiir den ganzen Be- 
reich |x| << R, |y| < S.*) 

Es soll nun in der vorliegenden Arbeit zunichst der Nachweis gefiihrt 
werden, daB diese letztere Frage in bejahendem Sinne zu _ beantworten 
ist, und zwar besteht dieser Nachweis im wesentlichen in der Aufstellung 
des folgenden Satzes: 

Es sei T ein zusammenhiingender Bereich der x-Ebene, welcher nur 
aus inneren Punkten bestehe. Die Funktionen f,(x) (v= 0,1,2,---) mégen 


in T séimtlich eindeutig und regulir sein, und die Reihe S(x,y) -> f,(a@)y” 


konvergiere, solange \y| <P’ ist, fiir jedes x des Bereiches T. Gibt es 
alsdann irgend einen (von Null verschiedenen) Wert y = yo, fiir welchen die 
Reihe S(a,y) in der Umgebung jedes Punktes von T gleichmépig kon- 
vergiert, so gilt das néimliche auch fiir jeden beliebigen Wert von y, welcher 
der Bedingung \y| <P’ geniigt.**) 

Der Beweis stiitzt sich auf einen Hilfssatz, welcher in seiner all- 
gemeineren F'assung der Lehre von den Punktmengen angehért und den 
Inhalt von § 1 bildet. Es folgt dann in § 2 der eigentliche Beweis, und 
hieran anschlieBend wird in § 3 nochmals ausfiihrlich dargelegt, wie sich 
(unter Anwendung der von Herrn Osgood angegebenen Methoden) der 
vollstiindige Beweis des an die Spitze gestellten Satzes bei Weglassung 
der zweiten Voraussetzung schlieBlich gestaltet. § 4 endlich enthilt die 
Ausdehnung dieser Betrachtungen auf den Fall von mehr als zwei Ver- 
finderlichen, wobei sich die analogen Resultate ergeben. 

Der oben angefiihrte Satz dient alsdann weiterhin (§ 5) dazu, verschiedene 
Fragen, welche die Entwicklung der Funktionen zweier Verinderlichen 2, y 
nach Potenzen einer derselben, y, betreffen, ihrer Erledigung zuzufiihren, 
wobei das wesentliche Ergebnis ist, daB ein Ausdruck von der Form 


S(a, y) => 4@y in einem beliebigen Gebiete der xy-Mannigfaltigkeit 


dann und nur dann eine regulire analytische Funktion von x und y 
darstellt, wenn a) die Funktionen f,(7) fiir alle vorkommenden Werte 
von « samtlich reguliir sind, und b) die Reihe in der Umgebung jeder 
Stelle des Gebietes gleichmdfig konvergiert. Hieran ankniipfende Be- 
trachtungen iiber die singuliren Stellen, welche bei einem Ausdrucke 
jener Art an der Begrenzung des Bereiches der gleichmifigen Konvergenz 


*) L. c. p. 464. 

**) Wie hieraus leicht zu ersehen, kann von denjenigen beiden Voraussetzungen 
des zu beweisenden Satzes, welche sich auf das gréBere Gebiet |x|< R, |y|<c8 
beziehen, noch die eine, das reguliire Verhalten in bezug auf x betreffende, unter- 
driickt werden. (Vgl. p. 13.) 
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Uber analytische Funktionen mehrerer unabhingiger Veriinderlichen. 3 


notwendig auftreten (§ 6), geben nun Anla® zu Untersuchungen iiber die 
allgemeine Gestalt des letztgenannten Bereiches, und es wird zu diesem 
Zwecke das Verhalten einer positiven, von x abhingigen GréBe R,; 
studiert, welche bei gegebenem 2 = x, den Radius desjenigen Kreises um 
den Nullpunkt der y-Ebene angibt, welcher von allen Werten y erfiillt 
wird, fiir die die Reihe S(x,y) in der Umgebung des Punktes 2, gleich- 
miBig konvergiert; jener Kreis ist zugleich der gréBte, dessen innere 
Punkte y noch simtlich reguldre Stellen (a, y) der durch jene Reihe dar- 
gestellten analytischen Funktion von x, y ergeben, so daB also jeder 
das Verhalten der Grife R; betreffende Satz zugleich als eine allgemeine 
Aussage iiber die Lagerung der singuliiren Stellen bei den analytischen 
Funktionen zweier Veriinderlichen aufgefaBt werden kann. 

Wihrend dabei die zuerst (§ 7) in den Vordergrund tretende Frage 
diejenige nach der Stetigkeit der Gréke R, ist, wobei sich gewisse Ver- 
allgemeinerungen des Satzes von der Stetigkeit derjenigen Funktion 
r’ = g(r) ergeben, welche den zu r assoziierten Konvergenzradius r’ einer 
Potenzreihe zweier Verinderlichen darstellt*), wird dann weiterhin (§ 8) 
fir die Funktion R; eine ganz allgemein giiltige Eigenschaft aufgestellt, 
von der, wenigstens unter gewissen Stetigkeits- und Differentiierbarkeits- 
bedingungen, nachgewiesen werden kann (§ 10), daB sie fiir diese Grife 
charakteristisch ist, so da — jene einschrinkenden Bedingungen als erfiillt 
vorausgesetzt — damit die allgemeinste Gestalt des Bereiches der gleich- 


miipigen Konvergenz einer Reihe > f(2) y” festgestellt ist. Kine hieraus 


speziell resultierende Eigenschaft des Bereiches der absoluten Konvergenz 
einer Potenzreihe zweier Veriinderlichen wird in einem Anhange (§ 12) direkt 
hergeleitet und der Nachweis daran gekniipft, daB diese Eigenschaft — 
ohne jede Einschrinkung — die einzige Bedingung darstellt, welcher jener 
Bereich iiberhaupt unterworfen ist. 

Bei einer Potenzreihe zweier Verinderlichen $ (2, y) -¥ aaty” ist 


uyv=0 
aufer der Konvergenz der Doppelreihe selbst voruehmlich die der Zeilen- 


“ a 
rethe an {So aly) act y” sowie die der Diagonalenreihe > >4 ale—#) ot y| 
v=0 ‘u=0 4=0 ‘u=0 
von Interesse. Die Zeilenreihe stellt nur einen speziellen Fall des oben 
mit S(a, y) bezeichneten Ausdrucks dar und brauchte nicht mehr gesondert 
betrachtet zu werden. Hingegen ist § 11 noch den Hauptfragen gewidmet, 
welche die Diagonalenreihe betreffen; auch diese lassen sich mittels des 
in § 2 bewiesenen Satzes leicht erledigen, und es ergibt sich in erster 


" Niheres sowie Literatur tiber diesen letzteren Gegenstand siehe § 12, 3. 
1* 
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Linie das Resultat, daB eine Diagonalenreihe in jedem Gebiete T, in 
welchem sie iiberhaupt konvergiert, allemal auch gleichmdfig konvergiert 
und eine regulire analytische Funktion von x und y darstellt. 


Inhalt. an 
i Nae tl esa an alle et irk tala dobre RS al a, 9 op: -atinaal 4 
§ 2. Satz iiber die gleichmiiBige Konvergenz der Reihe Sh@y Peete vag 8 


§ 3. Eine in bezug auf x sowie in bezug auf y reguliire analytische Funktion 
ist auch eine reguliire analytische Funktion der beiden unabhingigen 


Verinderlichen 2 undy ..... Ry Mat eae ot ele ee a gee 12 
Re ee a ng ee ee 14 
§ 5. Gebiet, in welchem ein Ausdruck von der Form Sft@y’ eine regulire 

analytische Funktion von x und y darstellt. . Mg ke ise Se 20 
§ 6. Die singuliiren Stellen auf der Begrenzung des Gebietes gleichmiBiger 

ET aE en es Oe ae, ee ae RE een ee 27 
§ 7. Eigenschaften der GriBe R}: Beziehung zwischen ihren Werten im Innern 

eines Bereiches 7’ und denjenigen auf der Begrenzung desselben. . . 31 
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§ 9. Weitere Untersuchungen iiber das Verhalten von R, an Unstetigkeits- 

as icc | den or dine es oe ie a all ae 3), 5 habs Sateen Mbt 51 
§ 10. Nachweis, daB die in § 8 bewiesene Eigenschaft der GriéBe Rj unter ge- 

wissen Einschrinkungen fiir dieselbe charakteristisch ist... ... . 61 
§ 11. Die Diagonalenreihen der Potenzreihen zweier Veriinderlichen. . . . . . 70 
§ 12. Der Bereich der absoluten Konvergenz einer Potenzreihe zweier Ver- 
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$1. 
Hilfssatz. 
1. Es bedeute P,, P,, --- eine Reihe von (linearen oder mehrdimen- 


sionalen) Punktmengen, welche siimtlich in einem endlichen Bezirk ge- 
legen seien, und von denen eine jede die folgende enthalte. Ubertrifft 
alsdann der imnere Inhalt*) jeder derselben eine positive, von Null ver- 
schiedene GréBe g, so gibt es mindestens einen Punkt, welcher den simt- 
lichen Punktmengen P,, P,, --- gemein ist.**) 

Dem Beweise, bei welchem wir uns der Kinfachheit halber auf den 


*) Uber diesen Begriff siehe Peano, Applicazioni geometriche del calcolo in- 
finitesimale (Turin 1887), p. 153; Jordan, Journal de Math. (4) 8 (1892), p. 77 sowie 
Cours d’analyse I (1893), p. 28—31; Schoenflies, Entwicklung der Lehre von den 
Punktmannigfaltigkeiten, Jahresber. d. D. M.-V. 8 (1900), p. 88 und 91—92. 

**) Ich werde nachtriiglich darauf aufmerksam gemacht, daB der nimliche Satz — 
jedoch unter abweichender Definition des inneren Inhalts — sich bei W. H. Young 
(Proc. of London Math. Soc. (2) 2 (1904), p. 28, Theorem 6) ausgesprochen findet. Die 
dort noch hinzugefiigte Aussage, die Gesamtheit der in allen P, vorkommenden Punkte 
bilde eine Menge vom inneren Inhalt >, verliert hingegen bei der hier adoptierten 
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Fall ebener Punktmengen beschrinken wollen, sei folgende Bemerkung 
vorausgeschickt. Bezeichnet der Buchstabe f — wie auch beim folgen- 
den Beweise stets — eine aus einer endlichen Anzahl von Quadraten 
(inkl. Begrenzung) bestehende Fiche, und wird irgend eine Punktmenge 
P nach MaSgabe der Zugehérigkeit ihrer Punkte zu f in zwei Teile 
P,, P, gespalten, so gilt offenbar stets 


a=4,+ ,, 
WO 4, @,, @ die inneren Inhalte von P, P,, P, bezeichnen.*) 

Es bedeute nun a,(v = 1, 2,---) den inneren Inhalt von P, und es 
werde eine positive GréBe g, der Ungleichung 0<g,<g entsprechend 
beliebig gewahlt. Alsdann gibt es eine aus einer endlichen Anzahl von 
Quadraten (inkl. Begrenzung) bestehende Fliche f,, deren simtliche Punkte 
innere Punkte von P, sind, und deren Inhalt gréfer ist als a, — gy. Der 
innere Inhalt derjenigen Punktmenge, welche aus P, entsteht, wenn man 
f, fortnimmt, ist daher**) kleiner als g,; a fortiori gilt dies also auch 
von dem inneren Inhalt der Punktmenge, welche aus P, hervorgeht, wenn 
die mit f, gemeinsamen Punkte fortgenommen werden, und daher ist 
(nach der vorausgeschickten Bemerkung) der innere Inhalt des in f, ge- 
legenen Teiles von P, gréfer als a,—g,. Es gibt infolgedessen eine 
Teilfliiche f, von f, (wiederum von der niamlichen Art), deren simtliche 
Punkte innere Punkte von P, sind, und deren Inhalt noch immer gréBer 
ist als a, — g,. Durch Anwendung des nimlichen Verfahrens ergibt sich 
hieraus wiederum die Existenz einer Teilflache f, von f,, deren simtliche 
Punkte innere Punkte von P, sind, und deren Inhalt gréfer ist als a, —g,, 
usf. Die Fliachen /,, f,,--- haben aber sicher saimtlich mindestens einen 
Punkt gemein, und dieser gehért alsdann auch den simtlichen Punkt- 
mengen P, (vy = 1, 2,---) an. 

2. Es bedeute nun Q,, Q,,--- eine Reihe beliebiger Punktmengen in 
einem endlichen Bezirk. Gibt es alsdann keinen Punkt, welcher wnendlich 
vielen Q, angehért, so konvergiert der innere Inhalt***) von Q, mit wach- 
sendem v gegen 0. 








Peano-Jordanschen Inhaltsdefinition ihre Giiltigkeit (vgl. Beisp. 3 in FuBn. *) p. 7); 
nur vom duferen Inhalt jener Menge lat sich hier das Entsprechende behaupten. (S. Nr. 3.) 

*) Diese Aussage wiirde ihre Giiltigkeit selbst dann noch beibehalten, wenn f 
allgemeiner eine beliebige Punktmenge bedeutete, deren Begrenzwngsstellen eine inhalt- 
lose Punktmenge bilden. 

**) Schon nach dem allgemeinen Satze a >a, + a, fiir den inneren Inhalt a einer 
Punktmenge, welche auf beliebige Weise in zwei Punktmengen P, und P, (mit den 
inneren Inhalten a, und a,) zerlegt wird. 

***) Nicht aber notwendig der dufere Inhalt. (Vgl. Beispiel 2 in FuBn. *), 
p. 7.) — Selbstverstiindlich ist die Inhaltsdefinition entsprechend der Dimension des 
Bereiches zu wihlen, in welchem die simtlichen Punktmengen gelegen sind.’ 
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Zum Beweise betrachten wir die Punktmengen 


P= ++ +>-°: 
P,= M+; +--: 
P, = Q +:-- 


von denen eine jede die folgende enthalt. Ist nun die Behauptung un- 
richtig, d. h. gibt es eine positive von Null verschiedene GréBe g derart, 
daB die inneren Inhalte unendlich vieler Q, oberhalb g liegen, so bleiben 
die inneren Inhalte séimtlicher P, oberhalb g. Es gibt somit nach Nr. 1 
mindestens einen Punkt, welcher simtlichen P, und daher auch unendlich 
vielen Q, angehért, was der Voraussetazung widerspricht.*) 

3. Diese Betrachtungen gestatten noch eine leichte Verallgemeinerung, 
von welcher im folgenden allerdings keinerlei Gebrauch gemacht werden 
wird. Bedeutet naimlich Q,, Q,,--- wiederum eine Reihe beliebiger Punkt- 
mengen in einem endlichen Bezirk, Q die Gesamtheit derjenigen Punkte, 
welche unendlich vielen dieser Punktmengen angehéren, und Q, (v = 1, 2,---) 
die Gesamtheit derjenigen Punkte von Q,, welche nicht auch in Q vor- 


kommen, so gibt es keinen Punkt, welcher unendlich vielen 
und somit gilt nach Nr. 2: 


angehort, 


lim a, = 0, 
wenn man mit @, den inneren Inhalt von Q, bezeichnet. 

Nach einem allgemeinen Satze gilt nun, wenn irgend eine Punkt- 
menge P in zwei Bestandteile P,, P, zerlegt wird, fiir den inneren In- 
halt a von P: 

a<a,+ Ay, 


wo a, den inneren Inhalt von P,, A, den duperen Inhalt von P, be- 
zeichnet. Daraus folgt fiir den vorliegenden Fall sofort 


a, = a, + A, 
wo a, den inneren Inhalt von Q,, A den ituBeren Inhalt von Q be- 
zeichnet, und hieraus durch Grenziibergang: 
lim a, < A. 
Das Ergebnis ist demnach folgendes: 
Bezeichnet man mit Q,, Qe, -+- eine Reihe villig beliebiger in einem 
endlichen Bezirk gelegener Punktmengen, so gilt stets: 


*) Dieser Satz ist fiir den Fall, da8 jede der Punktmengen aus einer endlichen 
Anzahl von Teilstrecken einer einzigen geradlinigen Strecke besteht, bereits von Ar- 
zela aufgestellt worden. Rendiconti Acc. dei Lincei (4) 1 (1885), p. 262 und Mem. 
Ace. Bologna (5) 8 (1899), p. 130. 
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lim a, < A*) 


v=@ 


Dabei bedeutet a,(v = 1, 2,---) den inneren Inhalt von Q,, A den duferen 
Inhalt derjenigen Punktmenge Q, welche aus allen Punkten besteht, die wn- 
endlich vielen Q, angehoren. 

4. Es mag hier noch folgende Bemerkung eingefiigt werden. 

Ist von einer reellen stetigen Funktion g(x,y) der reellen Verinder- 
lichen x und y bekannt, daB sie in dem ganzen Gebiete a, << x< a, 
By <y <6, mit eventuellem Ausschlu8 der Punkte («, y) einer Menge P 
vom inneren Inhalt a verschwinde, tiberall aber der Bedingung 

0<9@yN<G 
geniige, so gilt: 


@ Py 
S foe y)dady < G-a. 
& Po 
Denn da die Funktion g(#,y) nicht nur in jedem nicht zu P ge- 
hérigen Punkte des Gebietes, sondern (infolge ihrer Stetigkeit) auch noch 
in jedem der (eventuell schon zu P gehérigen) Begrenzungspunkte von P 
den Wert 0 besitzt, so ist es bei der Bildung der das Integral approxi- 
mierenden Summen gestattet, fiir jeden Gebietsteil, welcher nicht aus- 
schlieBlich aus inmneren Punkten von P besteht, als zugehérigen Funktions- 
wert 0 zu wiahlen, worauf sich dann sofort die Behauptung ergibt. 
Das Analoge gilt im Falle einer oder auch beliebig vieler Verander- 
lichen. 


*) Dabei kann ebensowohl der Fall der Gleichheit wie der der Ungleichheit ein- 
treten. Ist z. B. Q, = Q,—---, so tritt das eine oder das andere ein, je nachdem 
der innere und der iduBere Inhalt von Q, miteinander iibereinstimmen oder nicht. 
Wiihrend ferner in dem speziellen Falle, wo Q,,, in Q, enthalten ist, der Grenzwert 
lim a, (und ebenso der Grenzwert lim A,, wo A, der duBere Inhalt von Q,) existiert, 
und die bewiesene Ungleichung sich offenbar zu dem folgenden Ungleichungssysteme 
unmittelbar ergiinzen laBt: 

a<lima,< A<limA, 
(wo a den inneren Inhalt von Q bedeutet), so ist im allgemeinen Falle die Unglei- 
chung des Textes die einzige ihrer Art. Es kann nimlich sowohl A> lim A, als 
auch A<lim A,, und sowohl a> lim A, als auch a< lim a, sein. 

Beispiele. 1. Sind f, und f, zwei beliebige Flichenstiicke und setzt man 
Qeu-r=hy Gon =f (U=1,2, -+-), so ist Q@=f, +f, und somit a und A gréBer 
als lim A,, 

2. Ist f ein beliebiges Flachenstiick, welches von den Punkten p,, p,,--: 
tiberall dicht erfillt wird, und setzt man Q,=p,+p,,,+°::, 80 ist Q@=0, hin- 
gegen A,=f und somit A< lim 4,. 

3. Bedeutet dagegen Q, das volle Flichenstiick f mit alleinigem AusschluB der 
Punkte p,, p,,-°-*,P,, 80 hat man a,=/, a=0 und somit a<lima,,. 
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§ 2. 
Satz iiber die gleichmiBige Konvergenz der Reihe > fr(a)y’. 


Mit x und y mégen zwei voneinander unabhingige komplexe Ver- 
iinderliche bezeichnet werden. Es seien f,(x) (v= 0, 1,2,---) von y un- 
abhiingige analytische Funktionen der Veranderlichen x, welche sich fiir 
jeden Punkt 2 eines gegebenen Bereiches 7*) der x-Ebene siamtlich 
regulir verhalten. Wir betrachten alsdann die Reihe 


s@y)- > pr. 


Die Gesamtheit der Werte von y, fiir welche dieselbe im Bereiche 7 
durchweg konvergiert, erfiillt offenbar einen Kreis um den Punkt y = 0, 
dessen Radius P’ genannt werde. Unter der Annahme, daf P’ von Null 
verschieden sei, greifen wir einen beliebigen Wert y = y, heraus, dessen 
absoluter Betrag unterhalb P’ liege; es kann alsdann insbesondere ein- 
treten, daB die Konvergenz der Reihe S(x,y.) fiir die Umgebung eines 
jeden Punktes x des Bereiches 7 eine gleichméfige ist. 

Konvergiert nun S(x,y) in irgend einem Kreise |x — x, <o der 
x-Ebene gleichmiaBig, so gibt es nach Annahme einer beliebigen positiven 
GréBe « eine Zahl N derart, daB fiir alle n > N 


Srow)<te 


r=" 


und somit 
|. (2) Yo" | 4 é, 


*) Unter einem ,,Bereich T“ der x-Ebene werde im folgenden stets ein Kon- 
tinuum im Weierstra8schen Sinne (unter Ausschlu8 der Begrenzungspunkte) ver- 
standen, d. h. eine Punktmenge von der Beschaffenheit, daB a) jeder Punkt «x der- 
selben ein innerer Punkt der Menge ist (d. h. daB alle Punkte eines geniigend kleinen 
Kreises mit dem Mittelpunkte 2 ebenfalls zu 7’ gehéren), und daB b) je zwei Punkte 
von 7 durch eine aus einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke zusammengesetzte 
Linie miteinander verbunden werden kénnen, welche ganz in T verliuft. Eine Punkt- 
menge, welche aus einem Bereiche 7' durch Hinzufiigung seiner simtlichen Begren- 
zungspunkte hervorgeht, soll hingegen ein ,,Bereich B“ genannt werden. 

Entsprechend bedeute ein ,,Bereich T“ der xy-Mannigfaltigkeit eine Punkt- 
menge von der Beschaffenheit, daB a) jeder Punkt (a, y) derselben ein innerer Punkt 
der Menge ist (d. h. daB alle Punkte (a’, y’) eines gewissen Gebietes | x’ —2x|<o, 
|\y’ —y|<e’ ebenfalls noch zu T gehéren), und daB b) je zwei Punkte von T durch 
eine aus einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke (darstellbar durch je ein Glei- 
chungspaar «= at-+ 6, y=a’t-+ £’, wobei ¢t die simtlichen Werte eines reellen In- 
tervalles durchlauft) gesetzte Linie miteinander verbunden werden kénnen 
welche ganz in T verliuft. 
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welchen Wert x innerhalb des angegebenen Kreises auch haben mége; 
hieraus folgt aber, sobald | y| < | yy! ist: 





Drevi<eS|Zf | w>m™, 


und somit konvergiert S(x,y) auch fiir jeden der Bedingung | y| < | y | 
geniigenden Wert von y in jenem Kreise gleichmibig. 

Tritt also fiir y—y, der oben bemerkte Fall ein, so tritt er auch 
fiir jeden beliebigen Wert von y ein, dessen absoluter Betrag kleiner ist 
als |y,|, und es geht daraus hervor, daB die Gesamtheit der Werte von y, 
fiir welche S(x,y) in der Umgebung eines jeden Punktes von 7’ gleich- 
maBig konvergiert, wiederum einen Kreis um den Nullpunkt erfiillt, dessen 
Radius wir mit r’ bezeichnen wollen; dabei ist natiirlich 0 < r’< P’. 

Es soll jedoch nun der Nachweis gefiihrt werden, daB r’ notwendig 
mit einem der beiden Werte 0 oder P’ zusammenfallen muB. Hierzu ge- 
niigt es offenbar, folgenden Satz zu beweisen: 

Die Potenzreihe S(x,y) = Xf,(x)y’, deren Koeffizienten f,(x) fiir alle 
x des Bereiches T eindeutig und regulir seien, moge fiir y = y, im Bereiche 
T durchweg konvergieren. Gibt es alsdann irgend einen (von Null verschie- 
denen) Wert y=y, fiir welchen S(x,y) in der Umgebung jedes Punktes 
von T gleichméBig konvergiert, so gilt das némliche auch fiir jeden be- 
liebigen Wert von y, welcher der Bedingung \y| < |\y,| geniigt. 

Zur Abkiirzung werde |y,| = £8, |y,| = B gesetzt; nur der Fall 6 << B 
bedarf eines Beweises. Um irgend einen dem Bereiche 7 angehérigen 
Punkt x, von dem wir der EHinfachheit halber annehmen, daB es der 
Nullpunkt der z-Ebene sei, werde ein Kreis beschrieben, in welchem 
S(a, yy) noch gleichmaBig konvergiert*), und der Radius desselben mit R 
bezeichnet. Es gibt alsdann eine (von x unabhiangige) Zahl m’ derart, daB 


1 
(1) f,@| <p 


fir v>m' und |z|< R. 
Andererseits existiert infolge der Konvergenz von S(z, y,) im Bereich 
T zu jedem Werte x der Kreisperipherie |z| = R eine Zahl n, derart, dab 


(2) IA@I <5 


fiir v >n,. Bezeichnet man daher die Gesamtheit derjenigen Punkte der 
Kreisperipherie, fiir welche 
\f,(@)\>=, db. log |f,(x)| + log B>0 


*) Diese Forderung erfiillt in Wahrheit jeder um x = 0 beschriebene, noch 
ganz innerhalb 7 gelegene Kreis. 
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gilt, mit Q@, (v= 0,1, 2,...), so gibt es keinen Punkt x, welcher unend- 
lich vielen Q, gemein ist, und es folgt daraus gemaB § 1, 2: 


(3) lim a, =0, 


=o 


wo a, den inneren Inhalt der Menge Q, bedeutet.*) 
Es mége nun fiir «| < R gesetzt werden: 


(4) Slog |f,(2)| + log B=g,(u, 0) +h,(u, 0) (w= w+ iv) 

(» = 0, 1, 2,...) 
Dabei sei die im Kreise |x| < R eindeutige und stetige Funktion g,(u, v) 
der reellen Verinderlichen u, v dadurch definiert, daB sie in jedem inneren ; 


Punkte dieses Kreises endliche und stetige partielle Ableitungen 1. und 
2. Ordnung besitze, welche die Gleichung 
07g, (u,v) 0g, (w, v) 
a ae ‘ 


befriedigen**), und daB sie auf der Peripherie jenes Kreises mit 
~ log |f,(«)| + log B 


iibereinstimme, solange dieser Ausdruck gréfer als Null ist (d. h. fiir alle 
Punkte von Q,), lings der iibrigen Teile der Peripherie jedoch verschwinde. 
Es gilt alsdann in dem ganzen Gebiete |x| < RF einerseits offenbar 








(5) g,(u, v) = 9, 
andererseits aber ‘ 
(6) — cw <h,(u, v) < 0. r 


Umgibt man niimlich jede dem Bereiche |x < R angehérende Nullstelle 
von f,(z) mit einem Kreise, welcher so klein gewahlt sei, daf fiir den- 
selben durchweg 


, q 
© 4 
f,(%) = B” 


gelte, und nimmt aus dem Bereiche |x| < R alle Gebiete heraus, welche 
zugleich einem dieser Kreise angehéren, so ist h,(u,v) in dem iibrig 
bleibenden Gebiete harmonisch und nimmt daher seinen Maximalwert auf 
der Begrenzung desselben an; lings dieser ist aber durchweg: 


h,(u, v) = ~ log |f,(2)| + log B — g,(u, v) < 0. 





*) Behufs Fixierung des Inhaltsbegriffs fiir die eindimensional gedachten, lings 
einer Kreislinie ausgebreiteten Punktmengen @, kann man sich, wenn man will, den 
Kreis auf eine gerade Linie abgewickelt denken. 

**) Wir nennen im folgenden eine Funktion g(u, v) kurzweg harmonisch in einem 
Bereiche der uv-Ebene, wenn sie in dem letzteren durchweg stetig ist und in jedem 
inneren Punkte desselben endliche und stetige partielle Ableitungen 1. und 2. Ord- 
nung besitzt, welche der Laplaceschen Gleichung geniigen. 
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Ebenso gilt aber diese Ungleichung auch innerhalb der ausgeschiedenen 
Gebietsteile. 

Wahlt man speziell v > n’, so ist nach (1) der Maximalwert, welchen 
g,(u,v) auf der Peripherie |z|= FR annehmen kann, nicht gréfer als 
log B — log B; lings der nicht zu Q, gehérigen Teile der Peripherie aber 
ist g,(u,v) gemaB Definition gleich null. Daraus folgt nach § 1,4 fiir 
den Mittelwert g,(0,0) aus den Werten von g,(u,v) lings der Kreis- 
peripherie: 


; 1 ; 
9,(0, 9) S sR (log B — log B) a, (vn), 


und hieraus ergibt sich mit Beriicksichtigung von (5) in bekannter Weise 
mittels des Poissonschen Integrals, wenn man noch r ein fir allemal der 
Ungleichung 0 <7 < R entsprechend beliebig wihlt: 


1 R+yr 
y(t *) S sR He, (log B — log A)a, 
(je|Sr, ven), 
Infolge Gleichung (3) gibt es daher nach Annahme einer beliebig kleinen 
positiven GréBe « eine (von uw und v unabhiingige) Zahl » derart, dab 
fiir alle vy >n: 


9,(U, 0) Se (|e| Sr) 
und somit a fortiori wegen (6): 
— co Slog |f,(x)\+logB<e (vn, |x| <r) 


d. h. 
pial <($), eS 


und daher konvergiert S(x,y), solange |y| << > bleibt, im Kreise |2| <r 
e 


gleichmaBig. Da aber ¢ beliebig klein angenommen werden konnte, so 
ist damit die Behauptung erwiesen.*) 

*) Die durch diesen Satz als die einzig zulissigen bezeichneten Fiille r’ = P’ 
und r’ = 0 kénnen nun auch tatsiichlich beide eintreten. Der erstere darf (wie aus 
§ 5,4 hervorgeht) als der gewdhnliche bezeichnet werden; es geniigt f,(”) = 1 
(vy 0, 1, 2,---) zu setzen, um ihn zu erhalten. (Ein Beispiel allgemeinerer Art findet 
sich u. a. in § 11,1.) Um ein Beispiel fiir den zweiten Fall zu konstruieren, be- 
dienen wir uns gewisser von Herrn C. Runge (Acta Math. 6 [1885], p. 246) auf- 
gestellter ganzer rationaler Funktionen g, (a) (n = 1,2,---), welche die folgenden 
beiden Eigenschaften besitzen: 


(1) lim g,(«) = 0 


fiir jeden endlichen Wert von x; und 


(2) 


n(gta)\>1-—q Maha? 


n 








12 Fritz Hartoes. 


§ 3. 
Eine in bezug auf x sowie in bezug auf y reguliire analytische 
Funktion ist auch eine regulire analytische Funktion der beiden 
unabhingigen Verinderlichen x und y. 


1. Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen kénnen nun zunichst 
dazu dienen, folgenden Satz zu beweisen: 

Die Gripe F(a,y) sei fiir alle den Bedingungen |x <R, \y| <8 
geniigenden Werte der Veriinderlichen x und y eindeutig definiert; fiir jeden 
der erwiihnten Werte von «x stelle sie eine im Gebiete |y|< S reguliire 
analytische Funktion von y dar, und vice versa. Alsdann ist F(x, y) eine 
im ganzen Bereiche \x|< R, |y| <S reguldre analytische Funktion der 
beiden unabhiingigen Verinderlichen x, y.*) 


Setzt man nun 
f@)=1, f,(@)=1+[39,@/7 (» = 1, 2, ---) 
so konvergiert wegen (1) S(#, y) unabhiingig von «x fiir |y| << 1. Die Konvergenz ist 
jedoch fiir keinen (von Null verschiedenen) Wert von y eine gleichmiBige in bezug 
auf die Umgebung des Punktes « = 0. Denn fiir v > 2 gilt 
| .¢1 1\ |  3\" 2 
(-+3)]> 0-2) 


und infolgedessen wachsen, wie auch y = y, (+ 0) und e > 0 angenommen werden, 
in der Reihe der Gréfen r,.(5 - =) yy, bei welchen die Argumente +. ob + von 
irgend einem Ti:.2 an dem Kreise |x < @ angehéren, die absoluten Betriige ins 
Unendliche. Enthilt also der Bereich 7’ den Punkt x = 0, so gilt P’=1, r’= 0. 

Um MiBverstindnissen vorzubeugen, sei hier noch folgendes bemerkt. Ist irgend 
ein Bereich B (s. p. 8, FuBn. *)) vorgelegt, in welchem S(a, y) fiir |y| < P’ durch- 
weg konvergiert, und gibt es einen (von Nuil verschiedenen) Wert y = y,, fiir wel- 
chen S(a, y,) im Bereich B gleichmiBig konvergiert, so folgt zwar aus dem bewiesenen 
Satze, daB S(x,y) auch fiir jeden der Bedingung |y| < P’ geniigenden Wert von y 
in bezug auf die Umgebung jedes inneren Punktes von B gleichmiBig konvergiert; 
hingegen gibt der Satz keine Auskunft dariiber, ob unter den genannten Voraus- 
setzungen auch die gleichmiBige Konvergenz von S(a, y) (|y| <P’) im vollen Be- 
reiche B gewihrleistet ist. Tatsiichlich ist dieses nicht der Fall; m. a. W. bezeichnet 
man hier mit r’ die obere Grenze aller Werte | y|, fiir welche S(a, y) im Bereiche B 
gleichmafSig konvergiert, so kinnen diese GréBen P’ und r’ sehr wohl beide gréBer 
als Null und trotzdem voneinander verschieden sein. Setzt man z. B.: 


29, (x) 
é, 








f,(a) =1 +( 


wo die Funktionen g,(x) dieselbe Bedeutung haben wie oben, und wihlt als Bereich 


v 
y, = Max |9,(@)|, 
jal<1 


B die Kreisflache || <1, so ist, wie leicht ersichtlich, P’= 1 und r’ = = 


*) Offenbar kann an Stelle des Bereiches |x| < R irgend ein Bereich 7 der 
a-Ebene, an Stelle von |y/ < S ein solcher 7’ der y-Ebene treten, ohne daf der 
Satz dadurch an Allgemeinheit gewinnen wiirde. 
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Wie Herr Osgood*) nachgewiesen hat, ist dieser Satz dann und nur 
dann richtig, wenn der folgende gilt: 

Die Gripe B(x, y) mége fiir jeden der Bedingung |x| < R geniigenden 
Wert von x eine im Kreise |y| <S regulére analytische Funktion von y 
sein [und vice versa], auBerdem jedoch stelle sie im Bereiche |x| < R, 
\y|<k<S eine regulire analytische Funktion der beiden unabhingigen 
Vertinderlichen x, y dar. Dann gilt das letetere auch fiir den ganzen Be- 
reich |x| << R, |y| <8. 

Dieser Satz ist aber eine unmittelbare Folgerung aus dem Bewiesenen, 
und zwar zeigt sich, daB die in Klammer eingeschlossenen Worte unbe- 
schadet der Giiltigkeit des Satzes auch fortgelassen werden kénnen. 

®(a, y) ist namlich im Gebiete |z|< R, |y|<k durch eine absolut 
konvergierende, nach Potenzen von x und y fortschreitende Doppelreihe 
(a, y) darstellbar. Ordnet man diese nach Potenzen von y, so sind die 
Koeffizienten 8,(x) fiir |x| < R konvergente Potenzreihen, und die Reihe 


> Boy konvergiert fiir jeden der Bedingung jy|<k geniigenden 
v=0 
Wert von y in der Umgebung jeder Stelle «= des Kreises |x| < R 
gleichmaBig. Da nun nach Voraussetzung ferner P(x), y) — welchen 
Wert x, innerhalb des Gebietes |xz,|< R auch habe — eine fir |y| <8 
regulire analytische Funktion von y ist, so muB die die Funktion ®(2,, y) 
zunichst nur fiir |y|<k darstellende Potenzreihe 2$,(2,)y’ auch noch 
fiir |y|< S konvergieren und mit ®(x,,y) tibereinstimmen. Nach § 2 
ist dann aber auch fiir jeden der letzteren Bedingung geniigenden Wert 
von y die Konvergenz der Reihe 28, (x)y” eine gleichmiBige in bezug auf 
die Umgebung jeder Stelle « = 2, so daB**) diese Reihe auch noch in 
dem vollen Gebiete |z|< R, y,<S eine regulire analytische Funktion 
von (2, y) darstellt. 

2. Der schlieBliche Beweis des an die Spitze gestellten Satzes ge- 
staltet sich nun unter Anwendung der von Herrn Osgood herriihrenden 





*) Math. Ann. 58 (1900) p. 464. (Vgl. die Einleitung.) 
~~ anon Benutzung des gets hiufig angewandten Satzes: Konvergiert die 


Reihe 3, (a)y}, wo By (x) = Say a", im Bereiche |x| < e@ gleichmépig, so kon- 
v=0 a= 


vergiert die Doppelreihe Saji) wy” fiir |x| << e, |y| <|yo| absolut. Denn setzt man 


MY 
Max |%,(x)| = gy, so ist nach Annahme einer beliebigen positiven GriBe h fiir hin- 
|z|S@ 
reichend groBe Werte von v: g,|y,|"<Ch und somit |ajy’| eo“ |y,|\"<<h (u= 0, 1, 2, ---), 
woraus sich sofort die Behauptung ergibt. 
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Methoden, speziell mit Benutzung des von ihm bewiesenen ,Satzes A“*) 
wie folgt: 

Die positive GréBe R, sei der Ungleichung 0 < R, < R entsprechend 
beliebig gewahlt. Jedem Punkt y= y’ des Kreises |y| < . S entspricht 
eine Funktion F(a, y’), deren absoluter Betrag im Kreise |x| < R, einen 
Maximalwert M(y’) besitzt. Mit P,(i=—1,2,---) mége die Gesamtheit 
derjenigen Punkte y des Kreises |y| < . S bezeichnet werden, fiir welche 
M(y) <i ist. Dann muB es nach einer von Herrn Osgood mehrfach 
angewandten SchluBweise**) eine Zahl i = 7%, geben, fiir welche die zu- 
gehérige Punktmenge P, einen gewissen zweidimensionalen Teilbereich B 
des Kreises |y| < . S iiberall dicht erfiillt; infolgedessen muB, da 

|F(@, ¥)| Sin 
ist, solange |x < R, und y zu P, gehért, auch noch das gleiche gelten, 
solange |x| << R, und y in B gelegen ist. Es sei nun y = y irgend ein 
innerer Punkt von B, und der Kreis |\y—y|<k gehiére dem Bereiche 
B noch an; dann folgt aus dem ,Satze A“, daB F(x, y) eine im Gebiete 
|x| < Ry, |y—Yo|<& reguliire analytische Funktion von (qa, y) ist. Da 
aber auch der Kreis |y — y)| << + S dem Gebiet |y|< S sicher noch an- 


gehort, so folgt aus dem soeben bewiesenen Satze, dab F(x, y) auch noch 


im Gebiete |x| < Ry, y— |< AS S durchweg reguliir sein mub, speziell 


also in der Umgebung des Punktes x =0, y=0. Das niimliche libt 
sich aber selbstverstiindlich auch fiir jeden anderen Punkt des Gebietes 
la| < R, |\y| << S dartun. 


§ 4. 
Fall von » Veriinderlichen. 


1. Die Betrachtungen der beiden vorigen Paragraphen kénnen nun 
auch auf den Fall von mehr als zwei Veriinderlichen ausgedehnt werden. 


*) Als ,,Satz A“ ist in der ,,.Zweiten Note iiber analytische Funktionen mehrerer 
Veriinderlichen** (Math. Ann. 53, p. 461) derjenige bezeichnet, welcher sich von dem 
an die Spitze dieses Paragraphen gestellten Satze dadurch unterscheidet, da® noch 
weiterhin vorausgesetzt wird, F(a, y) bleibe im betrachteten Gebiete unterhalb einer 
endlichen Schranke G. (Der Beweis desselben [Math. Ann. 52, p. 462] gestattet noch 
eine kleine formale Vereinfachung, welche sich ergibt, indem man [p. 463] an Stelle 
des Wertes | p(a, y) — w(x, y’)| direkt | p(x, y)— (a, 0)| abschiitzt, wo w (a, 0)= fin(a).) 

**) Ist P,, P,,--- eine Reihe ebener Punktmengen, von denen jede in der 
folgenden enthalten ist, und sind alle Punkte einer Kreisfliiche C an denselben be- 
teiligt, so gibt es stets einen zweidimensionalen Teilbereich B von C, welcher von 
einer der Punktmengen (und also auch von allen folgenden) iiberall dicht erfiillt wird. 
(Math. Ann. 53, p. 462.) 
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Was zuniichst den in § 2 bewiesenen Satz betrifft, so gestattet dieser 
eine Verallgemeinerung nach zwei Richtungen hin; es kénnen nimlich 
sowohl an Stelle von « als auch an Stelle von y mehrere Variable treten. 
Wir nehmen an, daB beides zugleich geschehe, beschrinken uns jedoch 
der Bequemlichkeit halber auf den Fall, wo x und y durch je zwei Variable 
ersetzt sind. Der Satz kann alsdann folgendermaBen formuliert werden: 

Die Doppelreihe n 

Dil fus(2)¥"9"|; 
v=o 

deren Koeffizienten f,,,(x,°) im Bereiche T*) der xx'- Mannigfaltigkeit ein- 
deutige und regulére analytische Funktionen der beiden Veriinderlichen x, 2’ 
seien, mige fiir y=y,, y =y, tm Bereiche T durchweg konvergieren. Gibt 
es alsdann irgend ein Paar von Null verschiedener Werte y = y., y' = Yo; 
fiir welche jene Reihe in der Umgebung jedes Punktes (a, x’) des Bereiches T 
gleichmdBig konvergiert, so gilt das némliche auch fiir jedes beliebige 
Wertepaar y, y’, welches den Bedingungen |\y|<\y,|, |y'|<|y,/\ geniigt. 

Beweis. Zur Abkiirzung werde |y,|= B, |y,’|= B’ gesetzt und die 
kleinere der beiden Zahlen | y,| und | y,| [baw. | y,'| und | y,"|] mit 6 [baw. p’] 
bezeichnet. Irgend ein Punkt des Bereiches T habe, wie wir der Ein- 
fachheit halber annehmen, die Koordinaten « = 0, x’ =0 und die Doppel- 
reihe konvergiere fiir y= y, y’ = Yo im Gebiete |x| < R, |x| < RF’ noch 
gleichmaBig. Nach Vorgabe einer positiven GréBe 4 liBt sich also eine 
bestimmte endliche Anzahl von Gliedern der Reihe derart fixieren, dab 
nach Abtrennung derselben der Rest (und somit hier auch jedes einzelne 
Glied des Restes), solange 2 und a in jener Weise beschrinkt bleiben, 
kleiner ist als 6. Nimmt man 6 = 1 an, so ergibt dies die Existenz einer 
positiven (von 2 und y unabhingigen) Zahl J’ von der Kigenschaft, daB 


1 1 
1) Ot NS See 

C. Must, Sri = mp? 

sobald w+ vy >l, |a|<R, |v |< PR’. 

Andererseits existiert infolge der Konvergenz der Doppelreihe fiir 
y=y,, ¥ =y, 7 jedem Wertsystem (x, 2x’) des Gebietes |2 = R, |x’|= RF, 
eine Zahl J, ,, derart, daB 

, —— 

(2) foe» (% % )| < B“B’” 

fir w+» >l,,. Bezeichnet man daher die Gesamtheit derjenigen Punkte 
(a, a”) des Gebietes |x|= R, |x’|= FR, fiir welche 


*) Siehe p. 8, FuBn. *) (Die Stelle der Veriinderlichen y vertritt hier 2’.) 
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Mfuv(%2”)|> ao d. h. log| f,,,(%, 2’)| + w logB + v log B’>0, 


mit Q,, (u,v = 0, 1,2,---), so gibt es keinen Punkt (x, 2’), welcher un- 
endlich vielen Q,, gemein ist, und daraus folgt gemaB § 1, 2 
(3) lim a,,=0, 
A+r= of 
a@,, den inneren Inhalt der Menge Q,,, bedeutet.*) 
Es mége nun fiir |z|< R, |2’|< R’ gesetzt werden: 


(4) log|f,,(%,2*| + w logB + v logB’ = g, (1,9; 1’, 9’) + h,.(7, 951°, 9') 
(a=mrd?; a’ =r; wp, v= 0,1, 2,---) 

Dabei sei die Funktion g,,(r, 9; 7’,g’) durch folgende vier Festsetzungen 

definiert : 

a) Fir r= R, =F stimme g,,(7, 9; 1,9) = 9,,,(R, 9; Rg’) mit 
dem entsprechenden Werte der linken Seite der vorigen Gleichung tiber- 
ein, solange derselbe gréBer als 0 ist (d. h. fiir alle Punkte von 
besitze jedoch sonst den Wert Null. 

b) Fir r< R, =F sei g,,(r,9; 7,9’) durch die Gleichung 


@ “& »» 


und 





2 
r R*—r?* % In (RR, ap; R, g’)dy 
Gur 9; By’) = Qn f : 
0 


R?— 2 Rr cos(w — g) + r®? 


c) fir r= R, r'< RF durch eine analoge Gleichung bestimmt. 
d) Fir r< R, r'< FP endlich gelte: 


Iuv"s 9; r, 9’) a 


222n er F 
“a ep Iu y(R, o; BR, y)dydy 
‘ [22—2 Rrcos(p~—g) + r*][R*—2 Rr’ cos(y’'—g’)+r*] 


Offenbar existieren die angegebenen Integrale simtlich; auch kann das 
Doppelintegral durch die beiden beziiglichen iterierten Integrale ersetzt 
werden. Hieraus folgt aber sofort gem&iB® der Theorie des einfachen 
Poissonschen Integrals, daB g,,(r,p; 17g’) fiir, irgend ein festes Werte- 
paar r’,g’ im Gebiete r< R harmonisch**) ist (und vice versa); fiir den 





*) Behufs Fixierung des Inhaltsbegriffs fiir die (als eben gedachten) Punkt- 
mengen Q,,, kann man sich die beiden Kreisperipherien |x|— R, |«’|— RF in ihrer 
natiirlichen Linge auf die beiden Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
aufgetragen denken. Die Punktmengen liegen alsdann siimtlich in einem Rechtecke 
mit den Seiten 27R, 22P’. 

**) Uber die exakte Bedeutung, in welcher dieser Ausdruck gebraucht ist, vgl. 
p. 10, FuBn. **) 
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Fall r’ = R’ ergibt sich dies naimlich aus b), fiir den Fall r’< RF’ aus c) 
in Verbindung mit d).*) 

Es gilt alsdann in dem ganzen Gebiete |x| < R, |2’|< RF’ einerseits 
offenbar : 
(5) Iu" 93,9) =9, 
andererseits aber: 
(6) — 0 Sh, (7,95 1,9’) SO. 
Findet niimlich die letztere Ungleichung fiir irgend ein Wertsystem 
(79) Po3 Yo> Po) nicht statt, so werde, falls r»< R ist, um jede dem Be- 
reiche |x| < R angehérige Nullstelle der Funktion /,, ,(2x, 2%’) (% = rp €% ) 
ein Kreis beschrieben, der so klein gewiihlt sei, daB fiir denselben durch- 


weg |/,,,(2, | Saas und somit h,,(7,9;%,Po) <0 gelte, so daB also 


der Punkt (r,q,) sicherlich keinem dieser Kreise angehért. Nimmt man 
aber aus dem Bereiche |«|< R alle Gebiete heraus, welche zugleich einem 
jener Kreise angehéren, so ist h,,(1,Q;7 9) in dem tibrig bleibenden 
Gebiete harmonisch und nimmt daher seinen Maximalwert auf der Be- 
grenzung desselben an. Es gibt also eine Randstelle (7,,q,) dieses Ge- 
bietes, fiir welche 


h, v1 Pi3 %01 Po) =} hy y(%o Poi 70» Po) > O 
ist. Diese Randstelle kann infolgedessen nicht der Peripherie eines der 
ausgeschiedenen Kreise angehéren, d. h. es muB 7,=—R sein und es 
gilt also: 
hy (RB; P15 %01 Po) > 9- 
Ist nun 7)’< R’, so betrachte man die Funktion /,,(Re”,y) von y und 


*) Die auf diese Weise gebildete Funktion g,,(r,9; 1°, 9°) darf nicht etwa all- 
gemein als der reelle Teil einer analytischen Funktion zweier Verinderlichen (d. h. als 
»biharmonische Funktion“, vgl. Encykl. d. Math. Wiss. IIB 1, Nr. 42 sowie die da- 
selbst aufgefiihrte Literatur) angesehen werden; denn sie geniigt — ee man 


c= % ye iv, «& =w+iv' setzt, den beiden pga ee 942 cae 


=0, nicht aber notwendig den beiden weiteren ~— = 0, 


isha + ae 
= 0. (Die Existenz derartiger Funktionen g, , bildet keineswegs einen 


iat + as 
o*g 

~ Ovaw 
Widerspruch zu dem Satze des ¢ 3, da, wenn auch g,, sickerlich der reelle Teil 
einer analytischen Fanktion von x, sowie derjenige einer analytischen Funktion von 
x’ ist, die zugehérigen imaginiiren Bestandteile im allgemeinen voneinander ver- 
schieden sein werden. So ist z. B. wu’ das eine Mal der reelle Teil der Funktion 
(u-+ ¢v)u’ von a, das andere Mal der reelle Teil der Funktion u(w’ + iv’) von 2’, nie- 
mals aber der reelle Teil einer analytischen Funktion von (a, 2’).) 


Mathematische Annalen. LXII. 2 
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wiederhole fiir diese die analogen Schliisse; es ergibt sich alsdann die 
Existenz eines Wertes g,' derart, dab 


h, (RB, %15 R, 9; ) > 0 

wird, was aber der Festsetzung a) widerspricht. 
Wahit man speziell w + v >, so ist nach (1) der Maximalwert von 

Iu R, p; Ry’) nicht gréBer als u log ; + log fiir alle nicht zu Q,, 
gehérigen Wertsysteme (I,m; R’,g’) aber ist gemiB Definition 

Gur F, 9; By’) = 0. 
Daraus folgt nach § 1, 4 fiir den Mittelwert g,,(0,*;0,*) = g,,(0) der 
Werte Iu, P; R ? YP ): 


Iu) < tee (u log ; + v log 7) (u + v = ’). 


Werden nun FR, und R,’ ein fiir allemal den Ungleichungen 0 < R, < R, 
0<R,< R entsprechend beliebig angenommen, so ergibt sich, da 
Iuy(R, p; BR’, gy’) durchweg > 0 ist, aus dem Doppelintegral sofort: 


; R+R, +R,’ ‘ 
Iu P37P) S Poe jee Iu) S (Cut C'v)a,, 


@tvol,rcR, rR), 
wo C und C’ zwei positive Konstanten bedeuten. Infolge Gleichung (3) 


gibt es daher nach Annahme einer beliebigen positiven GréBe « eine (von 
den Verinderlichen unabhingige) Zahl / derart, daB fir alle w+v >I: 


WAP P)ISUtre (¢TSh sk) 
und somit a fortiori wegen (6): 
— oo < log |f,,(x,x’)| + w logB + v logB’< (u+v)e 
@tvel, |x|cR, |2'|< Ry) 





d. h. 
2\« e\¥ 
Muv(2, 2) <($)- (¢) (w+ vzble|SRule SR) 
und daher konvergiert > fur(%, 2 )y“y”|, solange ly\<3 =? ly’ \<* im 
Gebiete |z|< R,, |z’ \< Ry’ gleichmiBig. Da aber « beliebig klein ange- 


nommen werden konnte, so ist damit die Behauptung erwiesen. 

2. Jede der beiden in diesem Satze liegenden Verallgemeinerungen 
kann nun dazu dienen, die Betrachtungen des § 3 auf den Fall von mehr 
als zwei Veriinderlichen auszudehnen. Zuniichst ergibt sich wiederum die 
nachstehende Folgerung: 

Die Gripe (a, x’; y,y') mige fiir jedes den Bedingungen |\x\< R, 
|a’|< R’ geniigende Wertepaar x, x’ eine im Gebiete |y| < S, \y’|< 8’ regu- 
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liire analytische Funktion der beiden unabhingigen Verdnderlichen y, y’ sein, 
auferdem jedoch stelle sie eine im Bereiche |x| < R, \a’|< RB’, |y|<k<S, 
ly’ |<k' <8’ reguliire analytische Funktion der unabhiingigen Veriinderlichen 
x, x,y, y’ dar; alsdann gilt das letetere auch fiir den ganzen Bereich |x| < R, 
In |<, \¥l<S, |v l<s". 

(2, x’; y, y’) ist nimlich im Gebiete |z|< R, |a’| <P, |y|<hk, 
\y’'|<k durch eine absolut konvergierende, nach Potenzen von 4, 2’, 
y, y fortschreitende vierfach unendliche Reihe darstellbar. Ordnet man 
diese nach Potenzen von y und y’, wobei sie die Gestalt 


es Bur(% @) yy” 
MY 


annehmen midge, so sind die Koeffizienten §,,(#, 2’) fiir |z|< R, |a’|<R 
absolut konvergente Potenzreihen, und die Doppelreihe 


> | Bun #)¥'¥” | 

ne: 
konvergiert fiir jedes den Bedingungen | y| < k, | y’| << k’ geniigende Werte- 
paar y, y’ in der Umgebung einer jeden Stelle z, 7 des Gebietes |x| < R, 
a’| << R gleichméfig. Da nun ferner (x, x’; y, y’) — welche Werte 2, 
und 2, innerhalb des Gebietes |a|< R, |% |< R’ auch annehmen 
mégen — eine fiir |y! < S, |y’| << S" regulire analytische Funktion von 
(y, y’) ist, so muB die die Funktion zunichst nur fiir |y| <h, |y’|<FK 


darstellende Doppelreihe Ds Pur(%, %)y“y'” auch noch fir |y|<S, 
uy, 


|y'|< S’ absolut konvergieren und mit ®(%, 2,3; y, y’) tibereinstimmen. 
Nach dem vorigen Satze ist aber dann auch fiir jedes der letzteren Be- 
dingung geniigende Wertepaar y, y’ die Konvergenz der Reihe 


> | Burl @’y"y’”| 


MY 
eine gleichmiBige in bezug auf die Umgebung jeder Stelle x, 2), woraus 
folgt*), daB die Reihe Zz B.»(%, 2’ )y“y” auch noch in dem vollen Ge- 


MY 
biete |x| < R, |x’| < RB, |y| <8, |y’| < S’ eine reguliire analytische Funk- 
tion der vier Verinderlichen darstellt. 

Hieraus ergibt sich nun endlich der folgende Satz: 

Ist von der eindeutigen Funktion F(z, 2,, +++, 2,) der n + 1 komplexen 
Vertinderlichen 2, 2,,-+-+, 2, bekannt, dap sie, solange séimtliche Verdnder- 
lichen dem absoluten Betrage nach unterhalb R bleiben, in bezug auf jede 


*) Nach einer SchluBweise, welche der p. 13, FuBn. **) angegebenen villig 
analog ist. 


Q* 
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einzelne derselben reguliir sei, so ist sie auch eine in dem so definierten Ge- 
biete reguldre analytische Funktion der n+ 1 unabhéngigen Veriinderlichen 
B, By °° %y Bye 

Nimmt man nimlich den Satz fiir » Verinderliche als bewiesen an, 


so entspricht jedem Punkte z = 2’ des Kreises | z| << = R eine analytische 


Funktion F'(z’, z,,---,2,) der x Veriinderlichen z,,---,z,, deren absoluter 
Betrag im Gebiete |z,|< R,< R (a =1,2,---,m) einen Maximalwert 
M(z’) besitzt. Hieraus folgt aber — nach der bereits in § 3 angewandten 
SchluBweise — die Existenz einer positiven Zahl i, derart, daB diejenigen 
Punkte 2, fiir welche M(z’) <4, ist, eimen gewissen Teilbereich B des 


Kreises | z| < ; R iiberall dicht erfiillen, so daB also durchweg 
| FG, 411° + +s A) | St 

gilt, solange |z,|< R, (a =1,2,---,m) und z dem Bereiche B angehért. 
Ist nun z= 4 irgend ein innerer Punkt des Bereiches B und der Kreis 
|¢ —4|<k noch vollstindig in B gelegen, so folgt aus dem Osgood- 
schen ,,Satze A“, angewandt auf den Fall von +1 Verinderlichen*), 
daB F'(z, z,,---,2,) eine im Gebiete | z—z,| <k, |z,| << R, («=1,2,--+,m) 
regulire analytische Funktion von 2, z,,°--, 2, ist. Nun gehért aber auch 


n 


der Kreis | z— 2| << = R dem Gebiete |z|< R sicher noch vollstiindig 


an, so daB auch in diesem noch F'(z, z,,---,z,) nach Voraussetzung eine 
analytische Funktion von ¢ (oder auch — nach der Annahme des In- 
duktionsschlusses — von z und »—1 der iibrigen Verinderlichen) dar- 
stellt. Wendet man also den soeben bewiesenen Satz an, wobei die GréBe 
2— 4%, (und noch beliebig viele, jedoch héchstens »—1 der Verander- 
lichen 2,,---,2,) an Stelle von y y’,---, die iibrigen Verinderlichen an 
Stelle von x, 2’,--- treten, so ergibt sich, daB F(z, 2,,---,z2,) auch noch 


im Gebiete |z— 2| < + R, |\z,|< Ry (# =1,2,---,n) durchweg regular 


sein muB, speziell also in der Umgebung des Punktes z= 2, = --- =z, = 0. 


§ 5. 
Gebiet, in welchem ein Ausdruck von der Form Ps f.(a)y eine 


- regulire analytische Funktion von x und y darstellt. 


1. Wir wenden uns nun einer zweiten Folgerung aus dem in § 2 
bewiesenen Satze zu. 


*) DaB der ,,Satz A“ auch fiir beliebig viele Veriinderliche giiltig ist, wurde 
bereits von Herrn Osgood ausdriicklich bemerkt (Math. Ann. 52, p. 464). 
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Die Potenzreihe 


S(a, y) vans p - f,(#) y’, 


deren Koeffizienten f,(#) fiir alle x eines Bereiches 7 eindeutig definiert 
seien, mége, solange |y|<’ ist, im Bereiche 7 durchweg konvergieren. 
Man iiberzeugt sich alsdann ohne Miihe davon, daB S(a, y) dann und nur 
dann eine in dem ganzen Gebiete (7,|y|< 9’) regulire analytische Funk- 
tion der beiden Veranderlichen x, y darstellt, wenn erstens die Funktionen 
f,(x) siimtlich im Bereiche 7’ regulire analytische Funktionen von « sind, 
und zweitens die Reihe S(x, y) fiir jeden der betrachteten Werte von y*) 
in der Umgebung eines jeden Punktes x von T' gleichmdfig konvergiert. 

Es sei nimlich z= x, ein beliebiger Punkt von 7’ und das Gebiet 
|2 — a |< gehére dem Bereiche 7’ noch vollsténdig an. Sind nun die 
beiden angegebenen Bedingungen erfiillt, so geht, wenn man die simt- 
lichen Funktionen f,(x) nach Potenzen von x — x, entwickeit, aus S(z, y) 
eine nach Potenzen von «—2, und y fortschreitende Doppelreihe 
(a —a,,y) hervor, welche im Gebiete |x2—a,|<o, |y|<' absolut 
konvergiert**) und dem Werte nach mit S(a,y) tibereinstimmt; S(«, y) 
verhalt sich somit in der Umgebung einer jeden Stelle z= a, y= y 
(\Y% |< 09’) regulir. Umgekehrt gestattet die Reihe S(x,y), wenn sie sich 
im Bereiche (7,|y|< 0’) durchweg regular verhilt, in dem Teilgebiete 
|x —2y|<0, |y|<’ die Darstellung durch eine absolut konvergente, 
nach Potenzen von x — 2, und y fortschreitende Doppelreihe $ (x — ,, y); 
wird eine soleche aber nach Potenzen von y geordnet, wobei sie die Ge- 


stalt >” $, (a — z)y” annimmt, so sind die Koeffizienten %, (a — x) fiir 
|@ — 2%|<@ konvergente Potenzreihen, und die Reihe I B, (a — ax) y” 


konvergiert, solange | y| <Q’ bleibt, in jedem Bereiche |x — |< a,< 0 
gleichmaBig. Da nun fiir |2— |< die GréBen $,(%— 2x) offenbar 
mit f,(v) der Reihe nach iibereinstimmen miissen, so ist damit das Be- 
stehen der beiden Bedingungen nachgewiesen. 

2. Es kann aber nunmehr mit Hilfe des Satzes von § 2 (angewandt 
in der ihm in § 3,1 gegebenen Gestalt) sofort gezeigt werden, daB die 
obige Aussage auch dann noch ihre Giiltigkeit beibehalt, wenn an Stelle 
des Gebietes (7, |y| <9’) ein véllig beliebiger Bereich T der xy-Mannig- 
faltigkeit tritt. Wir sprechen demnach folgenden Satz aus: 


*) Oder auch bloB fiir irgend einen von Null verschiedenen Wert von y (§ 2). 
**) Siehe p. 13, Fubn. **). 
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Die Gesamtheit der x-Koordinaten eines Bereiches T der xy-Mannig- 
faltigkeit sei mit T bezeichnet. Damit die Reihe S(a, y) = a f(x) y’, deren 


Koeffizienten f,(x) fiir alle x des Bereiches T eindeutig definiert seien, im 
Bereiche T, in welchem sie durchwey konvergieren mige*), eine reguliire 
analytische Funktion von (x, y) darstelle, ist notwendig und hinreichend, 

a) daB die Koeffizienten f,(x) im Bereiche T séimtlich regulére analy- 
tische Funktionen von x seien, 

b) daB, sobald (a, y)) einen Punkt von T bedeutet, die Reihe S(a, yo) 
in der Umgebung der Stelle x = x gleichmépig konvergiere.**) 

Beweis. «) Die Bedingungen sind hinreichend. Ist namlich (ap, y,) 
ein beliebiger Punkt des Bereiches T, und wahlt man y'( y’| >|y% |) 80, 
daB der Punkt (x, y’) dem Bereiche T ebenfalls noch angehére, so gibt 
es, wenn die beiden angegebenen Bedingungen erfiillt sind, eine gewisse 
noch in J gelegene Umgebung ,|2 — a), < @ des Punktes 2, in welcher 
S(«, y) fiir y=y' und somit auch fiir |y,<|y’ gleichmiBig konvergiert. 
Alsdann stellt aber gemaéB Nr. 1 S(a,y) eine in dem ganzen Gebiete 
\&—a%\|<o, |y|< y'|, speziell also in der Umgebung des Punktes 
(Xp, Yo) reguliire analytische Funktion von (a, y) dar. 

8) Die Bedingungen sind notwendig. Ist nimlich wiederum (2, yo) 
ein beliebiger Punkt des Bereiches T und gehért das Gebiet x — x | < 9, 
Y — Y¥|< 9 demselben ebenfalls noch an, so stellt, wenn y = y, irgend 
einen Punkt des Kreises |y—y,'<' bedeutet, S(x,y) nach Voraus- 
setzung eine speziell im Gebiete |x —a,|<o, |\y—y,|<o0'—|y, —y%| 
regulire analytische Funktion von (z,y) dar. Andererseits ist S(a, y) fir 
jeden der Bedingung |«—a,|< geniigenden Wert von x eine nach 
Potenzen von y fortschreitende Reihe, welche nach Voraussetzung fiir 
ly —y.|< 0’ und somit auch fiir y|<|y,|+ 0’ konvergiert, speziell also 
eine im Gebiete | y — y,!<|y¥.! +0 —|y, reguliire analytische Funktion 
von y darstellt. Daraus folgt aber nach dem erwihnten Satze, daB S(z, y) 
auch noch im Gebiete |x—a%\|<e, |y—y,|<|%\+o0'—\y,| eine 
durchweg regulire analytische Funktion von (2, y) darstellen muB. 
*) Aus der Konvergenz von S(a, y) fiir jeden Punkt (a,, y,) des Bereiches T 
folgt natiirlich auch diejenige fiir alle Punkte (a, y)(|y¥| < | y)|). Die Frage ist je- 
doch nicht, unter welchen Bedingungen S(a#, y) in diesem gréSeren Bereiche durch- 
weg regular ist (was bereits durch das Vorhergehende beantwortet wird), sondern 
gerade, unter welchen Bedingungen S(«, y) in T regulir ist. Der Inhalt des vor- 
liegenden Satzes ist nun, daB das letztere nicht eintreten kann, ohne daB auch zu- 
gleich das erstere stattfindet. 

**) Nach § 2 kann b) wiederum ersetzt werden durch die Bedingung, daB zu jedem 

x=, des Bereiches T ein beliebiger (von Null verschiedener) Wert y, existiere, der- 
art, daB S(x, y,) in der Umgebung der Stelle x=, gleichmiaBig konvergiere. 
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Wahit man nun wieder einen beliebigen Punkt y des Gebietes 


\y—%|<|%|+e—|%| 
und bezeichnet denselben mit y,, so ergibt die Wiederholung jener SchluB- 
weise, daB S(x,y) auch noch im Gebiete 


|e —a%|<e, |\y— | <|¥o| +e —|%| 
eine durchweg regulire analytische Funktion von (a, y) darstellt, usf. 
Man wird es nun stets so einrichten kénnen, daB einer der Punkte y, 
(k = 0, 1, 2,---) mit dem Nullpunkt zusammenfillt. Ist namlich y) nicht 
selbst schon gleich Null, so kann man, falls 9’> | y,| ist, y, = 0 wihlen; 
ist aber 9’ <!y,|, so erreicht man es leicht (z. B. indem man y,, y,,--- 
so wahlt, daB in der Reihe |y|, |y,|,--- jedes Glied mindestens um 


LA o’ kleiner ist als das vorhergehende), da® fiir irgend einen Wert von k: 


2\y,-1!<|¥%| + wird, worauf es gestattet ist, y,—0 zu _ setzen. 
Nun verhilt sich, wie nachgewiesen wurde, S(z,y) im Gebiete x—2|\< @, 
y—%!<|Yo\ +e —|y%l, db. fiir | —2|<e, |y|<|y%| + durch- 
weg regular, was nach Nr. 1 nur méglich ist, wenn die Funktionen /,(7) 
simtlich im Kreise | 2 — 2%,|<@ regulir sind und die Reihe S(a, y) fiir 
ly|</y.!+ in der Umgebung jedes Punktes des genannten Kreises 
gleichmaBig konvergiert, speziell also fiir y= y) in der Umgebung des 
Punktes z = 2, w. z. b. w.*) 

3. Einen Uberblick tiber die Gesamtheit der Stellen (2, y), fiir welche 


ein Ausdruck von der Form S(z, y) = -_ f.(x)y” eine regulire analy- 


tische Funktion von (x,y) darstellt, kann man sich nach dem Vorigen 
nun in der folgenden Weise verschaffen. 


Es bedeute (2, y) = 4 aay” eine beliebige nach positiven Po- 
“4,v=0 

tenzen von « und y fortschreitende Doppelreihe und (@, 9’) die Gesamt- 

heit der Paare positiver, von Null verschiedener Zahlen, fiir welche 95(@, 9’) 


*) Der Satz l48t sich mit Hilfe des § 4 ohne Schwierigkeit auf den Fall aus- 
dehnen, wo an Stelle von 2 und y mehrere Veriinderliche treten, und kann alsdann 
folgendermaBen formuliert werden: Damit die Reihe » favs x’)y“y’” in einem Be- 

MY 
reiche T, in welchem sie absolut konvergiert, eine reguliire analytische Funktion der 
Veriinderlichen x, x’, y, y’ darstelle, ist notwendig und hinreichend, daB a) die Koeffi- 
zienten /),,(%, 2°) im betrachteten Gebiete durchweg regulire analytische Funktionen 
von (a, 2) seien, und daB 7 sobald (a, 2’, Yo. Yo) einen Punkt von T bedeutet, die 
Reihe |S’ | fury (ts 2) ¥ 9G er Umgebung des Punktes (x,, x,’) gleichm&Big kon- 


vergiere. 
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absolut konvergiert; die obere Grenze R aller Werte 9, sowie die obere 
Grenze FR’ aller Werte 9’ kénnen alsdann etwa als die beiden Mazimal- 
radien des Bereiches der absoluten Konvergenz von (2, y) bezeichnet 
werden.*) Ist nun 9’ irgend eine positive, der Bedingung 0< 0’ < FR 
geniigende Zahl, so liBt sich stets eine zweite g > 0 angeben, derart, daf 


B(e, e’) absolut, und daher > $B, (x)y” (wo $, (x) -9 a) fiir 


v=0 “u=0 


y= im Kreise |x| <Q gleichmépig konvergiert; konvergiert umgekehrt 
Po §,(v)y’ fiir irgend einen Wert y mit dem absoluten Betrage 9’ in 


v=0 
einem Kreise |x| <0 gleichmaBig, so konvergiert**) B(x, y) im Gebiete 
|x|<e, |y|<@’ absolut, und es ist infolgedessen 9’ < R’. 

Soll nun die Reihe S(a, y) = Xf,(x)y” in der vollen Umgebung einer 
Stelle (a), y)) konvergieren und eine daselbst regulire analytische Funktion 
von 2, y darstellen, so ist dazu notwendig und hinreichend, daf die Stelle 
eine gewisse Umgebung T =(\x— a, <6, |y—Y| <6’) besitze, fiir 
welche die in Nr. 2 genannten — a) und b) erfiillt sind, d. h. 
also daB 


a) der Punkt x, Mittelpunkt eines Kreises sei, in welchem die Funk- 
tionen f,(~) (v = 0,1, 2,---) sich simtlich regulir verhalten, und 

b) ein Paar positiver Zahlen 0, 9 — und zwar e>0, e >|y| — 
existiere, derart daB S(z, 0’) im Bereiche |x — a| < 9, gleichmiBig kon- 
vergiere. ***) 

Bezeichnet man aber mit Ri, den y-Maximalradius derjenigen Doppel- 
reihe $(a — 2, y), welche aus der Reihe S(x,y) hervorgeht, wenn deren 
Terme nach Potenzen von x — a, entwickelt werden, so kann die Be- 
dingung b) ersetzt werden durch die folgende: 


b’) |Yo| < Re 
Ist naémlich die Bedingung b’) erfiillt, und wahlt man go’ der Un- 
gleichung |y,| < 9’ < R,, entsprechend, so konvergiert S(x, 9’) nach obigem 


*) Konvergiert $ (a, y) in keinem Punkte (a, y) absolut, dessen Koordinaten beide 
von Null verschieden sind, so sind R und RF’ gleich 0 zu setzen. Gibt es jedoch 
einen Punkt (x,, y,) jener Art, so sind R und RF’ beide von Null verschieden (nim- 
lich R > !%|, R => |y|) und B(x, y) konvergiert jedenfalls in dem ganzen Ge- 
biete | x | < 1% |; ly| < | y, | absolut. Natiirlich kénnen R und FR’ auch unendlich 
groB sein. 

**) Siehe p. 13, FuBn. ™). 

***) Der Inhalt der Bedingung b) kann, wie leicht zu sehen, auch so ausgedriickt 
werden, daB S(x,y) in der vollen Umgebung des Punktes x=2,, y=y, gleich- 
miBig (in bezug auf x und y) konvergiere. 
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in einem gewissen Kreise |x — x)|<@ gleichmiBig. Ist umgekehrt die 
Bedingung b) erfiillt, so muB 0’ < R,, und somit | y,|< Ri, sein.*) 

4. Uber die GréBe R’, seien noch folgende Bemerkungen hinzugefiigt. 
Beschrinkt man « auf solche Werte, welche der soeben fixierten Be- 
dingung a) geniigen, und bezeichnet ferner noch mit P, den Konvergenz- 


radius der Potenzreihe A f,(x)y’, so kann das Ergebnis von § 2 in der 


folgenden Beziehung zwischen den GréBen FR, und P, zum Ausdruck ge- 
bracht werden: 

Fiir jeden Wert x = x, der genannten Art ist entweder: 

R;,=0 oder R,, = lim Pz.™) 

Verhalten sich nimlich simtliche f,(7) (v= 0,1, 2,---) im Kreise 
|— |< @ noch reguliir und bezeichnet man das Gebiet O0<|x—a\< 0 
mit 7, so erfillt (vgl. § 2) einerseits die Gesamtheit der Werte y, fiir 
welche S(x,y) in 7 durchweg konvergiert, einen Kreis um y = 0, dessen 
Radius P(,) genannt sei, andererseits die Gesamtheit derjenigen Werte y, 
fiir welche S(x,y) in der Umgebung jedes Punktes von 7’ — und infolge- 
dessen nach einem bekannten, von Herrn Runge***) bewiesenen Satze auch 
in der Umgebung jedes Punktes des vollen Gebietes |4—a|<o — 
gleichmiBig konvergiert, einen ebensolchen Kreis, dessen Radius 7(,) heifen 
mége. Nach § 2 sind nun zwei Fille méglich; entweder ist rj.) = 0 oder 


*) R,,, kann also auch als die obere Grenze der absoluten Betrige derjenigen 
Werte von y definiert werden, fiir welche S(x, y) in einer (wenn auch noch so kleinen) 
Umgebung von «=, gleichmaBig konvergiert. — Als Beispiel kann das p. 11, 
Fubn. *) behandelte dienen. Es ist dort Ri, 0 fiir c—iv (v>0), sonst durchweg 
Ri,=1. Zum Nachweise geniigt es, noch folgende dritte Eigenschaft der Funktionen 

1 
n(na — 1) 


|}a— ti] > = fiir jeden nicht negativen Wert von ¢ ist. (1. c. p. 247.) 


Gn(x) za benutzen: | g, (x) | <| | 4+ =, wenn gleichzeitig |x|<m und 


**) Uber die Bedeutung dieses Grenzwertes vgl. Encykl. d. math. W. II A1. 
Nr. 23. — Man iiberzeugt sich leicht davon, da8 limP’, und To sehr wohl vonein- 


r=2%y 
ander verschieden sein kénnen. Ordnet man némlich die Doppelreihe 


P@—a%,y) = SH, (ye — x)" 
“w= 


nach Potenzen von x—,, 80 ist ru der Konvergenzradius von ©, (y), dagegen R,, 
als Maximalradius nicht oberhalb des Konvergenzradius irgend einer Reihe ©,,(y). Ist 
also R’, von Null verschieden (und somit R,,—limP,) und hat eine der Reihen 
2 = 2 
a, (y) einen kleineren Konvergenzradius als die erste, so ist allemal lim P’, << = 
2Exe 
***) Acta Math. 6 (1885), p. 247. 
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ry) = Pi». LaBt man nun e gegen 0 abnehmen, so kann es erstens ein- 
treten, daB r(,) bestindig gleich Null ist und daher auch 
lim re =0 
e=0 
wird. Oder aber rj) ist fiir irgend einen Wert g@ =, und daher a for- 
tiori fiir jeden kleineren Wert von @ von Null verschieden, so daB fiir 
@ XQ bestiindig r(.) = Pi.) und daher 
lim 7/9) = lim P() 
ine ais 


wird. Da nun Py die untere Grenze aller GréBen P, des Gebietes 
0<|x—2%|<@ darstellt, so ist limPj,, mit limP, gleichbedeutend; 
e=0 z=2, 
andererseits ist offenbar*) lim 7.) = R,, und somit das obige erwiesen.**) 
e=0 

Man kann nun noch folgendes zeigen: 

Die Gesamtheit der Stellen x = xp, fiir welche Ri, nicht mit lim P; 
tibereinstimmt (d. h. fiir welche gleichzeitig R, = 0 und lim P,, > 0 ist), er- 
fiillt niemals einen Bereich T iiberall dicht.***) (Dabei wird, wie bisher, 
vorausgesetzt, daB die Funktionen f,(x) im betrachteten Gebiete simtlich 
regular seien.) 

Verschwindet namlich lim P* fiir jeden Punkt «= x, von 7, so gibt 


es in 7 iiberhaupt keine Stelle der obigen Art. Ist dagegen fiir irgend 
einen Punkt 2, des Bereiches lim P, > g > 0, so gilt fiir alle 2 einer ge- 


wissen Umgebung | « — 2, | <e des Punktes a: 
P29: 


*) Vgl. z. B. p. 25, FuBn. *). 
**) Bei dem p. 25, Fun. *) erwihnten Beispiele gilt durchweg P!,—1, und 
daher auch lim P!, —1 fiir jeden endlichen Wert 2. Hingegen hat, wie bereits an- 


2=Zo 
gefiihrt, R., lings der positiv imaginiren Halbachse den Wert 0, sonst jedoch in 
Ubereinstimmung mit lim P’. den Wert 1. 
B= ms 
***) Hingegen kénnen die Punkte «, fiir welche FR’, und P’, selbst voneinander 
differieren, tatsiichlich ein Gebiet iiberall dicht erfiillen. Setzt man nimlich 
f,(@) =14»1 (1-2) (1—2)...(1-Z), 


1 x, 


wo die Punkte x,, «,,--- ein Gebiet tiberall dicht erfiillen mégen, so ist P’, = 1 fiir 
x=x, (v=1,2,---), dagegen fiir jeden endlichen Wert x = a, ist lim P’, = 0 und da- 


her auch R,=0. Denn bliebe in irgend einem Bereiche der «-Ebene P’, oberhalb 
einer positiven GréBe g, so wiirde S(a, y) fiir |y|<g in diesem Bereiche konver- 
gieren, also nach § 11, 1 fiir hinreichend kleine | y| auch in jedem vorgegebenen Be- 
reiche der x-Ebene, wihrend doch S(0, y) offenbar fiir jeden von 0 verschiedenen 
Wert y divergiert. 
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Wihlt man also y, der Bedingung 0 <|y,!<g entsprechend, so kon- 
vergiert S(a, y) durchweg im Gebiete |z—x,|<. In diesem letzteren 
gibt*) es aber alsdann notwendig einen Teilbereich B, in bezug auf 
welchen S(x,y) sicher gleichmdfig konvergiert, solange |y| <|y,| ist. Fiir 
jeden inneren Punkt « = 2 des Bereiches B gilt dann R,,> 0, so dab B 
in seinem Inneren keinen Punkt der genannten Art enthiit. 


§ 6. 
Die singuliiren Stellen auf der Begrenzung des Gebietes 
gleichmiBiger Konvergenz. 


Nachdem festgestellt ist, unter welchen Bedingungen ein Ausdruck 
von der Form S(x,y) eine regulire analytische Funktion von (a, y) dar- 
stellt, ist nun auch die Frage mitbeantwortet, in welcher Ausdehnung 
eine vorgelegte analytische Funktion von (2, y) durch einen derartigen 
Ausdruck dargestellt werden kann. Es gilt namlich: 

Eine gegebene analytische Funktion f(a, y) zweier Verdnderlichen x, y 
laiBt sich in einem vorgelegten Bereiche T der xy-Mannigfaltigkeit, in wel- 
chem sie eindeutig definiert und durchweg reguidr ist, dann und nur dann 


durch einen Ausdruck von der Form S(a, y) = Aor (in welchem die 


f(x) beliebige von y unabhiingige Gripen sedouten) darstellen, wenn die 
Fortsetzung derselben auch noch fiir alle Punkte (x’, ky’) eindeutig und 
reguliir ist. Dabei soll (x’, y’) alle Punkte von T, k alle komplexen Zahlen 
durchlaufen, deren absoluter Betrag unterhalb 1 liegt. 

DaB die angegebene Bedingung hinreichend ist, ist selbstverstindlich; 
denn ist sie erfiillt, so kann f(x, y) fiir jeden der in Betracht kommenden 
Werte von x nach Potenzen der Gréfe y entwickelt werden, so dab man 
eine in T giiltige Darstellung der verlangten Art erhilt.**) Gibt es um- 


*) Die Existenz eines Teilbereiches B, fiir welchen S(a, y,) selbst gleichmaBig 
konvergiert, ist durch Untersuchungen des Herrn Osgood dargetan worden (Ann. of 
Math. (2) 8 (1901) §§ 1—2). Verlangt man jedoch im Bereiche B bloB die gleich- 
miaBige Konvergenz fiir | y| < | y, |, so ergibt sich die Existenz desselben schon leicht 
durch die bloBe Anwendung des bereits in § 3 (siehe p. 14, FuBn. **)) benutzten, 
von Herrn Osgood angegebenen Satzes tiber Punktmengen. Ist niémlich « = x’ irgend 
ein Punkt des betrachteten Gebietes, so befinden sich wegen der Konvergenz der 
Reihe S(a’, y,) deren siimtliche Terme L@)y, dem absoluten Betrage nach unter- 
halb einer endlichen Schranke M(a’). Bedeutet nun P.(i=1, 2, ---) die Gesamtheit 
derjenigen Punkte «= ~2', fiir welche M(x’)<i ist, so muB es nach jenem Satze 
einen Teilbereich B geben, in welchem eine jener Punktmengen iiberall dicht ist, 
und dieser Bereich hat alsdann offenbar die verlangte Eigenschaft. 

**) Dabei ergeben sich die Gréfen f,(~) notwendig als fiir alle x des Bereiches 
regulire Funktionen, und die Reihe Z/,(x)y” konvergiert in der Umgebung jedes 
Punktes von 7 gleichmiBig (§ 5, 2). 
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gekehrt eine Darstellung dieser Art, so erfiillt S(x,y) in jedem Punkte 
des Bereiches T und infolgedessen auch des angegebenen gréBeren Ge- 
bietes die beiden in § 5,3 aufgestellten Bedingungen und stellt somit 
auch in diesem letzteren Gebiete eine durchweg regulire analytische 
Funktion von (a, y) dar; somit ist die angegebene Bedingung auch eine 
notwendige. 

Hieraus ergibt sich nun weiter die folgende Charakterisierung des 
Bereiches der gleichmaBigen Konvergenz einer Reihe S(x,y) vermittelst 
der singuliren Stelien der durch sie dargestellten analytischen Funktion: 

1. Besitzt der Punkt x =x, eine Umgebung |x — 2|< 0, innerhalb 
welcher stimtliche f,(x) (v= 0,1,2,---) sich regulir verhalten, und ist 
Rz, von Null verschieden, so besitet der durch die Rethe S(a, y) =S4@ y” 


dargestellte Funktionszweig mindestens eine singuliire Stelle (a, : Yo), fiir 
welche \y,, ="R,, ist (dagegen keine, fiir welche \y,|< Rz, ist). 

Nach § 5,3 verhialt sich niimlich S(z, y) an der Stelle (x), 0) regular 
und stellt somit eine in einem gewissen Gebiete |x — %|< @, |y| <9 
regulire analytische Funktion f(z, y) dar. Verhielte sich nun [(z, y) 
etwa in einem Gebiete |x — a|<«, |y|< Ri, + (€ >0) ebenfalls noch 
durchweg reguliir, so wiirde nach dem Vorigen f(x, y) in dem ‘letzt- 
genannten Gebiete die Darstellung durch eine Reihe S(x,y) gestatten, 
und diese miiBte mit der vorliegenden offenbar identisch sein. Im Wider- 
spruche hiermit kann jedoch (§ 5, 3) S(x,y) nur fiir solche Stellen (a, y) 
regular sein, fiir welche |y| < R,, ist. Mithin besitzt die Funktion f(z, y) 
mindestens eine singuliire Stelle (2, , y,), welche der Bedingung |x, — x,| < ¢, 
ly,|< Re, + geniigt. Legt man nun der GréBe « eine Reihe gegen 0 
abnehmender Werte bei, so befindet sich entweder unter den so erhaltenen 
singuliren Stellen (z,,y,) eine, fiir welche x, = 2, |y,| << Rz, ist, oder 
aber die Zahl derselben ist unendlich groB und sie besitzen mindestens 
eine Hiufungsstelle (x, ¥)) (/¥| < Rz,), welche offenbar ebenfalls keine 
regulire Stelle sein kann. Kine singulire Stelle (x, y), fiir welche 
geradezu |y,|< R., wire, ist jedoch in allen Fallen geméB § 5,3 aus- 
geschlossen. 

2. Ist die Stelle x = x, Begrenzungsstelle eines Bereiches T, in welchem 
die Funktionen f,(x) (v = 0,1, 2,---) séimtlich regulir sind und BR, durch- 
weg grifer als Null ist, gibt es jedoch entweder keinen Kreis mit dem Mittel- 
punkt x, in welchem die Funktionen f,(a) noch séimtlich regulir sind, oder 
aber ist R,, = 0, so ist die Stelle (x, 0) fiir den durch S(x,y) dargestellten 
Funktionszweig eine singulire. 

Im Gebiete T = (7, |y| < R,)*) niamlich stellt S(x,y) sicher eine 


*) DaB dies wirklich ein Bereich T ist, erhellt daraus, da8, wenn irgend ein 
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durchweg reguliire analytische Funktion f(x,y) dar. Wiirde nun eine 
nach Potenzen von x — 2, und y fortschreitende, in einem gewissen Ge- 
biete |a — a|< 9, |y|<@’ absolut konvergierende Doppelreihe 


B(a — 4, ¥) = >'B,(e — ay" 


existieren, welche fiir diejenigen Punkte dieses Gebietes, welche gleich- 
zeitig dem Bereiche T angehéren, mit f(z, y) tibereinstimmte, so kénnten 
die bei der Entwickelung von (x — 2%, y) nach Potenzen von y auf- 
tretenden Koeffizienten 8,(a— x) offenbar nichts anderes als die Ent- 
wickelungen der Funktionen f(#) nach Potenzen von x — 2, sein; die 
Funktionen /,(x) miiBten sich somit im Kreise |x — x|<@ simtlich 
regular verhalten, was in dem einen Falle der Voraussetzung widerspricht. 
In dem anderen Falle aber wire dann weiterhin R,, identisch mit dem 
y-Maximalradius der Doppelreihe $(x% — 2, y), und daher R,, > 0’, wihrend 
nach Voraussetzung R,,=0 sein sollte. Es gibt demnach in beiden 
Fallen keine Doppelreihe der genannten Art und damit ist die Behauptung 
erwiesen. 

Die letztere Aussage kann noch erheblich vervollstiindigt werden, 
wenn man eine Eigenschaft der GréBe R,’ benutzt, welche, um den Zu- 
sammenhang nicht zu unterbrechen, erst im folgenden Paragraphen be- 
wiesen werden soll und folgendermafen lautet: 

Gilt fiir alle Punkte x eines Bereiches T: Rz,>p, wo p eine positive 
Gripe bezeichnet, und ist x irgend ein Begrenzungspunkt von T, so gilt 
entweder R;, > p oder Ri, = 0. (Dabei wird selbstverstiindlich vorausgesetzt, 
dap die Funktionen f,(a) in einem gewissen Kreise mit dem Mittelpunkt x9 
stimtlich reguldr seien.) 

Der obige Satz 2 kann alsdann durch den folgenden ersetzt werden: 

2°. Ist die Stelle x = x, Begrenzungsstelle cines Bereiches T, in wel- 
chem die Funktionen f,(x) (v = 0,1, 2,--+) séimtlich regulir sind und R,’ 
durchweg gréfer als die Zahl p =O bleibt, gibt es jedoch entweder keinen 
Kreis mit dem Mittelpunkt x, in welchem die f,(x) noch sédmtlich regular 
sind, oder aber ist Rz,=0*), so sind die siimtlichen Stellen (ap, y) 
(\y| <p) fiir den durch S(x,y) dargestellten Funktionszweig singulire.**) 


Punkt (x, y,) demselben angehért, die Funktion in der vollen Umgebung desselben 
reguliir ist, also auch letztere dem Bereich noch angehirt. 
*) Nach dem Vorstehenden geniigt es auch schon zu wissen, daB Ri< p sei. 


**) Offenbar erhilt man eine etwas allgemeinere Fassung des Satzes, wenn man 

die Voraussetzung durch diejenige des Satzes 2 ersetzt und dann p als lim R,’ 
2=2 

(wobei 2 nur solche Werte annehmen soll, welche dem Bereiche 7 angehéren) einfiihrt. 

Fir Potenzreihen (x, y) zweier Verdnderlichen ergeben sich aus dem Satze 
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Beweis. Die Reihe S(a, y) stellt eine im Gebiete (S, |y| <p) durch- 
weg regulire analytische Funktion f(a, y) dar, fiir welche nach Satz 2 die 
Stelle (2, 0) eine singulire ist. Ist nun y= y, irgend ein Wert, dessen 


absoluter Betrag unterhalb ; p liegt, so kann nach dem ersten Satze 
dieses Paragraphen die Funktion f(x,y) im Gebiete 

(7, |y—%|<p—|%|), 
in welchem sie durchweg regulir ist, durch eine Reihe von der Form 


S (a, ¥— 4%) =>'7,@) (y—%)” 


dargestellt werden, und fiir diese gilt alsdann (§ 5, 3) notwendig 
R:>p—|y,|*), solange « dem Bereiche 7 angehért. Nun sind zwei 
Fille méglich. Entweder gibt es keinen Kreis mit dem Mittelpunkt 2,, 
in welchem alle Funktionen f,(x) noch regulir sind; alsdann ist nach 
Satz 2 die Stelle (2, y,) eine singulare. Oder aber es gibt einen der- 
artigen Kreis; alsdann ist aber (wiederum nach § 5, 3) sicher R;, < |y,|, 
da ja f(z,y) die singulire Stelle (%,0) besitzt. Es galt aber im ganzen 
Bereich 7: R; >p —|\y,| und diese beiden Aussagen vertragen sich, da 
\%| <p —|y,| ist, mach der vorher erwaihnten Eigenschaft der GréBe R,’ 
nur dann miteinander, wenn geradezu R;,=0 ist, so daB nach Satz 2 
auch in diesem Falle (2, y,) eine singulire Stelle sein mub. 


Nachdem festgestellt ist, daB jede Stelle (2), y,) ( WY) < .. p) eine 
singulire ist, kann man nun, von einer solchen aus weiter schlieBend, das 


gleiche fiir jede Stelle (~, y,) nachweisen, fiir welche |y,—y,|<p—|y,| 
ist, also durch passende Wahl von y, fiir irgend einen gegebenen Wert y,, 


welcher der Bedingung - P< \y|< > p geniigt, usf. Mithin ist not- 


nachstehende Folgerungen (vgl. dazu d. Verf. I.-D., Miinchen 1903, § 19): Konvergiert 
die Potenzreihe $(a, y) in einem Gebiete |2| <r, |y| <1’ absolut, besitzt jedoch 
die durch B(a, y) dargestellte analytische Funktion eine singuliire Stelle (x, y,), fiir 
welche |x,| = 1, |¥| <r’ ist, so sind auch die sémélichen Stellen (a,, y) (\y| <r’) 
singulire, und r ist daher notwendig der Maximalradius in der x-Ebene (§ 5, 3, 
p. 24). Denn ordnet man $(a, y) nach Potenzen von y, so ist fiir die so entstehende 
Reihe S(a, y) einerseits R/ >’ fir |x| <1, andererseits R< |¥{, falls tiber- 
haupt x, Mittelpunkt eines Kreises ist, in welchem die Funktionen f,(«) noch simt- 
lich reguliir sind; hieraus folgt aber in jedem Falle das Behauptete. Ist umgekehrt 
r = R der x-Maximalradius einer Potenzeihe (a, y), so gibt es notwendig eine 
singulire Stelle (a, 0), fiir welche |x,| = R ist; konvergiert also P(x, y) noch in 
einem Gebiete |a| << R, |y| <r’ absolut, so sind auch die simtlichen Stellen (a, , y) 
(\y| <r’) singulire. 

*) Die auf die Reihe S(w, y—y,) beziigliche GriéBe R; ist mit Ri bezeichnet. 
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wendig jede Stelle (,, y) (|y! <p) und daher auch jede Stelle (x, y) (|y| <p) 
eine singulire.*) 
§ 7. 
Eigenschaften der GréBe R,: Beziehung zwischen ihren Werten im 
Innern eines Bereiches 7 und denjenigen auf der Begrenzung 
desselben. 


1. Wir setzen bei allen noch folgenden Betrachtungen stillschweigend 
voraus, daB die Koeffizienten f,(~) der Reihe S(a, y) =>t@y fiir alle 


vorkommenden Teile der 2-Ebene eindeutig und regular seien, so daB zu 
jedem in Frage kommenden Punkte xz stets ein bestimmter Wert R,’ 
existiert, welcher Null oder gréBer als Null sein kann. 

An der Stelle x=, habe R,’ den Wert »,. Jeder vorgegebenen 
GréBe «> 0 laBt sich alsdann eine zweite 6 >0O derart zuordnen, daB 
R,' > p) — & ist, solange nur |x — a| <0 bleibt. Ist p, = 0, so ist dies 
selbstverstindlich. Ist aber p)>0, so konvergiert — &¢< py voraus- 
gesetzt — die Reihe S(x, p,— ¢) in einem gewissen Kreise |x — a,| <0 
gleichmaBig, woraus hervorgeht, daB R,’ > p, — « ist, solange « im Innern 
jenes Kreises liegt. Da sonach diese Teilbedingung der Stetigkeit fiir die 
GréBe R,’ unter allen Umstiinden erfiillt ist — um einen kurzen Aus- 
druck dafiir zur Hand zu haben, sei diese Higenschaft von R,’ im 
folgenden stets als ,,einseitige Stetigkeit“ bezeichnet —, so wird es sich 


y 
*) Beispiel fiir den ersten Fall: S(x, y) = e* =Qh@)y", wo f,(2) = 5: 
Wiahlt man als Bereich 7’ die x-Ebene mit AusschluB des Punktes = 0, so ist 
Ri, in T durchweg unendlich gro$ und mithin jede Stelle (0, y) eine singulire. 

Als Beispiel fiir den zweiten Fall kann man /,(x%) = (2* — 4) wihlen; es ist 
alsdann R= oo fiir |w* — 4| <1 (also in zwei getrennten Gebieten der x-Ebene), 
sonst tiberall Ri 0. Es ist daher jede beliebige Stelle (#,, y) eine singulire, fiir 
welche |x,*—4|—=1 ist, woraus hervorgeht, daB S(a, y) = Sd" —4)"y” in den 
beiden .getrennten Gebieten je eine analytische Funktion in ihrer ganzen Ausdehnung 
darstellt. — Als Illustration fiir den zweiten Fall kann auch das Beispiel p. 11, 
FuBn. *) (vgl. p. 25, Fun. *)) dienen; da Ri, fir «= iv (v>0) gleich Null, sonst 
tiberall gleich 1 ist, so ist jede Stelle (iv, y) @~>0, |y| <1) eine singulire. Defi- 
niert man abweichend /,(x) =[3g,(x)]” +[8g,(—)]”, wo g,() nach wie vor die 
Rungeschen Funktionen darstellen soll, so wird R’ lings der ganzen imaginiren 
Achse gleich 0, jedoch auBerhalb derselben unendlich groB; es ist also jede beliebige 
Stelle (iv, y) bei reellem v eine singuliire, und somit stellt die Reihe S(a, y), welche 
hier fiir alle endlichen Werte der beiden Veriinderlichen konvergiert, wiederum zwei 
analytische Funktionen (deren Existenzbereiche lings der genannten singuliren Stellen 
aneinander grenzen) in ihrer ganzen Ausdehnung dar. 
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bei weiteren Untersuchungen iiber die Stetigkeit von R,’ nur um die 
noch iibrig bleibende Frage handeln, ob sich jeder Gréke « >0 auch 
stets eine zweite 0’ > 0 derart zuordnen lat, daB fiir alle |z—a,' < 6’ 
die Ungleichung R,’ < p, + ¢ befriedigt wird; dann und nur dann, wenn 
auch diese zweite Bedingung erfillt ist, wird R,’ in « =, stetig sein. 

DaB nun diese letztgenannte Bedingung — und zwar in dem spe- 
ziellen Falle p, = 0 — nicht immer erfiillt zu sein braucht, dafiir haben 
sich bereits mehrere Beispiele ergeben.*) Ein sehr allgemeines Beispiel 
dieser Art liefert die Theorie der Potenzreihen zweier Verianderlichen. 
Bezeichnet man niimlich die gréBte positive Zahl r’, welche die Eigen- 
schaft besitzt, daB die Potenzreihe (x,y) im Gebiete |z|<r, |y|<?"’ 
noch absolut konvergiert, als den zu r assoziierten Konvergenzradius 
‘= (r)**) und betrachtet man andererseits die durch Ordnen von 
$8 (x, y) nach Potenzen von y entstehende Reihe S(z, y) = >'8,(@) y’, 80 


fallt r’ stets mit der unteren Grenze aller GréBen FR,’ des Gebietes |x| <r 
zusammen. ***) Ist nun R der Maximalradius von (x, y) in der 2-Ebene 
(§ 5,3) und nimmt man des weiteren an, erstens, daS die Konvergenz- 
radien simtlicher Potenzreihen $8,(x) die GriéBe R mindestens um eine 
bestimmte positive GréBe h iibertreffen, und zweitens, dab der zu FR asso- 
ziierte Radius r’ noch gréBer als 0 sei (so daB also B(a,y) noch in 
einem Gebiete |x| < R, |y|<r’ absolut konvergiert), so ist nach dem 
Gesagten R,’>r’, solange |x| < R bleibt, dagegen muB es allemal min- 
destens einen Wert «=a, mit dem absoluten Betrage R geben, fiir 
welchen R,, = 0 ist +) 

Gerade dieses letztere Beispiel wire nun aber auch geeignet, den 
Anschein zu erwecken, als ob eine Unstetigkeit von R,’ iiberhaupt nur 
an solchen Stellen x eintreten kénnte, fiir welche R,’ den Wert 0 besitzt. 


*) Vgl. p. 31, FuBn. *). 

**) Bezeichnet wiederum R den Maximalradius von ¥(a, y) in der x-Ebene, so 
ist r’>0 fir r< R, r’=0 fir r>R. (Vgl. iiber diesen Gegenstand § 12.) 

***) Denn fiir die absolute Konvergenz der Doppelreihe (a, y) in einem Gebiete 
jai|<e, |y|<e’ ist die gleichmiBige Konvergenz von S(a, y) fiir jeden der Be- 
dingung |y|<’ geniigenden Wert y in der Umgebung jedes Punktes 2 des Gebietes 
|2|<<e@ sowohl notwendig als auch hinreichend. (Siehe p. 13, FuBn. **).) 

+) Denn fiir jeden Kreis |j~7|< R+d (8@>0) muB die untere Grenze aller 
GréBen R,’ gleich Null sein, das Gebiet |x|< R-+dé mu6 daher einen Punkt 2, 
enthalten, in dessen Umgebung R,’ beliebig kleine Werte annimmt, was wegen der 
einseitigen Stetigkeit von R,’ nur miglich ist, wenn R, = 0 ist. List man d be- 
liebig klein werden, so mu aus dem niimlichen Grunde R,’ auch fiir die Hiufungs- 
stelle x, (|2,|— R) der Punkte x, den Wert 0 besitzen. — Beispiel: Wahlt man 
B,(~) =a", so ist R=1; fiir |x| <1 ist R,’= oo, fiir |a|>1 dagegen R,’=0. 
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Nach der Theorie der Potenzreihen zweier Verinderlichen nimlich ist 
r’= g(r) fiir alle der Bedingung 0<r< R geniigenden Werte von r 
stetig*), und daher kann die untere Grenze der Gréfen R,’ des Gebietes 
\z| <r bei wachsendem r nur stetig abnehmen, mit der eventuellen Aus- 
nahme einer bei r = R eintretenden plétzlichen Abnahme auf den Wert 0. 
Dieses Verhalten von R,’ li®t sich schiirfer noch folgendermaBen formu- 
lieren: Ist im Innern eines beliebigen Kreises |~|<r durchweg R,’> p> 0, 
und besitzt R,’ an irgend einer Stelle x =z, der Peripherie desselben 
einen unterhalb p gelegenen Wert p,, so kann derselbe nur gleich 0 sein.**) 
Wenn nun, wie man hiernach leicht annehmen kénnte, die GréBe R,’ 
iiberhaupt nur an solchen Stellen unstetig sein kénnte, an welchen sie 
den Wert 0 besitzt, so bediirfte der bereits in § 6 (p. 29) herangezogene 
Satz iiber die GréBe R,’ (von welchem der soeben ausgesprochene offen- 
bar nur ein Spezialfall ist) und ebenso einige weitere Siitze von der niim- 
lichen Art, die wir an ihn kniipfen werden, keines Beweises mehr. Es 
soll daher zuvérderst an einem Beispiele der Nachweis gefiihrt werden, 
daB die GréBe R,’ auch an einer Stelle 2 = 2%, an welcher sie von Null 
verschieden ist, (und in deren Umgebung sie folglich ebenfalls von Null 
verschieden bleibt,) sehr wohl eine Unstetigkeit besitzen kann. 


2. Mit > =e sei eine beliebig gewihlte konvergente Reihe mit 


x==1 


positiven Termen bezeichnet und es werde gesetzt: 
- al”) 
4@-J [0 ~£) (v = 0, 1, 2,---) 
x=1 


Dabei sollen die GréBen x, (x = 1,2,---) simtlich der Bedingung 
0 < \a,; <1 geniigen und im iibrigen nur der Beschrinkung unterworfen 
sein, daB sich unter ihren Hiufungsstellen die Stelle «=O befinde, 


*) Naheres sowie Literatur hieriiber vgl. § 12, 3. 
**) Denn betrachtet man die Doppelreihe (2 - * ‘ v) , welche aus S(a, y) 


entsteht, wenn simtliche f,(2) nach Potenzen von « — “ entwickelt werden, so ist 


einerseits der zu - assoziierte Radius mindestens p, hingegen der zu - + 3 asso- 


ziierte Radius — wie klein auch d > 0 gewihlt sei — hichstens p,, und infolge- 
dessen notwendig gleich 0. Die untere Grenze aller R’ jedes Gebietes \@ _ “2 < ; +0 
ist mithin gleich 0 und es gibt also in beliebiger Nihe von 2 = x, Punkte, fiir welche 
Ri beliebig klein ist, was wegen der einseitigen Stetigkeit von R/ nur miglich ist, 
wenn KR, = 0 ist. 


Mathematische Annalen. I.XII. 
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deute. Da fiir jeden Wert von y stets nur eine endliche Anzahl von Ex- 
ponenten «) von Null verschieden ausfallen kénnen, so sind die /,(x) 
simtlich ganze rationale Funktionen. 

Fiir jeden Wert von v hat man /,(0) = 1 und somit liegt jedenfalls 
R, fir den Punkt z=0 nicht oberhalb 1. Andererseits gilt, solange 
\a| < 1 ist: 


a) K@l-P]\1-Z["s [0+ 2)" s [es-e 
x=1 x= 


x=1 


(und zwar behilt, wie sogleich angemerkt werde, diese Beziehung ihre 
Giiltigkeit auch dann noch bei, wenn auf der linken Seite einzelne Faktoren 


des Produktes gestrichen werden). Die Reihe hey konvergiert also, 


solange |y| <e~° ist, im Kreise |z| <1 sicher gleichmaBig und es ist 
somit R,’ > e~° fiir jeden Wert x, dessen absoluter Betrag kleiner als 1 ist. 
Wiahrend demnach ft,’ im ganzen Gebiete |2|< 1 von Null ver- 
schieden, im Punkte x= 0 jedoch keinesfalls oberhalb 1 gelegen ist, 
nimmt FR,’ doch in beliebiger Niihe des Punktes x = 0 beliebig groBe 
Werte an. Ist nimlich b eine beliebige positive GréBe und beschreibt 
man um einen der Punkte z,, welcher x, genannt werde, einen so kleinen 
Kreis, daB fiir jeden Punkt x desselben 
ee: 
ties “ele! 
x| = 
so ergibt sich, solange x diesem Kreise angehdrt, 
b 


» ee sa * salen 
* 41%] tee a wtf x} 


<e (v = 0, 1, 2,-- +) 


und da ferner nach (1) die Beziehung 


ao 


x=1 


auch bei Streichung des dem Werte x =k entsprechenden Faktors gilt, 
durch Multiplikation schlieBlich: 
—bov+ ay 

If,(@)| Se cs (v=9, 1, 2,-- +). 
Bezeichnet man die rechte Seite der letzteren Ungleichung mit g,, so kon- 
vergiert die Reihe >, y’ fir |y|<e und somit konvergiert auch 
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ppt@y fir |y|<eé im betrachteten Kreise gleichmaBig; es ist also 


fiir jeden Punkt z im Innern desselben R,’ mindestens gleich ¢’. 

Hiermit ist, da b z. B. gleich 1 gewihlt werden konnte und da sich 
ein derartiger Kreis um jeden der Punkte x, beschreiben laBt, die Un- 
stetigkeit von R,’ im Punkte = 0 nachgewiesen. Da es tiberdies frei- 
stand, die Pynkte x, speziell so zu wiihlen, daB sie den Einheitskreis 
iiberall dicht erfiillen, so zeigt sich, daB die Kreise, innerhalb welcher 
Ri =e bleibt, die ganze Umgebung des Punktes x= 0 (fiir welchen 
selbst 0< RK,’ <1 galt) tiberall dicht erfiillen kinnen. Endlich ist daraus, 
daB b beliebig groB gewihlt werden konnte, noch ersichtlich, daB R,’ fir 
die Punkte x, selbst den Wert unendlich besitzen muB und daB also R,’ 
fir alle Punkte einer Menge, welche die Umgebung von 2 = 0 iiberall 
dicht erfiillt, auch unendlich gro8 sein kann. Andererseits ist aber die 
Unstetigkeit von R, durchaus nicht an die Bedingung gekniipft, daB in 
der Umgebung unendlich groBe Werte von R,’ vorkommen; denn ersetzt 
man z. B. bei dem obigen Beispiel die f,(%) mit ungeradem Index » 
durch (< y, so nimmt die Grége R,’ in jedem Punkte, in welchem ihr 
Wert friiher oberhalb 2 lag, nunmehr den Wert 2 an. 

3. Wenn nun auch, wie dies Beispiel zeigt, selbst im Falle R,, > 0 
diejenigen Gebiete, innerhalb welcher R; den Wert R,, um eine bestimmte 
endliche GréBe iibertrifft, die ganze Umgebung des Punktes x = 2, tiberall 
dicht erfiillen kénnen, so unterliegen dieselben, falls R,, gréBer als Null 
ist, doch sehr erheblichen Beschrinkungen. Es soll in dieser Hinsicht 
zuniichst gezeigt werden, da jene Gebiete niemals einen Bereich 7’ aus- 
machen kénnen, welcher den Punkt «, als Begrenzungspunkt besitzt, und 
wir sprechen demnach den folgenden (bereits in § 6 benutzten) Satz aus: 

Gilt fiir alle Punkte x eines Bereiches T R,>p, wo p eine positive 
Gripe bezeichnet, und ist x, irgend ein Begrenzungspunkt von T', so gilt 
entweder R;, > p oder R,, = 0.*) 

*) Der Satz kann offenbar auch folgendermaBen ausgesprochen werden: Ist x, 
Begrenzungspunkt eines beliebigen Bereiches 7’, so ist entweder R,.= lim R} (wo x 
nur Werte annehmen soll, welche dem Bereiche T angehéren) oder R,, i 0. (Denn 
ein grdferer Wert von R/ als der zuerst angegebene ist infolge der einseitigen 
Stetigkeit ausgeschlossen.) — Hat speziell der Punkt 2, eine solche Lage, daB sich 
durch ihn die Peripherie eines Kreises legen li8t, dessen Inneres vollstindig zu T 
gehirt, so 1&Bt sich die Richtigkeit der Behauptung, wie in Nr. 1 naher ausgefiihrt, 
mit Hilfe des Satzes von der stetigen Abhingigkeit der assoziierten Radien dartun. 
Ist ferner 2, die Ecke eines geradlinigen Dreiecks, dessen Inneres vollstiindig zu 7’ 
gehért, so kann man die Behauptung leicht mit Hilfe der in § 8, 2 sowie in § 12, 2 
abgeleiteten Grundeigenschaft der assoziierten Radien erweisen. 


3* 
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Den Beweis dieses Satzes zerlegen wir in mehrere Teile und formu- 
lieren dementsprechend die folgenden einzelnen Sitze: 

a) Seien py, Pi, Py drei positive Gripen, welche den Bedingungen 
Po <P, <P, und p,*< pap, geniigen migen. Besitzt alsdann die (im be- 
trachteten Gebiete durchweg eindeutige wnd reguliire) Funktion f(x) die 
folgenden drei Eigenschaften: 


(1) If@)i <= fiir | —a| <A 
(2) |f(y)|> > ‘ wo y ein gewisser der Bedingung 
ly — X| << 5 A geniigender Wert, und 


(3) |f(a)| <= fir alle Punkte x einer gewissen Linie 
2 


L*), welche zwei Punkte x = b und «=e miteinander 
verbinden midge, 
und setet man: 


’ a a’ a 
se’) = (1-£) (1-2) (0-9), 
wo x’=x2—y ist und a,, a, --+-, «, die absoluten Betriige derjenigen Null- 
stellen x’ = a,, @,, +--+, @, der Funktion f(a) bedeuten, welche dem Kreise 


ja’|< ; A angehiren (eine jede so oft aufgefiihrt, als ihre Ordnungszahl 
betragt), so besitet g(x’) folgende drei Eigenschaften: 


(1a) g(a’) <> fiir lja"| SA 
(2a) g(0)=1 
(3a) |g(a’)\< V2 fiir alle positiven Werte von 2’ 


unterhalb ag hs welche zugleich dem Intervall |b — y| 


bis ¢— y| angehéren (falls es solche Werte tiberhaupt 
gibt). 
Beweis. Setzt man 


. a’ a’ @\ z, 
f(a) =f) (1— &) (1-)--- (1- E) F@), 
so ist auch f(x’) im betrachteten Gebiete eindeutig und regulir und be- 
sitzt tiberdies keine dem Kreise |x’) < ; A angehérende Nullstelle. 


*) Es geniigt die Betrachtung solcher Linien L, welche aus einer endlichen 
Anzahl geradliniger Stiicke zusammengesetzt sind. 
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Da f(0) = hg ist, so gibt es sicher einen Wert x’ = 2,’ mit dem abso- 
luten Betrage 55 it fiir welchen f(z,’ mm > 1 und somit (da | x,’+ y—a| <A): 


[T1-2 aisn 


a=1 
gilt. Daraus folgt aber wegen der fiir alle |a’| < BS A bestehenden Un- 
gleichung 
<2 , 

unmittelbar die MPa (1a). 

Ferner hat man, solange x’ den absoluten Betrag * A besitzt, sicher 

a =| > 1, infolgedessen 
a 


Fe’) < E 


und daher gilt dies auch fiir |2’| e io 4 Mithin ist die im Gebiete 
a’|< $= A harmonische Funktion log 7 *1 — log |f(x’)| daselbst auch durch- 


weg oii und da ihr Wert im ints log * , betriigt, so gilt fiir 


“'|<s a5 A 
log 5 o, — log |f(@’)| S - 


und somit 


aeons Po 


Gibt es also Werte von x, welche gleichzeitig der Linie Z und dem Ge- 
biete |x’| < = A angehéren, so hat man fiir diese: 


Jy \1—<|~ Py 
4=1 | % | \f(y)| + |F@’)| Ps PR 


also a fortiori: 


i ride oe: 
/ | Bis eee Pr 

| a) |< Pp,’ 
A=1 


worin aber die Aussage (3a) sicher enthalten ist.*) ans Gleichung (2a) 
endlich bedarf keines Beweises. 


*) Denn wihrend « die Linie L durchliuft, nimmt |a'| sicher jeden Wert des 
Intervalls |b — y| bis |e — y| an. 
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b) Es seien q und Q zwei positive Gripen, welche der Bedingung 
0<q<1< QQ geniigen. Nach Annahme eines beliebigen Wertes 3 >0 
gibt es alsdann stets einen zweiten « >0 derart, daB eine jede fiir alle x 
des Gebietes |x| <C regulére Funktion G(x), welche (bei geeigneter Wahl 
der positiven Zahl v) die beiden Eigenschaften 

|G(a)|< @ fir |x|<C 
w 

'G(a)| <q" fiir alle positiven Werte von x unterhalb C 
besitet, die Ungleichung 

| @@)|<q°-™ 
fiir alle |x| < & befriedigt. 

Beweis. Wir fassen dasjenige — etwa als Kreissektor mit der Off- 
nung 2a zu bezeichnende — Gebiet der z-Ebene ins Auge, welches aus 
dem Kreise |«| <C hervorgeht, wenn ein radialer Schnitt vom Punkte 
xz=0 aus nach dem Punkte «= C gefiihrt wird und die beiden Ufer 
desselben als Bestandteile des Randes angesehen werden. Das so ent- 
stehende Gebiet laBt sich, wie leicht zu tibersehen*), auf unendlich mannig- 
fache Art eineindeutig und stetig auf die volle Fliiche des Hinheitskreises 
einer zweiten (X-)Ebene derart abbilden, daB jedem Rand- baw. inneren 
Punkte wieder ein ebensolcher entspricht, und daB die Abbildung fiir die 
Umgebung jedes inneren Punktes eine konforme ist. Es mége eine be- 
stimmte derartige Abbildung ein fiir allemal ausgewahlt und diejenigen 
drei Punkte der X-Ebene, welche dabei den drei Ecken x=0, x=C+ 01, 
a = C — Oi des Sektors entsprechen, beziiglich mit e*‘, e*', e” bezeichnet 
werden, wobei, da die GréBen a, 6, y nur bis auf additive Vielfache von 
2x bestimmt sind, y< a<B<y-+ 2a angenommen werden kann. 

Die Méglichkeit einer konformen Abbildung der besprochenen Art 
hat die Existenz einer in dem betrachteten Kreissektor harmonischen**) 
Funktion zur Folge, welche lings des Randes mit irgend einer gegebenen 
stetigen Wertefolge iibereinstimmt. Die Randwerte einer derartigen Funk- 


*) Durch die konforme Abbildung a’ = V2 (mit der Bestimmung # (*) > 0) 


nimlich geht das betrachtete Gebiet in die Flache eines Halbkreises mit dem Ra- 
i+” 
1—2’ 


, 


raum, durch die quadratische Transformation a’” = a’? letzterer in eine Halbebene, 


dius 1, durch die lineare Transformation 2” = dieser in einen rechten Winkel- 


endlich durch nochmalige lineare Transformation X <7 Hi die Halbebene in das 
Innere des Einheitskreises tiber. Dabei entsprechen den vier Punkten x = 0, U+ 04, 
— C, C— 0i des Sektorrandes beziiglich die vier Punkte X = — i, 1, i, —1 der Peri- 
pherie des Einheitskreises. 

**) §. p. 10, FuBn. *). 





gung 
>0 
lle x 
Wahl 
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tion h(u, v) mégen nun in der folgenden Weise vorgezeichnet sein: Es sei 
G(a) irgend eine Funktion, welche (fiir einen gewissen Wert von v) die 
oben angegebenen beiden KHigenschaften besitze. Fir alle diejenigen 
Punkte des Randes, fiir welche |G(x)|> gq’ ist, stimme h(u,v) mit 


~ log | G(a)| iiberein, fiir alle tibrigen jedoch (speziell also lings beider 
Ufer des Schnittes*)) habe h(u,v) den konstanten Wert logg. Es gilt 


alsdann auch im Inneren des Gebietes einerseits offenbar h(u, v) > log gq, 
andererseits aber: 


+ log | G(x) | < hw, »). 


Denn beschreibt man um jede Nullstelle von G(x), welche dem Gebiete 
|z <C angehért, einen so kleinen Kreis, daB fiir denselben durchweg 
|G(x)| <q” gelte, und nimmt aus dem Kreissektor alle diejenigen Ge- 
biete heraus, welche gleichzeitig einem dieser Kreise angehéren, so ist in 


dem iibrig bleibenden Gebiete die Funktion = log | G(a)| — h(u, v) har- 


monisch**); da sie aber lings des Randes desselben durchweg < 0 bleibt, 
so gilt das namliche auch im Inneren. Innerhalb der ausgeschiedenen 
Kreise gilt aber die Ungleichung offenbar ebenfalls. 

Durch die oben fixierte konforme Abbildung geht h(u, v) in eine im 
Kreise | X|<1 harmonische Funktion iiber, welche (X =r-e'? gesetzt) 
mit H(r,q) bezeichnet werde. Ist nun X= X,=—* e'” irgend ein 
innerer Punkt des Einheitskreises und setzt man 


y+2a 
eet eee ot ig “9 
“aa J 1—2r, cos(p—q) +r’ © 2a J 1—2r, cos(p—q) +79’ 


Y 
so dab 





6+r=—l, 


so liefert das Poissonsche Integral, angewendet auf die Funktion H(r, 9), 
offenbar: 


Q, 
q 
Die Werte von 6 und r indern sich gleichzeitig mit der Lage des Punktes 
*) Daraus daB h(u, v) lings beider Ufer des Schnittes den niimlichen Wert er- 
halt, folgt natiirlich keineswegs, daB h(u, v) auch fiir die volle Kreisfliche harmo- 
nisch sein, d.h. auch fiir die reellen positiven Werte von x der Laplaceschen 
Differentialgleichung geniigen miisse. Dies wiirde vielmehr dann und nur dann der 
Fall sein, wenn die lings des Schnittes vorgeschriebenen Werte mit den aus den 
Peripheriewerten mittels des Poissonschen Integrals sich ergebenden tibereinstimmen. 
**) Als Randpunkte des Gebietes sind dabei alle demselben angehérigen Rand- 
punkte des Sektors und Peripheriepunkte der ausgeschiedenen Kreise zu betrachten. 


H(ro, o) S Slogg + tlog Q = logg + tlog 
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X,; es ist aber offenbar stets méglich, nach Vorgabe einer beliebig kleinen 
positiven Zahl 6’ eine zweite «' derart zu bestimmen, dab 1 < 6” ausfillt, 
solange nur | X, — e’*| << bleibt.*) Wéahlt man speziell 
i «a = 4 5, 
l > 
og 4 
so wird also bei entsprechender Fixierung von ¢’: 
H(ro, %) <(1—ds)logq fir | X,—e*|<e. 
Infolge der Stetigkeit der konformen Abbildung laBt sich aber die positive 
GréBe « so klein wahlen, daf, sobald nur |2,| < « ist, fiir den Bildpunkt 
X, von 2 die Ungleichung 
| X,— ei <e’ 
und somit die Beziehung 


5 10g | G(x) | < (ty %9) = H (ro, Go) < (1 — A) Logg, (% = ty + ivy) 
d. h. 
| @(a)| <q°-™ 

stattfindet. Auch ist ersichtlich, daB die so bestimmte GréBe ¢ von der 
Wahl der Funktion G(x) sowie auch von der Zahl y véllig unabhingig ist. 

4. Um nun zum Beweise des Satzes selbst iiberzugehen, nehmen wir 
an, die Behauptung treffe fiir irgend einen Begrenzungspunkt « = x, des 
Bereiches 7’ nicht zu, d. h. es gelte 

p> R,,>9. ; 

Es lassen sich alsdann drei weitere positive Zahlen, und zwar zunichst 
P, und sodanun po, p, bestimmen, welche dem Ungleichungssysteme 


R? 
P>P: > Be, > py >t “ie 
Geniige leisten, so daB also 
P>P2 > Py > Rz, > Py > 9 


und gleichzeitig 
PoP, > Pi- 


*) Denn das in der Definition der GréBe + vorkommende Integral bleibt, solange 
X, sich in einer gewissen Umgebung des Punktes e'* befindet, sicher unterhalb einer 
endlichen Schranke. — Das nimliche ergibt sich iibrigens auch leicht ohne Be- 
nutzung des Ausdrucks fiir t sowohl aus der von H. A. Schwarz (Ges. Abh. II, 
Berlin 1890, Zusatz p. 360—361) wie auch aus der von C. Neumann (Abelsche In- 
tegrale, 2. Aufl, Leipzig 1884, p. 410) angegebenen geometrischen Interpretation des 
Poissonschen Integrals. Nach der ersteren ist 241 die Linge desjenigen Bogens 
des Einheitskreises, dessen Endpunkte mit den Punkten X, und e’? bzw. e'” in 
gerader Linie liegen; nach der letzteren die doppelte scheinbare Entfernung der 
Punkte ¢’? und ¢'” fiir den Standort X,, vermindert um den zugehérigen Zentri- 
winkel y + 22 — f. 
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Ferner mége mit x = A gin beliebig gewihlter (jedoch fiir die Folge fest- 
gehaltener) Punkt des Bereiches 7’ bezeichnet werden. 

Da pp < R.,, so léBt sich um den Punkt 2, als Mittelpunkt ein 
Kreis beschreiben, in welchem S(z; p)) gleichmaBig konvergiert; der Ra- 
dius desselben sei A. Es existiert alsdann eine (von « unabhingige) 
positive Zahl v, derart, daB 


(1) | f,(2)| <3 sobald » >», und |a —a,|<A. 


Mit «> 0 sei jetzt eine beliebige positive GréBe bezeichnet, welche 


2 i 


wir uns jedoch von vornherein kleiner als jede der beiden Zahlen 5, 


und + | A — a,| gewahlt denken. 


Da nun zweitens p, > R,,, so gibt es unendlich viele ganzzahlige 
Werte v, zu welchen mindestens je ein der Bedingung |y,—a|<é 
geniigender Punkt x = y, existiert, derart dab 


@) fol) > 5p 

1 
Denn wire dies nicht fiir unendlich viele Werte von v der Fall, d. h. 
wire etwa fiir alle vy > durchweg /,(2)| S> im Kreise |x—a|<e, 
so wiirde S(x,y) fiir alle |yi|<p, im Kreise |w—a|<<« gleichmibig 
konvergieren, und es wire somit p, < R,,. 

Da endlich drittens x, Begrenzungspunkt von 7 ist, so gibt es einen 
zu T gehérigen Punkt 2 = 2,, dessen Entfernung von 2, kleiner ist als «. 
Die Punkte A und 2, kénnen, da beide zu 7 gehéren, durch eine aus 
einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke bestehende Linie LZ verbunden 
werden, welche ganz innerhalb 7' verliuft. Da lings der Linie L durchweg 


Ri =p ist, so konvergiert S(, p,) fiir jeden Punkt x der Linie Z und 
es gibt also zu jedem solchen x eine kleinste positive Zahl v,, derart dab 


(|< zy flr »>v,. 


Die saimtlichen Zahlen vy, befinden sich aber unterhalb einer endlichen 
Schranke v,. Andernfalls miiBte naimlich die Linie Z einen Punkt 2 = ce 
aufweisen, in dessen Umgebung sich beliebig hohe Werte von v, befinden, 
und dies ist deshalb nicht méglich, weil R, >p ist, S(x,p,) also in 
einer gewissen Umgebung des Punktes ¢ gleichmdBig konvergiert und 
daher innerhalb derselben durchweg 


1 
gilt, sobald » einen gewissen Wert »’ iibersteigt. Somit gilt schlieBlich 
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(3) L@Ol<z 


fiir v >v, und alle Punkte 2 der Linie L. 

Zusammenfassend gibt es also, nachdem ¢, wie oben angegeben, 
gewahlt worden ist, stets (unendlich viele) Werte von yv, fiir welche 
gleichzeitig die folgenden drei Aussagen bestehen: 


(1) |f,@)|< yg, solange |2—a| <A, 


1 ‘ 
(2) f\%s)| > pes wobei l7,—%|< é, 


(3) |f(@i< z fiir alle Punkte x der Linie Z, welche 
den festen Punkt A mit dem Punkt z, verbindet, dessen 
Entfernung von 2, kleiner ist als «. 

Es soll nun der Nachweis gefiihrt werden, daB es, falls der zugrunde 
gelegte Wert von « einen gewissen Grad der Kleinheit iiberschreitet, 
Funktionen /,(x), welche dieser drei Eigenschaften teilhaftig sind, iiber- 
haupt nicht geben kann. 

Zu diesem Zwecke sei aus jenen Werten von »v ein beliebiger heraus- 
gegriffen. Aus der betreffenden Funktion f,(7) kann man alsdann, wie 
unmittelbar aus dem Satze a) hervorgeht, eine ganze rationale Funktion 
g(a’) herleiten, welche die folgenden drei Eigenschaften besitzt: 


if P\" 
(la) |g(w’)| < (#) 
(2a) g(0) = 1, 
(8a) jg(a)\< Ve) fiir alle positiven Werte von 2’ 
unterhalb aA, welche zugleich dem Intervalle |z,—y,| 


bis _A—y,| angehéren. 
Bezeichnet man mit 2C die k'einere der beiden Zahlen 35 A und 


= |\A—2,|, so daB infolge der iiber ¢ getroffenen Bestimmung stets 


4e< 2C ist, so gilt die Ungleichung (3a) sicher fiir alle positiven Werte 
von x’, welche der Bedingung 

2e<a<2C 
geniigen. Denn es ist einerseits (2,— y,| = %,— %—(y,— %)| <2¢ 


und andererseits sowohl 2C < = A als auch 2C <|A—y,|.*) 


*) Letzteres nimlich, da 
4 
|A— re] = |A— a — (rv —m)| > |A—a,| —& > = |A—a,| D 20. 
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Setzt man daher 2 —2e=2”" und g(a’)=G(a"), so gelten fiir 
die Funktion G(x”) sicher die folgenden drei Aussagen: 
(1b) lIG(@’)\ <Q fiir (2”’|<C,*) 
(2b) G(—2e)=1, 


(3b) G(a")| <q" fiir alle positiven Werte von x” unter- 
halb C, 


wobei daran zu erinnern ist, daB zwar der Wert v sowie die ganze 


Funktion G(a”), nicht aber die GroBen C, Q= 2 und g= Ve in 
Po 2 


einem Abhiangigkeitsverhiltnisse von der zugrunde gelegten GréBe « 
stehen. Sobald daher « einen gewissen Grad der Kleinheit iiberschreitet, 
widerstreitet die Existenz einer Funktion G(x”), welche die vorstehenden 
drei Eigenschaften besitzt, dem Satze b).**) 

5. Die soeben bewiesene Eigenschaft der GréSe R, kann auch in 
einer etwas anderen Form ausgesprochen werden. Durch das Zeichen 7 
seien im folgenden Bereiche gekennzeichnet, welche entweder selbst Be- 
reiche 7’ sind oder aus solchen durch Hinzufiigung beliebig vieler Be- 
grenzungspunkte hervorgehen. Die untere Grenze r’ aller GréBen R, 
eines Bereiches 7’ heiBe der dem Bereiche assoziierte Konvergenzradius.***) 
Es gilt alsdann: 

Bei der stetigen Ausbreitung eines Bereiches T nimmt der dem Bereiche 
assoztierte Radius r’, solange er von Null verschieden bleibt, hochstens auf 
stetige Weise ab. 

Unter der ,,stetigen Ausbreitung“ eines Bereiches 7’ sei dabei folgendes 
verstanden. Jedem Werte ¢ eines gewissen reellen Intervalles entspreche 
ein Bereich 7',, und zwar in folgender Weise: 

a) Von je zweien dieser Bereiche ist derjenige, welcher dem kleineren 
Wert von ¢ entspricht, in dem anderen enthalten. 

b) Ist 7, eimer der Bereiche, so lat sich jeder GréBe «> 0 eine 
zweite h >0 derart zuordnen, daB jeder Punkt des Bereiches 7,,, vom 

*) Genauer: fiir |x'"| < 24. 

**) Als Folgerung ergibt sich: Gilt fiir alle Punkte einer stetigen Linie L, 
abgesehen von ihrem Endpunkt 2, R,>p, so ist auch Ri >p oder R, = 0. 
(Denn nimmt man p > R, > 0 an, und geniigt p, der Unglsicheng PM > R,,, 
so beschreibe man um jeden Punkt von JZ einen Kreis, fiir welchen durchweg 
Ri,> p, gilt; diese Kreise bilden alsdann einen Bereich 7, welcher x, als Begrenzungs- 
punkt besitzt.) Dieser Satz sowie der des Textes sind in dem Satze § 9,2 mit 
enthalten. 

**) Die Bedeutung desselben lé8t sich z. B. folgendermaBen aussprechen: r’ ist 
die gréBte Zahl, welche die Eigenschaft besitzt, daB die durch S(x,y) definierte 
analytische Funktion sich fiir jeden Punkt des Gebietes (7, |y| <r’) regular verhiilt, 
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Bereiche 7, sowie jeder Punkt des letzteren vom Bereiche 7, , um 
weniger als « entfernt ist.*) 

c) Ein Begrenzungspunkt eines Bereiches 7',, in dessen beliebiger 
Nihe sich auSer den Punkten von 7’, noch andere Punkte jedes der Be- 
reiche 7',,, (kh >) befinden, soll jedem der letztgenannten Bereiche 
auch selbst angehéren.**) 

Die bei stetiger Zunahme des Parameters ¢ erfolgende Anderung des Be- 
reiches 7’, soll alsdann als stetige Ausbreitung desselben bezeichnet werden. 

Beweis. Bezeichnet man den zu 7’, assoziierten Radius mit r/, so 
hat man allgemein, wenn h>O ist, ;-,>7;>7:4, und somit auch 
rio>ri>riso. Die Gesamtheit der inneren Punkte aller Bereiche 7,_ P 
(h>0) bildet offenbar einen Bereich 7; fir irgend einen Punkt x desselben 
gilt, da er einem gewissen Bereiche 7’, _, angehdrt, R, >r}_,> rio, und 
daher ist auch 7 >r;_9, wenn mit vr’ der dem Bereiche TJ’ assoziierte 
Radius bezeichnet wird. Nun ist jeder Punkt von 7',, sofern er nicht 
dem Bereiche 7 selbst schon angehért, zum mindesten ein Begrenzungs- 
punkt desselben (da in jeder Nahe eines Punktes von 7’, sich Punkte von 
Bereichen 7',_,, also auch innere Punkte derselben finden miissen), und 
daher mu8 nach dem bewiesenen Satze r;, falls es von Null verschieden 
ist, mit r’ identisch sein. Es ist daher 7} >7;-9 doh. r;=rj~0. 

Ist ferner h,, h,,--- eine Reihe gegen Null abnehmender positiver 
Werte und lieBe sich in jedem der Bereiche 7',,;,, (m= 1,2,---) je ein 
Punkt z,,*nachweisen, fiir welchen R,’<r/—0 gilt, wo 0 eine gewisse 
positive Zahl ist, so wiirde wegen der einseitigen Stetigkeit von R,’ die 
nimliche Ungleichung auch fiir die Hiufungsstelle 2 = x, der Punkte z,, 
gelten miissen. 2, kiénnte demnach dem Bereiche 7’, nicht angehéren, 
miiBte jedoch wegen der Eigenschaft b) eine Begrenzungsstelle desselben 
sein***), also auch eine Begrenzungsstelle desjenigen Bereiches 7, welcher- 
bloB aus den inneren Punkten von 7, besteht, und daraus wiirde mit 
Notwendigkeit R,,—0 folgen. Nun befinden sich aber in _beliebiger 
Nahe von x Punkte z,, und somit auch (nicht zu 7’, gehérige) Punkte 


*) Ein Punkt x heiBe von einem Bereiche 7 um weniger als « entfernt, wenn 

er von irgend einem Punkte desselben um weniger als ¢ entfernt ist. 
**) Diese Bedingung ist z. B. stets erfiillt, wenn die Bereiche T, Bereiche B 
sind, oder auch wenn jeder Begrenzungspunkt von 7, jedem Bereiche 4 +, angehért. 
***) Wire niimlich x, ein duferer Punkt, also ein gewisser Kreis |~ — a,| < e@ 
frei von cars des Bereiches T7' T so wiirden alle diejenigen Punkte z,,, fiir welche 


| pq — Bol < = eg, um mehr als = e von 7, entfernt sein, wahrend nach b) alle Punkte 


x,,, fiir welche m einen gewissen Wert iibersteigt, von 7, um weniger als ee ent- 


fernt sein miissen. 
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jedes der Bereiche T,,, (h >); mithin miBte nach c) 2 jedem der Be- 
reiche 7’, ,, Selbst angehéren, also 1+, = 0 und somit auch 1/9 = 0 sein. 
Sieht man also von diesem Falle ab, so war die Annahme unzulissig, 
und es gibt daher, wie klein auch 0 gewihlt werde, einen gewissen Be- 
reich 7';4;,,, fiir welchen 7';;,, > —0 ist, so daB a fortiori r;49>7—@ 
und somit auch ™49 >, d. h. r40 = 77 gilt.*) 

Identifiziert man den Bereich 7’, mit dem Gebiete |x| << t (0<t< oo), 
so ist (vgl. Nr. 1) 7; identisch mit dem zu ¢ assoziierten Konvergenzradius 
der durch Entwickeln der Funktionen /,(#) nach Potenzen von 2% aus 
S(a, y) hervorgehenden Doppelreihe $8(, y). Man erhilt also den bereits 
in Nr. 1 angefiihrten Satz iiber die Stetigkeit desselben.**) 


§ 8. 
Grundeigenschaft der GréBe R.. 


1. Es ist im vorigen Paragraphen der Nachweis erbracht worden, 
daB, falls R,’ in einem Punkte =, unstetig und zugleich von Null 
verschieden ist, diejenigen Gebiete, innerhalb deren FR,’ den Wert R,, um 
mehr als eine bestimmte von Null verschiedene positive GréBe iibertrifft, 
niemals einen Bereich 7’ vollstindig erfiillen, welcher den Punkt 2 zum 
Begrenzungspunkt besitzt. Dies ist aber keineswegs die einzige Beschrian- 
kung, welcher die genannten Gebiete unterworfen sind; es sollen vielmehr 
in dem niachstfolgenden Paragraphen noch weitergehende Beschrinkungen 
hergeleitet werden. 

Um die diesbeziiglichen Betrachtungen zu vereinfachen, ist es ratsam, 
eine gewisse sehr allgemeine Kigenschaft der Funktion R,’ zu Hilfe zu 
nehmen, welche daher vorweg bewiesen werden soll. Auf dieselbe wird 
alsdann spater (§ 10) nochmals eingegangen und insbesondere der Nach- 
weis gefiihrt werden, daB sie unter gewissen allgemeinen Voraussetzungen 
fiir die GréBe RK,’ charakteristisch ist. Der beziigliche Satz, welcher auch 
als eine Verallgemeinerung des Rungeschen Satzes iiber gleichmaBige 
Konvergenz***) angesehen werden kann, lautet folgendermafen +): 


*) Entsprechend der Bemerkung in FuBn. ™), p. 43 gilt das Analoge auch fiir 
eindimensionale Bereiche 7, welche aus je einem Linienstiick (mit oder ohne Kin- 
rechnung des Endpunktes) bestehen. Bedeutet z. B. 7, die Gesamtheit der Punkte 
%) + a«t(a, — x2), wo a alle Werte des Intervalls 0 < a <1 annehmen mige, so 
ist r/ fir 0 << t< 1 stetig, solange 1/, . > 0 ist. (Daraus darf aber wiederum nicht 
der SchluB gezogen werden, daB it,’ selbst lings der die Punkte a, und a, verbin- 
denden Geraden stetig sein miisse.) 

**) Direkte Herleitung dieses Satzes in § 12, 3. 

***) Siehe p. 25, FuBn. ***). 

+) Wie bisher, so wird auch im folgenden stets vorausgesetzt, daB die Funk- 

tionen /,() in allen vorkommenden Teilen der «-Ebene eindeutig und regular seien. 
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Es sei p, eine fiir jedes x des Bereiches B der x- Ebene eindeutig de- 
finierte positive Grife, deren Logarithmus im Bereiche B harmonisch ist.*) 
Gilt alsdann R,'> p, fiir jeden Begrenzungspunkt x des Bereiches B, 
so gilt das niimliche auch fiir jeden beliebigen Punkt x des Bereiches 
B**) (Ist also speziell R,’ =p, lings der Begrenzung, so gilt im ganzen 
Innern R,' > p,***).) 

Beweis. Es werde ein Wert «> 0 in beliebiger Weise angenommen. 
Ist alsdann x ein beliebiger Begrenzungspunkt von B, so konvergiert, da 
e**p, << pz < Rf,’ ist, die Reihe S(a,e—**p,), und es gibt daher eine 
kleinste ganze Zahl v, derart, dab 


2e\¥ 
e ne 
lf-(a)| < (=) fiir alle v> vz. 


Die Zahlen v, befinden sich jedoch simtlich unterhalb einer endlichen 
Schranke ». Andernfalls giibe es niimlich einen Punkt x=, der «-Ebene, 
in dessen Umgebung v, beliebig grobe Werte annehmen wiirde; und zwar 
miiBte z, als Hiufungsstelle von Begrenzungspunkten von B ebenfalls 
ein solcher sein. Um den Punkt z, beschreibe man nun einen Kreis von 
solcher Kleinheit, daB erstens S{x, e~-*p,,) in demselben noch gleichmédpig 
konvergiere, so daB also 


als (ey 


sobald » einen gewissen Wert v, iibersteigt und x dem ge- 
nannten Kreise angehért, 
und (was infolge der Stetigkeit von p, méglich ist) daB zweitens 
P. =z < e Px, 
fiir die niimlichen Werte von x, soweit sie dem Bereiche B 
noch angehdéren. 

*) Und zwar genau in dem p. 10, FuBn. **) angegebenen Sinne. Es wird also 
ausdriicklich vorausgesetzt, daB log p, im Bereiche B (speziell also lings der Be- 
grenzung desselben) stetig und daher auch in B zwischen zwei endlichen Grenzen ge- 
legen sei. (Hingegen braucht die Laplacesche Differentialgleichung nur fiir innere 
Punkte von B befriedigt zu sein.) 

**) Dabei ist der Wert R,’ = oo weder lings der Begrenzung noch im Innern 
ausgeschlossen. Hingegen kann R,’ infolge der tiber log p, getroffenen Bestimmungen 
lings des Randes (und daher auch im Innern) nirgends 0 sein. — Beispiele siehe 
p. 50, FuBn. *). 

***) Ist also R,’ lings der Randkurve irgend eines Bereiches B, welcher die 
Lisung der ,,Randwertaufgabe“ (sog. Dirichletschen Problems) gestattet, bekannt 
und zwar daselbst durchweg stetig und von Null verschieden, so liBt sich, indem 
man lings des Randes p, mit R,’ identifiziert, fiir jeden inneren Punkt des Bereiches 
unmittelbar ein gewisser Mindestwert p, von R,’ angeben. 
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Fiir alle Punkte (speziell also Begrenzungspunkte) 2 des Bereiches B, 
welche jenem Kreise um «, angehéren, gilt alsdann 


nos(Z)s(S) 2), 


und daher bleibt entgegen der Annahme v, in der ganzen Umgebung des 
Punktes 2, unterhalb »,. Somit gilt schlieBlich fiir alle Begrenzungs- 
punkte 2 des Bereiches B: . : 


2e\r 
i-@ <(S) 
(1) oder: (w>n) 
* og |f.(2)| < 2e — log pe. 


Die GréBe 2¢ — log p, besitzt im Bereiche B eine untere Schranke y. 
Es werde nun irgend eine der Funktionen /,(~) (v>~m) ins Auge gefaBt, 
um jede dem Bereiche B angehérige Nullstelle derselben ein Kreis be- 
schrieben, fiir welchen durchweg 


If(@)| se" 


gilt, und aus dem Bereiche B alle diejenigen Gebietsteile herausgenommen, 
welche gleichzeitig einem dieser Kreise angehéren. In dem iibrig blei- 


benden Gebiet ist die Funktion = log |f,(x)| — 2e + log p, sicher harmo- 


nisch, und da sie lings der Begrenzung desselben offenbar nirgends positiv 
ist, so gilt das namliche fiir das Innere desselben, nicht minder aber fiir 
die ausgeschiedenen Gebietsteile, so daB die Ungleichungen (1) ihre Giiltig- 
keit fiir den ganzen Bereich B beibehalten. 

Ist nun «=, ein beliebiger imnerer Punkt von B, so gilt inner- 
halb eines hinreichend kleinen Kreises um denselben: 


Px = €~* pz, 


nos(S)s(Fy, 


P,, 


und daher: 


so daB S(x,y) in diesem Kreise sicher gleichmaBig konvergiert, solange 
ly|<e-**p, bleibt. Es ist demnach R,,>e~**p, und somit, da « be- 
liebig klein gewahlt werden konnte, auch R,, > pz,- 

Zusatz. Sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes siimtlich erfiillt, 
und gilt auch nur fiir einen einzigen inneren Punkt «=, des Bereiches B 


R. = Pry 
so besteht diese Gleichung auch fiir jeden beliebigen Punkt x des Bereiches R. 
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Beweis. Um den Punkt 2, sei ein beliebiger, dem Bereich B noch 
angehérender Kreis K beschrieben. Gilt nun entgegen der Behauptung 
fiir irgend einen Punkt x = 2, seiner Peripherie R’, > p,,, so mégen die 
positiven Gréfen a und b der Bedingung R,, >a>b>p,, gemiB ge- 
wihlt werden. Um 2, laBt sich alsdann infolge der Stetigkeit von p, 
und der einseitigen Stetigkeit (§ 7,1) von Ri ein Kreis K, beschreiben, 
derart daB fiir alle Punkte x des Bereiches B, welche diesem Kreise an- 
gehéren, sowohl p,< 0 als auch R, >a gilt. Es sei nun lings der 
Peripherie von K eine neue stetige Folge von Werten jp, ins Auge 
gefaBt, welche auBerhalb K, mit p, beziiglich iibereinstimmen, im Innern 
von K, dagegen der Bedingung a> p,>>p, geniigen mégen. Es gilt 
alsdann lings der Peripherie von K durchweg FR, > p,, und somit mub 
nach dem obigen Satze auch R,, > p, sein, wobei die GréBe p, dadurch 
definiert ist, daB ihr Logarithmus das arithmetische Mittel der Werte 
log p, darstellt. Da aber andererseits log p, gleich dem arithmetischen 
Mittel der Werte log p, fiir die namliche Kreisperipherie ist, so ist sicher 
D,,>p,, wid demnach R,,>p,, entgegen der Voraussetzung. Es gilt 
daher die Beziehung R = p, auch fiir den Punkt x = z,, d. h. fiir jeden 
Punkt eines beliebigen dem Bereiche B angehérenden Kreises mit dem 
Mittelpankt z,. Von einem solchen Punkte x, aus weiterschlieBend kann 
man aber, indem man die gleiche SchluBweise eine endliche Anzahl von 
Malen wiederholt, das namliche fiir jeden beliebigen inneren Punkt des 
Bereiches B erweisen; infolge der einseitigen Stetigkeit von R, gilt es 
dann aber auch fiir jeden Begrenzungspunkt von B. 

2. Als unmittelbare Folgerung aus dem obigen Satze ergibt sich 
eine wichtige Eigenschaft der Funktion r’ = g(r), welche den zu r 
assoziierten Konvergenzradius*) einer Potenzreihe $8(x,y) zweier Ver- 
anderlichen darstellt. 

Betrachtet man niamlich gleichzeitig mit (x,y) die durch Ordnen 
von (x, y) nach Potenzen von y entstehende Reihe 


Se, => BRO, 


so ist (§ 7, 1) g(r) identisch mit der unteren Grenze aller GréBen R, des 
Gebietes |z| <r. Es seien nun 1,, 7, 7, drei beliebige Werte von r, und 
zwar mége, wenn R den Maximalradius von $(xz,y) in der x-Ebene**) 
bezeichnet, O<r,<7,<7,< R und daher (r,)> (72) > H(r,) > 0 


*) 8. § 7, 1 (p. 32). Die hier bewiesene Eigenschaft wird in § 12 direkt hergeleitet 
und der Nachweis gefiihrt, daB sie (in Gemeinschaft mit der Monotonie von g(r) 
fiir die Funktion g(r) charakteristisch ist. 

**) §. § 5,3 (p. 24) sowie p. 32, FuBn. ™). 
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gelten. Bedeutet alsdann B das Ringgebiet r, — 6 < |x| <r, —d@ (wo 3 
den Ungleichungen 0<d0<17, und d<r,—~r, gemiaB beliebig gewahlt 
sei), so geniigt die durch die Gleichung 
1 1 
log p, — log 9 (",) = jog) — et (198 9 (rs) — log 9 (%,)} 

definierte GréBe p, allen Anforderungen des Satzes.*) Es ist namlich log p, 
als lineare Funktion von log|z| im Bereiche B harmonisch; fir |#|—r,—d 
hat man p,—/(r,), Re. >(r,) und somit R,>p,; analog gilt fiir 
|a| =r, —0: Ri > (75) =p,- Infolgedessen gilt im ganzen Bereiche B 
die Ungleichung R, > p,, d. h.: 





1 — log(r, 
log R — log 9(r,) = jog dy — bog (108 9 (rs) — log g()}. 
Speziell ergibt sich also fiir alle Werte 2 vom absoluten Betrage 7r,: 
P rg se 7, 


log R, — log p(r,) > weet a5 che a "5 {log p (rs) — log p(r;)} 
und diese Beziehung bleibt somit auch noch bestehen, wenn man R, durch 
die untere Grenze der simtlichen GréBen R, des Gebietes |x| =r, oder 
auch durch die jedenfalls nicht kleinere**) untere Grenze g(r.) aller 
GréBen Ri, des Gebietes |x| <r, ersetzt. Geht man dann noch fiir d = 0 
zur Grenze tiber, so lautet das Ergebnis: 


log r, — logr, 


log (rz) — log 9 (7) = jogy, —logr, (108 P(%s) — log y(r4)} 
oder auch: 


1 logr, log g(r,) 
1 logr, logg(r) | <0 
1 logr, logg(rs) 

oder endlich: 


log”? log log 2 
P(r) “"[H(r) *- (rs) *- 

3. Ist speziell log R,; in einem Bereiche 7 der 2 = u + iv-Ebene 
stetig und besitzt in jedem Punkte desselben stetige partielle Ableitungen 
1. u. 2. Ordnung nach uw und v, so kann die in Nr. 1 bewiesene Kigen- 
schaft der GréBe R, fiir diesen Bereich auch folgendermaBen ausgesprochen 
werden: 


*) Sollte m(r,) = oo sein, so ersetze man die GréBe g(r,) durchweg durch 
eine positive GréBe Q und gehe zum SchluB fiir 2 = oo zur Grenze iiber, wobei 
man als Ergebnis g(r.) = 00 erhilt. (Vgl. § 12,3.) Ist nicht nur g(r,), sondern 
auch g(r,) unendlich groB, so ist dies Ergebnis selbstverstiindlich. 

**) Nach dem vorstehenden Satze liegt ja Rj fiir |a| <r sicher niemals unter- 
halb der unteren Grenze aller GréBen R; des Gebietes |x| = r. 


Mathematische Annalen. LXII. 4 
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R: geniigt in jedem Punkte des Bereiches T der Differentialungleichung: 
d* log Ri , d* log Ri 
jet tar 5 O- 

Beweis. Ist «=, irgend ein Punkt des Bereiches 7’ und gehért 
der Kreis |x — |< @ dem Bereiche 7 noch vollstindig an, so sei die- 
jenige in diesem Kreise harmonische Funktion, deren Randwerte mit 
log R; beziiglich iibereinstimmen, mit g(u,v) bezeichnet. Alsdann ist 
die Funktion 

G(u, v) = log Re — g(u, v) 
im ganzen Kreise stetig, lings der Peripherie gleich Null und im Innern 
(nach Nr. 1) Null oder positiv. Ist speziell G(u,v) im ganzen Kreise 
Null, so ist log Ri =g(u,v) in demselben harmonisch und damit das 
Stattfinden der Behauptung fiir den Punkt «=, erwiesen (und zwar 
tritt dann speziell der Fall der Gileichheit ein). Gibt es jedoch einen 
Punkt des Kreises, fiir welchen G(u,v) > 0 ist, so nimmt G(u,v) seinen 
Maximalwert sicher in einem inneren Punkte (u,, v,) des Kreises an, 
speziell also G(w,v,) seinen Maximalwert im Punkte u = u, und G(u,, v) 
den seinen im Punkte v= v,. Dazu ist aber, da G(u,v) im Innern des 
Kreises partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung besitzt, notwendig, dab 
fir u=4,, v=», 

E(u, v) 
ou’ 


<O und oes: ®) <0, 
somit auch 
O*G (u, v) eG (u, v) 
Fe? 3 + ~~ Ov < 0 
und folglich 
o* log R; 
ou? 


a*log Rz 
ov*® 


+ <9 


gelte. Da aber @ beliebig klein gewahlt werden konnte, so gibt es Punkte 
(u,,¥,), fiir welche die letztere Ungleichung besteht, in beliebiger Nahe 
der Stelle (u,,v)), und daher gilt die Ungleichung wegen der voraus- 
gesetzten Stetigkeit der Ableitungen auch fiir jene Stelle selbst.*) 


*) Beispiele: 1. Ist f(@) im betrachteten Gebiete eindeutig und regular und 


setzt man /,(x) = [f(«)]’, so besitzt R) = die in Nr. 1 bewiesene Eigen- 


1 
F@l 
schaft und geniigt auBer an den Nullstellen von f(x) iiberall der Differentialgleichung 
4 log R; = 0. 

2. Setzt man f,(a) = cosvax, also S(a#, y) = S, (a, y) + Sy (a, y), wobei 


1 ‘ ' 1 
S@,y= > > Cv", Sewo=> 
so wird (vergl. Beispiel 1) fiir die Reihe S, (x, y): Rj =e’, fiir die Reihe S, (x,y): 


Ri =e’. Solange diese beiden Werte voneinander verschieden sind, gilt der 
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§ 9. 
Weitere Untersuchungen iiber das Verhalten von R, an 
Unstetigkeitsstellen. 


Es soll nun die im vorigen Paragraphen bewiesene Eigenschaft der 
GréBe RF dazu benutzt werden, um die Betrachtungen des § 7 iiber das 
Verhalten dieser GréBe an solchen Unstetigkeitsstellen, an welchen ihr 
Wert von Null verschieden ist, erheblich zu verschirfen. Wir beweisen 
za diesem Zwecke drei hierauf beziigliche Siitze, von denen der letzte 
alles diesbeziigliche Vorangehende in sich enthiit. 

Der betrachtete Unstetigkeitspunkt der Funktion Ri mége im folgen- 
den zum Nullpunkte der 2-Ebene gewahlt sein und der (von Null ver- 
schiedene) Wert von Ri im Punkte =0 mit R’ bezeichnet werden.*) 
Es gilt alsdann: 

1. Es sei p eine beliebige positive Zahl oberhalb R’ (also p> R>0). 
Fixiert man alsdann bei gegebenem o > 0 eine Zahl B, => 0 derart, daB sich 
eine endliche Anzahl von Bogen der Kreisperipherie |x| = @ mnachweisen 
lift, deren Zentriwinkelsumme mindestens B, betrigt und lings welcher 
durchweg Ri, > p ist, so wird B, gleichzeitig mit @ unendlich klein. 

Beweis. Es gebe entgegen der Behauptung beliebig kleine Werte 
von g, fiir welche 6, > 6 > 0 ist. Infolge der ,inseitigen Stetigkeit“ 


kleinere R; = e~!*! auch fiir S(a, y) selbst; aber auch fiir v = 0 ist infolge der ein- 
seitigen Stetigkeit R{ > 1 ausgeschlossen und mithin besteht die Beziehung 
R;=e7'*! fiir jeden endlichen Wert von x. AuBer fiir v= 0 ist demnach die 
Differentialgleichung 4 log R;, = 0 iiberall befriedigt; die in Nr. 1 bewiesene Eigen- 
schaft hingegen gilt fiir jeden beliebigen Bereich B der 2-Ebene, auch wenn der- 
selbe tiber die Achse des Reellen hiniibergreift. 

3. Ist t,t, ¢,,--- eime Reihe reeller Zahlen, welche jedes endliche Intervall 
iiberall dicht erfiillen, und setzt man 


2 
- f, (a) = e” @47-4) (v= 0,1,2,--+), 
80 wird: 


2 2 
| f, (x)| a ev (2tu—ty) < e* 


und somit R; > e~ “Es kann aber nicht fiir irgend einen Punkt « = x, = u, + iv, 
die GréBe Rk, > & “o* gusfallen, denn sobald |y| = e~“”+° (6 > 0) gewihlt wird, 
divergiert die Reihe S(a,,y), da fiir unendlich viele Werte von »: 
(t, —%)2< 8 und somit | f, (ay) y”| = e” 19-4 —“F) S14 
wird. Man hat also fiir jeden endlichen Wert von z: 
Ri =e“, 4 log Ri = — 2. 
*) Im Einklang mit der bisherigen Bezeichnungsweise (vgl. z. B. § 5, 3). 
4* 
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(§ 7,1) von FR, kann man nun nach Annahme einer positiven GréBe « 
eine zweite A derart bestimmen, daf 

R.>e'*R 
gilt, solange |2| <A ist. Geniigt alsdann die Zahl o, den Bedingungen 
0<e,<A und £,, >, so lassen sich auf der Kreisperipherie |z| = Q 
eine endliche Anzahl von Bégen angeben, deren Zentriwinkelsumme genau 
B betrigt und lings welcher R,>p ist. Jeder dieser Bigen mége in 
drei gleiche Teile geteilt werden, und es werde eine im Gebiet |x| < @, 
harmonische Funktion g(u,v) gebildet, welche lings des mittleren Teiles 
jedes dieser Bégen den konstanten Wert logp, auBerhalb der genannten 
Bégen den konstanten Wert log R’ — « besitze, wihrend ihre Randwerte 
in den beiden fuBeren Teilen jedes der obigen Bégen lediglich der Be- 
dingung 

log R — e<g(u, v) < logp 

entsprechen, jedoch so gewiahlt sein mégen, daB g(u,v) lings der ganzen 
Kreisperipherie stetig wird.*) Es gilt alsdann fiir die ganze Kreis- 
peripherie offenbar: 

R, > ea») 
und somit gilt nach § 8,1 diese Beziehung auch im ganzen Gebiete 
|a@| <p, speziell also fiir den Punkt 2 = 0; hier liefert sie aber: 


log RF’ >9(0,0)> 5, {5 Blogp + (2x — | B) (log R — «)} 


oder: 


0 > +B (log p — log R’) — (2a — 4 Je 


Diese Ungleichung miiBte nun bei beliebig kleinen Werten von ¢ Geltung 
haben, d. h. es miiBte p< FR’ sein, wahrend gerade p> RF’ vorausgesetzt 
wurde. 

2. Es sei wiederum p> R' >0. Gibt es alsdann in beliebiger Niihe 
der Stelle x = 0 Punkte, fiir welche FR’. > p ist, und unter diesen wiederum 
solche §, deren jeder mit je einem zweiten Punkte & durch eine zusammen- 
hiingende Linie L verbunden werden kann, lings welcher durchweg Ri, > p 
ist**), so gilt stets ; 

m |= | — 1. 


§=0 & | 


*) Es geniigt offenbar, g(u, v) lings jedes dieser Teile der Kreisperipherie in 
passender Weise als je eine lineare Funktion der Bogenliinge zu bestimmen. 

**) Wenn iiberhaupt R’, im Punkte «= 0 unstetig ist, so gibt es bei geeigneter 
Wahl der Gribe p> R’ in beliebiger Nihe von x—0O stets Punkte, fiir welche 
Ri, >~p ist. Infolge der ,,einseitigen Stetigkeit:von R’, erreicht man es dann durch 
eine wenn auch noch so geringe Verkleinerung der GriBe p sicher daB auch noch 





ebiete 


erie in 


igneter 
welche 
2 durch 
‘h noch 
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Beweis. Ist die Behauptung unrichtig, so muB eine Reihe von 
Punktepaaren £&,, &,’; &, &’; --- der angegebenen Art nachweisbar sein, 
welche iiberdies den Bedingungen §& | >|&|>---, lim&,=0O und 

fi | 

5. | 
geniigen, wo ¢ eine gewisse positive Zahl oberhalb 1 bedeutet.*) Die 
zugehérigen Linien L mégen mit L,, L,, +--+ bezeichnet werden. 

Es sollen nun drei positive Zahlen, und zwar zuniichst p, und dann 
Po und p, bestimmt werden, welche dem Ungleichungssysteme 
te 
Ps 


pe (k= 1,2,--) 


p>mh>R, R*>p?>o-> 
Geniige leisten, so daB also die Ungleichungen 
P>h>pA>K>p>0™) 


sowie 
PoP, >p,° und somit auch pop, > p,* 
simtlich erfiillt sind. 
Wie in § 7,4 folgt alsdann erstens aus py < R’ die Existenz zweier 
positiver GréBen v, und A derart, dab 


(1) \f,(@)|<<;, sobald » >» und |x| <A. 
0 


Wird dann ferner eine Reihe abnehmender positiver Konstanten 
&, (k = 1, 2,---) der Bedingung «, < -—! |€.| gemaiB gewahlt, so gibt es 


zweitens unter Zugrundelegung eines dieser Werte ¢,, da p, > R’ ist, un- 
endlich viele ganzzahlige Werte v, zu welchen mindestens je ein der Be- 
dingung y,| <«, geniigender Punkt y, existiert, derart, daB: 


(2) fol) | > pe 


fiir die volle Umgebung jedes dieser Punkte R’,>p gilt, so daB zu jedem derselben 
ein zweiter Punkt & von der verlangten Art existiert. — Fiir die spitere Anwendung 
des Satzes geniigt die Betrachtung solcher Linien Z, welche aus einer endlichen An- 
zahl geradliniger Strecken zusammengesetzt sind. — Als Beispiel zu diesem und dem 
folgenden Satze kann das in § 7, 2 behandelte dienen (welches gleichzeitig daran er- 
innert, da8 ungeachtet dieser Sitze die Punkte «, fiir welche Ri,>>p ist, die ganze 
Umgebung des Punktes «= 0 iiberall dicht erfiillen kénnen). =a 

*) Dies trifft — wie durch Vertauschung von & mit &’ ersichtlich — offenbar 
auch dann zu, wenn Punktepaare &, &’ vorhanden sind, bei welchen | &| beliebig 


kleine Werte annimmt und gleichzeitig ie | <#<1 gilt. 


3 
**) Evident bis auf die Ungleichung p, > p,, welche alsdann aus p,*> pi >o 
folgt. 
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Endlich gilt drittens fiir alle Punkte x der k Linien L,, L,,--- L,, 

da lings jeder derselben R,, > p ist, 
i i 

(3) In@|<, 
2 
sobald v eine bestimmte Zahl v, iiberschreitet. 

Zusammenfassend gibt es also nach Zugrundelegung einer beliebigen 
ganzen Zahl k stets unendlich viele Werte von », fiir welche gleichzeitig 
die folgenden drei Aussagen bestehen: 


(1) f,(z)|<., solange |x| <A, 
0 


1 
Pp’ 
5] 


(2) f(r) | > 


wobei | 7,| S&, 


(3) \f(a)\< = fir alle Punkte « der Linien L,, L,,---, L,. 
2 


Von diesen Werten v sei ein beliebiger herausgegriffen und mit », 
bezeichnet, doch so, daB v,<»,<--- wird. Aus jeder der Funktionen 


f,,(@) laBt sich alsdann, vorausgesetzt daB «, < Pa A ist, d. h. daB & einen 
gewissen Wert k, iiberschreitet, nach dem Satze a) in § 7,3 eine ganze 
rationale Funktion g, (x) herleiten, welche die folgenden Eigenschaften 
besitzt*): 
(1) |g, (@’)|< Qe fiir |a’| <A 
2") = 9,,(0)=1 
(3°) |g,, (2) | <q’* fiir alle positiven Werte von x’ unterhalb 
ss A, welche zugleich einem der Intervalle | §; — 7, | bis 
(&/—y,| ((=1,2,---k) oder auch welche zugleich 
einem der engeren Intervalle ¢; bis Ct; (¢ = 1, 2,---k) 
angehéren. 

- . DP, 2e+1. ‘ 
Dabei ist Q=h> q- V2, #=|&|+¢, C= ae >1. Es gilt 
namlich einerseits: 

[Ei — Ye! S18 | + lal se (¢ = 1, 2,--+, &) 
und andererseits : 
, } vi i 1 | 
[6 — 7% | 218 |—&2el&|— 42 (e— 4) |& 
— 1 ! | 
—C(14+ 55>) | 2 Ch, 


*) DaB der Zusammenhang zwischen x und 2 bei jeder der Funktionen ein 
anderer ist, kommt dabei nicht in Betracht. 
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e—1 


Da ferner ¢, < (1 4 -) |§,|, also die GréBen ¢, mit wachsendem i gegen 
0 konvergieren, so liegen die Intervalle ¢, bis Ct,, sobald 7 eine gewisse 
Zahl i, tiberschreitet, simtlich unterhalb = A. 


Es sei nun irgend eine der Funktionen g, (x) (k >ky, k >i) ins 
Auge gefaBt. In der w’-Ebene werde iiber der durch die Punkte ¢, und 
Ct, begrenzten Strecke s,; (ij <i <k) der Achse des Reellen ein Halbkreis 
x; beschrieben und in dem so entstehenden Zweieck Z, diejenige harmo- 
nische Funktion h(u’, v’) aufgesucht, deren Randwerte mit den Werten der 


Funktion ~ log '9,,(«)| beztiglich tibereinstimmen, solange diese oberhalb 
k 


logq bleiben, lings der iibrigen Teile der, Begrenzung (speziell also lings 
s,) jedoch mit logg tibereinstimmen (nirgends also mehr als log Q be- 
tragen). Nach einer bereits mehrfach angewandten*) SchluBweise gilt 
alsdann fiir das ganze Gebiet Z,: 


1 , , , 
* tog |In(#)| < h(w, »’). 
k 


Bildet man nun das Zweieck Z, auf den Einheitskreis einer zweiten 
(X = re’¥)-Ebene so ab, daB den beiden Seiten desselben je ein Halbkreis 
entspricht**) — etwa dem Bogen x, der Halbkreis 0 < » < a, der Strecke 
s, der Halbkreis < p< 2a —, so geht h(w’,v’) in. eine im Kreise 
|X|<1 harmonische Funktion H(r, gp) iiber, fiir deren Randwerte die 
Bedingungen 


H(1,g)<logQ OS p<) und H(1, gy) —logg *@Sy<2z) 


erfiillt sind, und welche selbst daher, solange x < m < 2z ist, die Un- 
gleichung 


1 
H(r, p) <= (log Q + log q) 
befriedigt.***) Infolgedessen gilt aber auch 
h(w', o) <> (log @ + loga) 


innerhalb desjenigen Kreissegments S,, welches bei der in Rede stehenden 
konformen Abbildung der Halbkreisfliche O<r<1, tm gm<2m der 


*) Vgl. z. B. p. 39. 
**) Kine derartige konforme Abbildung der 2’- auf die X-Ebene ist p. 38, FuBn. *) 
anyegeben. 
***) Vgl. die Bemerkung in FuBn.*), p. 40. 
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X-Ebene entspricht und dessen Begrenzung aus der Strecke s; und einem 
Kreisquadranten besteht.*) In diesem Segmente gilt daher a fortiori: 


1 ’ 1 
>, log | 9,,(#) | Sy (log @ + log g) 
k 
d. h. 
In, (’)| < (Va) * = a, 
wobei gq = VQq <1 ist, da q,' = <<. 
2 


Die Funktionen g, (2’) (k >k , k>%i,) besitzen also nunmehr die 
folgenden Eigenschaften: 


(I) |9,(@)\<Q* fiir |a’| <A, 


(2°) g,,(0) = 1, 
(3°) | Iv, (a’) | < que innerhalb jedes Segmentes S;, 
(=i, +1, i +2,---,h). 


Bildet man daher die neue Summe**) 


S(a, 9) = >’ 9,@y", 
k=0 


so ist bei dieser offenbar Ri, > = fiir jeden Punkt x, welcher im Inneren 
eines beliebigen Segmentes S,(i > ‘é) gelegen ist, dagegen a< < R, <1 fir 
x=0Q. Dies ergibt aber, da - — > | ist, sofort einen Widerspruch gegen 


den Satz 1. Beschreibt man niimlich um «= 0 einen Kreis K,, welcher 
durch den Mittelpunkt der Strecke s, hindurchgeht, so cotegainbs der- 
jenige Teil seiner Peripherie, welcher innerhalb des Segmentes S, liegt, 
einem von ¢ unabhingigen Zentriwinkel 6, wahrend mit wachsendem i 
der Radius des Kreises K; beliebig klein wird. 

3. Sind die Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt, so gilt nicht nur 


lim | = 


\¢|7 1, sondern geradezu: 
§=0 


lime 


(Dabei ist es gestattet, unter einer ,zusammenhingenden, die Punkte 
& und & verbindenden Linie“ allgemein eine beliebige abgeschlossene 
Punktmenge zu verstehen, welche es erméglicht, nach Annahme irgend 


*) Dies geht aus der benutzten konformen Abbildung unmittelbar hervor. 
**) Der Bequemlichkeit haiber ist von hier an die Verinderliche wieder mit x 
bezeichnet. 
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einer positiven GréBe « zwischen € und &’ eine endliche Anzahl von 
Punkten einzuschalten, deren sukzessive Entfernung kleiner ist als «.) 

Beweis. Gesetzt, der Satz triife in einem bestimmten Falle nicht 
zu. Es kann alsdann nach Fixierung einer der Ungleichung p> p’ > R’ 
geniigenden positiven GréBe p’ um jeden Punkt einer der Linien ZL als 
Mittelpunkt ein Kreis beschrieben werden, fiir welchen durchweg die Be- 
dingung RF, > p’ erfiillt ist. Nun lassen sich, da LZ eine abgeschlossene 
Punktmenge darstellt, aus diesen Kreisen stets eine endliche Anzahl derart 
herausgreifen, daB jeder Punkt von ZL sich im Inneren mindestens einer 
derselben befindet*); und es ist daher méglich, die beiden Endpunkte & 
und &’ der Jiinie Z durch eine aus einer endlichen Anzahl geradliniger 
Stiicke zusammengesetzte Linie L’ zu verbinden, lings welcher durchweg 
RK. =>p' gilt. Da jede der Linien Z durch eine derartige Linie L’ ersetzt 
werden kann, so geniigt es also, den Satz fiir den speziellen Fall zu er- 
weisen, daB nur solche Linien LZ in Betracht gezogen werden, welche aus 
einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke zusammengesetzt sind. 

Es mégen nun entgegen der Behauptung Punktepaare &, & vorhanden 
sein, welche der Bedingung 


£-1|>61>0 
| 


geniigen, waihrend sich unter den Werten & solche von beliebig kleinem 


absoluten Betrage befinden; die positive Zahl / mag dabei unterhalb + 


gelegen sein. Es werde alsdann zuniachst eine GréBe ¢ > 0 willkiirlich 
angenommen, « = re’? gesetzt und mit h(r, m) eine im Kreise r < 1 har- 
monische Funktion bezeichnet, welche lings des Bogens |< m < 21 der 
Kreisperipherie r= 1 den konstanten Wert logp, lings des Bogens 
31<q@<2a den konstanten Wert log R’ — 2¢ annimmt, wihrend ihre 
Werte lings der iibrigen Teile der Kreisperipherie durchweg zwischen den 
beiden soeben genannten gelegen seien, jedoch so gewahlt werden mégen, 
daB nirgends eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt. Die so ein fiir 
allemal gewahlte Funktion h(r, m) iiberschreitet nirgends die GréBe log p, 
fir ihren Wert h(0) im Mittelpunkte gilt speziell: 


(1) 2xh(0) >1- log p + (2a — 1) - (log R’— 22), 
und ferner laBt sich um jede der beiden Stellen a = 1 und x = e*" ein 


Kreis von solcher Kleinheit beschreiben, daB fiir jeden Punkt desselben, 
fiir welchen noch r < 1 ist, die Ungleichung 


*) Vgl. hieriiber A. Schoenflies, Jahresber. d. D. M.-V. 8 (1899), p. 51—52. 
Die Giiltigkeit fiir beliebige abgeschlossene Mengen ist leicht nachzuweisen. (Vgl. d. 
Verf. I.-D., Miinchen 1903, § 18.) 
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(2) h(r, p) < log R’—« 
besteht; der kleinere unter den Radien dieser beiden Kreise mége mit 26 
bezeichnet werden. 

Es bedeute nun t die kleinere der beiden Zahlen 4/? und 6. Man 
kann alsdann infolge der ,einseitigen Stetigkeit* von R,’ und wegen des 
Satzes 2 eine GréBe A> 0 derart bestimmen, daB einerseits 
(3) a w"s, 

solange |x| <A bleibt, und andererseits 


(4) 1—r<|$|<1+t,, 


sobald € und &’ irgend 2 Punkte sind, deren erster der Be- 
dingung |§ <A geniigt, und welche miteinander durch eine 
(aus einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke bestehende) 
Linie verbunden werden kénnen, lings welcher durchweg 
Ri => p ist. 

Nach Annahme existieren nun sicher zwei Punkte & und &’, welche 


den Bedingungen 


igh< 7a, S-1)>6l 


geniigen und miteinander durch eine (aus einer endlichen Anzahl gerad- 
liniger Stiicke zusammengesetzte) Linie Z verbunden werden kénnen, 
lings welcher R,’>>p ist. Da |&| < + A ist, so folgt dann zunichst aus 
(4), daB auch die Ungleichung 


t—-r< S| <1+e 


befriedigt sein mu8. Setzt man daher fiir den Augenblick i = pe” 
(u>0, —x<@< 2), so hat man: 
we? — 1)? = w*®— 2ucosa+1> 367 
und folglich 
36 7? — (u — 1)? 
—— 
oder, da jw—1)<r<4l*, also (uw—1)?< 164< 27 und 
2u<2(1+ 17) < 2(1 + 4P) <3, 


cos a << 1 — 


341? 
cos @ < 1 — < 1 — (30)*. 


Ist nun cos @ > 0, so ergibt sich aus 


cos? @ < cos @ < 1 — (31)? 
die Beziehung: 
sin? @ > (31)? 
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und somit \co| > |sin o| > 82. 

Ist aber cos a < 0, also || > - so hat man ebenfalls |@| > 31. 
Durchwandert der Punkt x die Linie Z in der Richtung von § nach 

é’, so aindert der Ausdruck = ohne irgendwo zu verschwinden, seinen 


Wert auf stetige Weise, und daher bewegt sich auch die Anomalie des- 
selben, ausgehend vom Werte 0, stetig bis zu ihrem Endwerte o + 2ma 
(wo m eine ganze Zahl). Da nun |@+2ma!> @! > 31 ist, so muB es 
auf L einen ersten Punkt «=, geben, in welchem die Anomalie einen 
der beiden Werte + 31 erreicht; auf dem Wege von & nach &, aber 
gibt es einen letzten Punkt x = £, in welchem sie den Wert 0 besitzt.*) 
Die beiden Punkte & und &€, sollen im folgenden mit 2 = r,e% und 
z,=7r,2% bezeichnet werden, und zwar so geordnet, daB — bei ge- 
eigneter Fixierung der in g, und g, noch enthaltenen willkiirlichen Kon- 
—_— P: = Py + 31 

wird; das zwischen x und x, gelegene Stiick der Linie L mige L, ge- 
nannt werden, wobei aber durch eventuelle Fortlassung einzelner Teile 
der Linie L dafiir gesorgt sei, daB LZ, sich selbst nirgends durchsetze 
oder beriihre. Ist alsdann «= re’? irgend ein (nicht mit a oder x, zu- 
sammenfallender) Punkt der Linie Z,, so geniigt die GréBe bei geeig- 
neter Wahl der in ihr noch enthaltenen willkiirlichen Konstanten der 
Bedingung: n<e<e: 

Uberdies gilt nach (4) fiir jeden Punkt x der Linie L, (wie tiberhaupt 
der Linie L): 

(l—1) §|<|2)< (1 +71) (6 | 
1 


oder, da r <4 <> und |§|< +A: 


1 3 
=z lfl<lzli<zA, 


so daB auch fiir die obere Grenze « der absoluten Betrige aller Werte x 
lings der Linie LZ, die Ungleichung: 


(5) asta 


besteht. Endlich gilt noch « <(1+1)ry (und ebenso a < (1 + 1)7,), da 
|| < - A ist und somit fiir jeden Punkt x der Linie LZ, gemaB (4) 
auch die Beziehung |x| < (1 + 1) 7, stattfindet. 


*) & = &, falls die Anomalie den Wert 0 auSer im Punkte & lings der Teil- 
strecke €€, nirgends annimmt. 
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Setzt man nun X, = we’ und X, = «e'™, so deb 
| Xo — | =%&—%m LIM <a 


und ebenso | X, — 2,|< oa, so bilden die geradlinige Strecke X,2, die 
Linie Z,, die geradlinige Strecke x,X, und endlich der Kreisbogen 
z=aeé? (9, < pl gy,+2z) zusammen eine aus lauter geradlinigen 
Strecken und einem Kreisbogen bestehende, einfach geschlossene Kurve, 
welche einen den Nullpunkt enthaltenden Bereich B vollstiindig begrenzt.*) 
Es existiert alsdann eine in B harmonische Funktion g(r, m), welche 
lings aller nicht zu L, gehérigen Teile der Begrenzung den konstanten 
Wert log R’— « besitzt, deren Randwerte lings der Linie L, jedoch nach- 
stehenden Bedingungen entsprechen: Gibt es Teile von Z,, welche keinem 
der beiden Kreise |z — X,|< 26a, |x — X,|< 26a angehéren, so soll 
lings derselben g(r, gp) den konstanten Wert log p besitzen; im iibrigen 
sollen jedoch die Randwerte lings L, lediglich der Bedingung geniigen, 
daB sie das durch die beiden Werte log R’ — « und log p eingeschlossene 
Intervall nirgends verlassen und da die Randwerte sich lings der ganzen 
Begrenzung von B stetig aneinander fiigen. 

Man iiberzeugt sich alsdann sofort, daB fiir jeden Punkt der Be- 


grenzung: 
log R, 2 9(", 9) 


gilt; denn lings Z, hat man log R,’ >logp>g(r,q) und lings aller 
iibrigen Teile der Begrenzung infolge (5) und (3): 


log R, > log R’— « = g(r, 9). 
Nach § 8,1 gilt somit auch 
log R, > 9(7, 9) 


fiir den ganzen Bereich B, speziell also, wenn g(0) den Wert von g(r, ~) 
fiir r= 0 bezeichnet: 


(6) log R’> 9 (0). 
Die zu Beginn des Beweises eingefiihrte Funktion h(r,) kann nun 
dazu dienen, den Wert g(0) abzuschiitzen. Die durch die Gleichung 


hr, 9) =h(=, »— %) 


definierte Funktion ist nimlich im Kreise |x| << «@ harmonisch und iiber- 
schreitet nirgends die GréBe log p; lings des Kreisbogens r= a, 
9, < P< H+ 2H besitzt sie den Wert log R’— 2¢; fiir ihren Wert 


*) Ist speziell «—r,, so fallen die Punkte 2 und X, zusammen, wobei dann 
die betreffende geradlinige Strecke wegfallt; analog wenn « =r, ist. 
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h(0) =h(0) im Mittelpunkte gilt die Beziehung (1); endlich folgt aus 
(2) die Giiltigkeit der Ungleichung 
h(r, 9) -< log R'—« 

fiir alle Punkte (7, m), welche der Bedingung r < « geniigen und zugleich 
einem der beiden Kreise |re'? — X,| < 26a, |re'? — X,| < 26a angehéren. 

Es besteht infolgedessen lings der vollen Begrenzung des Bereiches 
B und mithin auch im ganzen Bereiche B selbst die Beziehung: 

h(r, y) S9(*, ): 

Soweit niimlich die Begrenzung von B einem der beiden soeben erwihnten 


Kreise angehdrt (speziell also lings der beiden geradlinigen Stiicke X,2, 


und «,X,, sowie liings einzelner Teile der Linie Z,) hat man: 

h(r, 9) < log R’—« S90", P); 
da ja die Funktion g(r, q) iiberhaupt nirgends unter log R’— « herab- 
sinkt. Fiir die keinem dieser beiden Kreise angehérigen Teile der Linie 
[, dagegen gilt: q 

h(r, p) Slog p = g(r, 9); 
da, wie bemerkt, h(r, gp) niemals den Wert log p tiberschreitet. Endlich 
ist lings des kreisférmigen Teiles der Begrenzung: 
h(r, yp) = log _— 2e; g(r, p) = log R’—s, 
so daB hier die Behauptung ebenfalls zutrifft. Infolgedessen gilt also 
speziell he 
h(9) S90) 

und daher gemii® (6) und (1): 


log R’ > 9(0) = h(0) Bg log p + “= (log R’— 2¢) 
oder: 
0 > I (log p — log R’) — (2a — 1) 2«. 
Diese Ungleichung miBte nun fiir jeden positiven Wert von « Geltung 
haben, was der Voraussetzung widerspricht, nach welcher p> R’ ist. 


§ 10. 


Nachweis, daB die in § 8 bewiesene Eigenschaft der GréBe RK; unter 
gewissen Einschriinkungen fiir dieselbe charakteristisch ist. 


1. Es soll nun der Nachweis gefiihrt werden, daB die in § 8, 1 be- 
wiesene Kigenschaft der GréBe R,’ unter gewissen allgemeinen Voraus- 
setzungen fiir dieselbe charakteristisch ist.*) 


*) Es midge dabei auch an die funktionentheoretische Bedeutung der GréBe R,’ 
erinnert werden, wie sie z. B. in § 6, Satz 1 ausgedriickt ist. 
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Der Bereich 7 der x-Ebene mége mefbar sein, ferner einfach zu- 
sammenhiingend oder wenigstens durch eine endliche Anzahl von Schnitten 
in einen einfach zusammenhingenden iiberfiihrbar. Es wird alsdann an- 
genommen, daf eine im Bereiche 7’ eindeutig definierte, reelle GréBe U, 
vorgelegt sei, und da® e”= fiir jeden beliebigen, dem Bereiche 7 ange- 
hérenden Bereich B diejenige Eigenschaft besitze, welche nach dem oben 
erwihnten Satze der GriBbe R,’ zukommt. Die Aufgabe ist alsdann, eine 
Reihe von analytischen Funktionen /,(7) (vy =0,1,2,---) anzugeben, 
welche sich im Bereiche 7' simtlich eindeutig und regulir verhalten und 
es bewirken, daB die zur Reihe 


sa» - Spor 


v=0 


gehérige GréBe R,’ im Bereiche 7 durchweg mit e”= identisch werde. 
Uber die GréBe U, soll dabei jedoch vorausgesetzt werden, daB sie 
nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung nach u 
und v im Bereiche 7’ endlich*) und stetig sei. Sie geniigt alsdann, wie 
aus § 8,3 hervorgeht**), fiir jeden Punkt des Bereiches 7' der Ungleichung 


o*U, oe? 
ou? 


at, = Us<¢, 


av? = 
welche uns fiir das folgende als Ausgangspunkt dienen wird. Setzt man: 
AU, = — 2ak,, 


so ist die fiir den Bereich 7' definierte GréBe k, daselbst durchweg > 0, 
sowie nach Voraussetzung endlich und stetig. Bleibt sie, wie wir weiterhin 
annehmen wollen, in 7’ unterhalb einer endlichen Schranke K, so existiert 
also das Integral 


Ve= ff kelog + dudv (r = |x — a!) 
rT 


fiir jeden Punkt 2 =, des Bereiches JT, und zwar, wenn man von dem- 
jenigen Teile des Integrationsgebiets, welcher der Umgebung des Punktes 2, 
angehort, absieht, als eigentliches Integral. Es soll aber noch des weiteren 
vorausgesetzt werden, daB k, irgend ein System von Bedingungen erfiille, 
welche die Giiltigkeit der Beziehung 


*) Demnach bleibt u. a. der Fall, wo fiir R,’ in gewissen Punkten von 7 der 
Wert 0 vorgeschrieben ist, von der folgenden Betrachtung ausgeschlossen. 

**) Wie aus dem dortigen Beweise ersichtlich ist, wiirde es bereits geniigen, 
die Eigenschaft der GréBe U, fiir alle dem Bereiche T angehérenden kreisformigen 
Bereiche B auszusprechen. 
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AV, = — 2ak, 

fiir alle 2 des Bereiches 7’ gewihrleisten.*) 
Erfiillt nun die Grife U, im Bereiche T die stimtlichen erwiihnten 
Voraussetzungen, so liBt sich stets eine Reihe S(a, y) = e f,(x)y” nach- 


weisen, deren Koeffizienten f,(a) im Bereiche T eindeutig und regulir sind, 
und fiir welche R, im Bereiche T durchweg mit e&= zusammenfillt. 
Ks ist nimlich die Funktion 
h, = U, — Vz 

im Bereich 7’ stetig und geniigt an jeder Stelle desselben der Differential- 
gleichung Ah, = 0. Ist also der Bereich 7, wie wir fiirs erste annehmen 
wollen, einfach zusammenhiingend, so existiert eine in 7' eindeutige und 
regulire analytische Funktion f(«), welche der Bedingung: 


geniigt. log |f(#)| = — he 


Es méye nun in der w-Ebene irgend ein Quadrat @Q fixiert werden, 
welches in seinem Innern den ganzen Bereich 7' enthiilt; das Zeichen @ 
bedeute zugleich den Inhalt desselben. Fiir alle diejenigen Werte von », 
welche nicht eine ganzzahlige Potenz der Zahl 8 sind, werde 

f,(@) = 0 

gesetzt. Ist dagegen v= 8 (A=0,1,2,--+), so denken wir uns das 
Quadrat Q in 44 einander kongruente Teilquadrate Q (6 = 1, 2,---, 4*) 
zerlegt, den Mittelpunkt eines jeden derselben mit 2 bezeichnet, ver- 
stehen unter k@ den Wert der GréBe k, im Punkte «= 2), vorausgesetzt, 
daB dieser Punkt dem Bereiche 7’ noch angehGrt, andernfalls den Wert 0, 
bezeichnen mit m% die gréBte nicht oberhalb 2*Q4® gelegene ganze 
Zahl und definieren /\(”) vermége der Gleichung 


a 
f(x) = f(a)! IT (a — x® yn 


als eine in 7’ reguliire analytische Funktion. 
Zuniichst sieht man leicht, daB fiir die so entstehende Reihe 


S(a,y) = > pR@y 


im Bereiche 7’ durchweg R,’> 0 ausfallt. Ist nimlich «= x, irgend ein 

*) Ein derartiges System von Bedingungen ist z. B., daB k, in 7 endliche und 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung nach « und v besitze, oder auch, dab 
AV,, existiere und stetig sei. (Siehe z. B. Kronecker, Vorl. iib. d. Th. d. einfachen 
und d. vielfachen Integrale, Leipzig 1894, XVI §$ 7—8.) 
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Punkt des Bereiches 7 und gehért die Kreisfliche |~— x,|<@ dem letz- 
teren noch vollstindig an, so besitzt der absolute Betrag von f(x) fiir 
diese Kreisfliiche eine obere Schranke G. Wiahlt man alsdann die posi- 
tive Zahl d gréBer als 1, mindestens aber gleich der Diagonale des Qua- 
drates Q, so hat man fiir jeden Wert von vy und fiir alle Werte x, welche 
der Bedingung |x — 2,| < @ geniigen: 


“ 
f,(a)\ < G@ TJ a’ ex = (G4 - ary. 


Mithin konvergiert S(z, y) fiir jeden der Bedingung 
} 1 
\Y| < G. qa® 


geniigenden Wert von y im Kreise x—a|<o gleichmibig, und es 
ist also: 


1 
my > 0 
Re > oe > 
fiir |“ — 2| <0, speziell also fiir « = 2p. 
Nunmehr mége die GréBe P,’ fiir irgend eine Stelle x = x des Be- 
reiches aufgesucht werden. Es ist nach Definition: 
1 6 


a . 
py — limy|f,@)| = |f(@)| lim J J |x — |", 
o=1 


a 
, , m®) | 
log P., = h,, — kim os log | % — 2|. 
=@ 
& 


Fiir jeden (hinreichend groBen) Wert von 4 mége nun das aus den- 
jenigen 5° Quadraten Q”, deren mittelstes den betrachteten Punkt 2, 
(im Innern oder auf der Begrenzung) enthilt, zusammengesetzte gréBere 
Quadrat mit Q® bezeichnet werden. Die ganze positive Zahl | werde 
alsdann so groB gewihlt, daB das Quadrat Q” noch ganz innerhalb 7 
gelegen, und daB seine Diagonale kleiner als 1 sei. Fiir jede der Zahlen 
A=l1, 1+1,--- seien diejenigen der Werte o = 1, 2,---, 44, fiir welche 
Q dem Quadrate Q® angehért, abkiirzend mit o’, die tibrigen mit o” 
bezeichnet. 


Es existiert alsdann 
a) 


lim Sy a) 
— Him — log | % — 2) | 
A=@ oO" 8 


und stimmt iiberein mit dem eigentlichen Integral 
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1 
“ke log + auav (r = |%—2|), 
7-@ 


erstreckt iiber den Bereich 7' mit AusschluB des Quadrates Q®. Da 
nimlich ; 
Z = 29K —9) O<0?<)), 


_ Lin Sy am |x, —2| =— lim >’ Ko log |x, — ai 
{=o 


: 1 (4) (2) 
+ lim => &. log |x, — 2%" |. 
2 


so ist 


Der erste dieser beiden Terme stimmt offenbar mit dem erwihnten Inte- 


grale iiberein; der andere aber ist gleich Null, denn man hat fiir alle 
Werte 6=0": 


2a <|a,—2|<d (a=1,1+1,--)), 


wo @ die Seitenlinge eines Quadrates Q? bezeichnet, wihrend d die 
nimliche Bedeutung hat wie oben; also 


flog [x —2|| <A, 


wo A die gréBere der beiden Zahlen |log2a| und logd bedeutet. 
Folglich ist 


= 72 8 log | Lp : Sie | log |x, —aM\\< <3 7A 


o” 


lim vm 9 log |x, — «| =0 


Demnach kann man nun schreiben: 


(1) log Pz, = hz, +f ft log . dudv — lim tT a m log |x, —2”| 
7r—-Q af 


(r = |%—2\). 
Um noch den letzten Term in diesem Ausdrucke abzuschiitzen, fassen 
wir fiirs erste den Grenzwert 


ae 9 
(2) Tim | > log |x, —2”| 
=o a’ 


ins Auge. Zuniichst ist fiir 4=1 (in welchem Falle o 25 Werte zu 
durchlaufen hat) offenbar: 


=> log |z,—2” | => = {16 log a + 8 log + + log | —2|1, 


Mathematische Annalen. LXII. 5 
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wobei @ die oben angegebene Bedeutung besitzt, wihrend 2 den Mittel- 
punkt des Quadrates Q bezeichnet. 

Geht man nun zur Bildung der Summe fiir den Wert 4=/1+1 
iiber, so treten an die Stelle jedes einem Quadrate Q{! entsprechenden 

Summanden log |x,—-2{)| vier 

| | neue Summanden log | x,—-x¢+|, 
+— a er oS wobei die vier Punkte z+ die 
| Mittelpunkte der vier Teilqua- 
y | drate von Q) sind. (Vgl. neben- 
i —_— { - stehende, das Quadrat Q dar- 
stellende Figur.) Was dabei 
zunichst die 16 dauBeren Qua- 
drate Q betrifft, so war jeder 
belicbige Punkt derselben vom 
Punkte x, mindestens um die 
Strecke a entfernt, und es gilt 
somit auch fiir jeden der zu- 
gehérigen 4-16 Werte a{+": 

log |a—af+| > log a. 






























































<-—a—> 


Beachtet man dann noch den 


voranstehenden Faktor, welcher nunmehr ari 
daB das erste Glied auf der rechten Seite der zu bildenden Ungleichung 
unverindert aus der vorigen heriibergenommen werden kann. 

Was nun die iibrigen 9 Quadrate @Q betrifft, so entstehen aus ihnen 
36 Quadrate Q/+». Von denjenigen 4 Quadraten Q+", welche aus dem 
mittelsten jener 9 Quadrate hervorgehen, enthilt sicher eines (dessen 
Mittelpunkt mit 2+" zu bezeichnen ist) den Punkt 2, (in seinem Innern 
oder auf seiner Begrenzung), an dieses grenzen 8 weitere Quadrate (/+"), 
letztere wiederum werden von 16 angrenzenden Quadraten Q*+" ein- 
gerahmt, und um diese legen sich endlich die noch fehlenden 11, die Form 
eines I, bildend. Was zuniichst diese letzten 11 Quadrate QY/+') betrifft, 
so ist jeder Punkt derselben um mindestens die Strecke a von x, entfernt, 
des weiteren jeder Punkt der vorher genannten 16 Quadrate mindestens 
um +3 bei den davor erwihnten 8 Quadraten endlich sind die Mittel- 
punkte mindestens um + von x, entfernt. Man erhiilt also schlieBlich 


fir 41+ 1 die Ungleichung: 
1 ' 1 2 1 
te log |x) — a)| > a {16 loga + = [11 log a + 16 log $ + 8 log c 
+ log lar — a+ /]}. 


lautet, so ist ersichtlich, 
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Geht man nun zur Betrachtung des Wertes 4=1-+ 2 iiber, so kénnen 
die drei ersten Glieder der rechten Seite aus der vorigen Ungleichung 
unverandert heriibergenommen werden, da von den betreffenden Quadraten 
festgestellt ist, daB nicht nur ihre Mittelpunkte, sondern jeder beliebige 
Punkt derselben (speziell also die Mittelpunkte der jedesmaligen vier Teil- 
quadrate) die beziigliche Minimalentfernung vom Punkte 2, besitzen. Es 
bleiben also wiederum nur die 9 inneren Quadrate Q!+" genau in der 
gleichen Weise wie das vorige Mal zu behandeln, und es ergibt sich mit- 
hin fir 4=/1+ 2: 


1 1 1 
>> log | — 2%] > {16 loga + [11 loga + 16 log <] 
. 1 
+ z[11 log $ + 16 log ¢ 


+ 8 log - + log |, —2°+%/]} 
und ebenso fir 4=1+p(p=0, 1, 2,---): 


(8) D>) log | — «| > 7 {16 loga + + [11 log a + 16 log ©] 


+ jr[11 log + 16 log ©] 
+ ° 


1 


1 a a 
+ ? [ 11log aait 16 log 
+ 8 log soz + log | — a" ]}, 
wobei x‘+”) der Mittelpunkt eines Quadrates Q{‘+?) ist, welches den 


Punkt x, enthilt. 


Unter den Werten von p kénnen sich speziell solche befinden, fiir 
welche 


1 a 
— gttP) es 
\%o— MM <s > 


ist (wo = die Seitenlinge der Quadrate Q+”) darstellt). In diesem 
Falle ist aber offenbar 
2 1\ ¢@ 1 a 
anne > (82) $> bgt 
d.h. der erwihnte Fall tritt fiir den nichstgréBeren Wert von p nicht 
ein. Ubergeht man also bei der Bildung des Grenzwertes (2) alle die- 
jenigen Werte von 4 =1-+ p, welche einem jener speziellen Werte p ent- 
5* 
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sprechen, so erhailt man, da sicher noch unendlich viele Werte 4 tibrig 
bleiben, den oberen Limes einer Teilfolge, welcher den urspriinglich be- 
trachteten keinesfalls iibertreffen kann. Fiir diejenigen Werte von p, 
welche nicht zu jenen Ausnahmswerten gehiren, ergibt sich nun, indem man 


1a 
log |a, — a¢+”)| > log ‘G 5) 
in die Ungleichung (3) einsetzt und deren Terme zusammenfabt, 
1 1 25 as. ge 
ta log |x, —2)| > Z {25 loga — = log 2 + 7 (= log 2 — log 5) | 


und daher gilt (wenn man andererseits noch beriicksichtigt, daB in 
Bs log |z, —2| stets alle Terme negativ sind) 


~. 25 
2ima 7D | It — 2 | 25 log a 
Hieraus folgt aber, da ganz pean 


m®) 
0<-*<QK 


gilt, wenn man schlieBlich noch a durch seinen Wert 3 “V2 ersetzt, die 
Beziehung: 
0 > Him % D) mi? log | x9 — | > ™ 1 OK [5 log Q— (1 + +) bog 2], 


ice © 


a 


aus welcher hervorgeht, daB die GréBe 


=— 1 
tim z m? log |x, — a)| 
=@ o’ 


mit wachsendem /*) sich der Grenze Null nihert. 
Geht man also in der Gleichung (1) fiir 1 = co zur Grenze iiber, so 
ergibt sich (da das Integral mit wachsendem /, d. h. bei verschwindendem 


Q®, sich, wie bekannt, einem Grenzwert néhert, welcher mit | fi. log — dudv 
bezeichnet wird): 


log Pz, = h,, +f fr log — dudv =h,, + V,,, = U,, (r = |x,—2)), 
bg 


*) Die Abhingigkeit dieser GréBe von 1 ist darin begriindet, daB (bei jedem 4) 
o alle Werte zu durchlaufen hat, fir welche der Punkt 2 dem Quadrate Q® 
angehirt. 
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und somit gilt 


fiir jeden Punkt « des Bereiches 7. 
Nach § 5, 4 hat man nun fiir irgend einen Punkt =a, des 
Bereiches entweder 
R;,=0 oder R,, = lim Pj. 
Da aber ersteres, wie oben gezeigt wurde, ausgeschlossen ist, und da 
ferner infolge der Stetigkeit der Funktion U,: 


. og U, 
lim P; = lime *=e*, 


r=2X =X 
so erhalt man schlieBlich: 
Ri, =e", w. 2. b. w. 


2. Ist der Bereich 7 nicht einfach zusammenhingend, so braucht es 
eine in 7’ eindeutige und regulire Funktion f(x), welche der Bedingung 
log | f(x)| = — he geniigt, nicht zu geben. LaBt sich aber, wie wir jetzt 
annehmen wollen, der Bereich 7' durch eine endliche Anzahl von Schnitten 
in einen einfach zusammenhingenden verwandeln, so kann man eine end- 
liche Anzahl nicht zu 7 gehériger Punkte 2,, 2, ---, x, der 2-Ebene an- 
geben, welche die Eigenschaft besitzen, daB jede in 7 gelegene, geschlossene 
Kurve, welche irgend einen nicht zu 7’ gehérigen Punkt einschlieBt, auch 
mindestens einen der q Punkte x, (x = 1, 2,---, q) einschlieBt, und daB es 
speziell je eine in 7’ gelegene, sich selbst nirgends schneidende, geschlos- 
sene Kurve gibt, welche einen, x,, dieser q Punkte, jedoch keinen anderen 
unter ihnen einschlieBt. Bezeichnet man dann das Integral 


ah, ah, 
Iz dv — oe du, 


im positiven Sinne iiber die letztgenannte Kurve erstreckt, mit — 22a; 
und setzt 

ne ah, 

he=] 5y 4% — Gy 

wo 2 einen beliebigen festen Punkt des Bereiches 7 bedeutet, dem auch 
der ganze Integrationsweg angehéren soll, so ist die analytische Funktion 


fo(z) = ete PT @—2,)-%, 


sobald iiber ihren Wert im Punkte x = a, eine Bestimmung getroffen ist, 
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fiir alle x des Bereiches T eindeutig und regular, wihrend jeder Zweig 
der mehrdeutigen Funktion 


f(x) = fo(«) TT (2 —x,)**= enhe— thy 


fiir alle « des Bereiches 7 der Bedingung 
log | f(x)| = —h, 


geniigt. 
Es werde nun fiir v = 8’ (4 =0, 1, 2,---) gesetzt: 


a at 
. / (4) (4) 
f(@) = (fear: [ [@—2)% P] @— ey, 
x=1 o=1 
wo a) die gréBte nicht oberhalb 8*«, gelegene (positive oder negative) 
ganze Zahl bedeute, wihrend die iibrigen Gréfen ihre friihere Bedeutung 
beibehalten sollen. /f,(x) ist alsdann wieder eine in 7 eindeutige und 
regulire analytische Funktion; der Beweis dafiir, daB die Reihe 


S(z, y) = a f,(@)y" 


die verlangte Eigenschaft besitze, weist nur geringfiigige Abweichungen 
gegen den obigen auf. 


§ 11. 
Die Diagonalenreihen der Potenzreihen zweier Verinderlichen. 
1. Um den in § 2 bewiesenen Satz in tihnlicher Weise, wie dies in 
den §§ 5 und 6 fiir die Reihen von der Form S(z, y) -> f,(a)y” ge 


schehen ist, auch fiir die Diagonalenreihen der Potenzreihen zweier Veriinder- 
lichen nutzbar zu machen, gehen wir von folgenden Betrachtungen aus. 


Ist eine Reihe S(z, y) -> f,(x)y” sowie ein beliebiger Bereich T 


der x-Ebene vorgelegt, und bezeichnet man einerseits mit P’ die obere 
Grenze der absoluten Betriige aller Werte y, fiir welche S(«, y) im Be- 
reiche 7’ durchweg konvergent ist, andererseits mit r’ die obere Grenze 
der absoluten Betriige derjenigen Werte’y, fiir welche S(x,y) in der Um- 
gebung jedes Punktes « des Bereiches 7 gleichmidfig konvergiert*), so 
wurde in § 2 der Nachweis gefiihrt, daB r’ notwendig einem der beiden 


*) Anders ausgedriickt, mit P’ die wntere Grenze aller GréBen P’ 


"> mit r’ die- 
jenige aller GréBen Ri, des Gebietes T. 
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Werte 0 oder P’ gleichkommen mu. Es laBt sich nun eine ausgedehnte 
Klasse von Reihen S(x,y) anfiihren, bei welchen — unabhingig von der 
Wahl des Bereiches 7 — stets der letztere Fall eintreten muB. 

Sind niimlich die f,(x) stimtlich ganze rationale Funktionen vom Grade 


n, und bleibt der Quotient " unierhalb einer endlichen Schranke N*), so 
gilt fiir jeden beliebigen endlichen Bereich T unter allen Umstiinden r’ =P’. 

Dabei lassen sich noch zwei Fille voneinander unterscheiden. Be- 
zeichnet man nimlich mit $(a,y) die Doppelreihe, welche aus S(z, y) 
hervorgeht, wenn jede der Funktionen /,(~) nach Potenzen von 2 ge- 
ordnet wird, so gilt des weiteren: 

Entweder ist die Grife r' =P’ fiir jeden endlichen Bereich T der 
x-Ebene gréBer als Null, oder fiir jeden solchen Bereich gleich Null. 
Ersteres tritt stets dann und nur dann ein, wenn die Doppelreihe B(x, y) 
einen Bereich der absoluten Konvergenz besitet (d. h. in irgend einem Punkte 
(%» Yo) absolut konvergiert, dessen Koordinaten beide von Null verschieden 
sind). 

Beweis. Fiir einen gewissen Bereich 7 der a-Ebene gelte P’ > 0. 
Der Wert y = y, geniige der Bedingung 0 < | y,| <P’, so daB S(a, y)) im 
Bereiche 7 durchweg konvergiert. Es gibt alsdann**) einen zweidimen- 
sionalen Teilbereich J} des Bereiches 7, in welchem S(a, y) sicher gleich- 
mifig konvergiert, solange |y|< | y)| ist. Ist 2 =a, irgend ein innerer 
Punkt dieses Bereiches B und gehért das Gebiet |x — |<, dem Be- 
reiche B noch vollstiindig an, so konvergiert also die Doppelreihe 
¥ (a — a, y), welche aus S(x,y) hervorgeht, wenn jede der Funktionen 
f,(~) nach Potenzen von # — % geordnet wird, sicher fiir «— 2% < gp, 


YY </ Yo| absolut***), und daher offenbar auch fiir « — | <a, |y|< | Yo | 

wenn « eine beliebige positive Zahl oberhalb 1 bedeutet. " 
Ein véllig beliebiger endlicher Bereich der 2-Ebene werde nun mit 

T bezeichnet. Wird alsdann g so groB gewiahlt, daB das Gebiet «—a,.|<@ 


*) DaB dieser einschrinkende Zusatz nicht einfach fortgelassen werden darf, 
d. h. daB auch, wenn alle /,(x) ganze rationale Funktionen sind, der Fall r = 0, 
P’ > 0 eintreten kann, zeigt das Beispiel p. 11, FuBn.*). Damit soll aber keineswegs 
gesagt werden, daB jener Zusatz die allgemeinste Bedingung angebe; vielmehr gilt, 


ny . 
wenn man z. B. f,(«) = > = setzt, wo die n, vdllig beliebig sind, fiir irgend einen 


v=0 
endlichen Bereich 7’: | f,(a)| < e*, wo X die obere Grenze aller x | des Bereiches 
T bedeutet, und folglich r >1; somit ist auch hier fiir jeden endlichen Bereich 
r=P, wa 
**) S. p. 27, FuBn.*). 
***) §. p. 32, FuBn. ***). 
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den ganzen Bereich 7’ in seinem Inneren enthalt (mindestens aber 9 = Q,), 
und setzt man « = <. , 80 konvergiert die Doppelreihe (a — 2, y) fiir 


|\2— Ly! <a, ly|< Lge! absolut, und somit*) S(a,y), solange |y| < 1 
bleibt, in der Umgebung jedes Punktes x des Gebietes |x — |<, 
speziell also des Gebietes 7 gleichmdBig. Es gilt somit fiir den Bereich T 
r’>0 und folglich auch 7 =P’. 

Wiahlt man endlich als Bereich 7 speziell irgend einen Kreis um den 
Nullpunkt, etwa denjenigen mit dem Radius 1, so ist die zugehdrige 
GréBe r’ ebenfalls gréBer als 0; bezeichnet man ihren Wert mit 7,', so 
konvergiert also $(a,y) im Gebiete |x| <1, |y|< 7,’ absolut. — Kon- 
vergiert umgekehrt (x,y) in irgend einem Punkte (2, y), dessen Ko- 
ordinaten von Null verschieden sind, absolut, also auch fiir jeden Punkt 
des Gebietes |z|<|2%|, |y|<|y|, so konvergiert S(x,y), solange 
|y| <|y| bleibt, in der Umgebung jeder Stelle x des Bereiches |x| <|z2,| 
gleichmaBig, und es gilt fiir den letzteren mithin r’ > 0. 

Hiermit ist aber die Behauptung in allen ihren Teilen erwiesen. 

2. Das Vorige gestattet nun sofort folgende Anwendung auf die 
Diagonalenreihen der Potenzreihen zweier Verinderlichen. 

Konvergiert die Diagonalenreihe 


3 a 


D(x, y) = a {> agar yr] 


4=0 ‘u=0 
einer Potenzrethe zweier Verdnderlichen 


Bz, y) =>) aviary" 
My v=0 

fiir jeden Punkt (a, y) irgend eines Bereiches T der xy-Mannigfaltigheit, so 
konvergiert sie in der Umgebung eines jeden dieser Punkte allemal auch 
gleichmdfig und stellt eine im Bereiche T regulire analytische Funktion 
von (“, y) dar. 

Bereiche T von der angegebenen Eigenschaft existieren jedoch nur dann, 
wenn die Doppelreihe B(x, y) einen Bereich der absoluten Konvergenz be- 
sitet.**) 


*) §. p. 32, FuBn. ***), 
**) Selbstverstiindlich kann aber T iiber den Bereich der absoluten Konvergenz 


von (a, y) hinausragen. Besitzt 2. B. die Potenzreihe Sc,“ den Konvergenz- 


radius 1 und setzt man a) = al“) = (" 7 e so wird der Bereich der ab- 


uty? 


soluten Konvergenz von $(a, y) dargestellt durch |2| + |y|< 1; hingegen kon- 
vergiert D(a, y) offenbar fiir | a+ y| <1. 
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Dem Beweise sei folgende Bemerkung vorausgeschickt. Setzt man 
z=ye sowie x =y'2’ und ist y’ von Null verschieden, so verhilt sich 
eine an der Stelle x = 2’, y=’ regulire analytische Funktion von (z, ¥), 
wenn man sie als Funktion von z und y auffaBt, an der Stelle ¢ = ¢, 
y=y' ebenfalls regulir, und umgekehrt. Es ergibt sich dies daraus, dab 
man sowohl «— <2’ nach positiven Potenzen von y—y’ und «—¢Z’, als 
auch z— ez’ nach positiven Potenzen von x— 2’ und y—y’ entwickeln 
kann, wobei das konstante Glied der Entwicklung jedesmal den Wert 0 
erhalt; vermége der ersten Entwicklung z. B. laBt sich nun irgend eine 
nach Potenzen von x — 2’ und y — y’ fortschreitende absolut konvergente 
Doppelreihe in eine neue, nach Potenzen von ¢—z und y—y’ fort- 
schreitende Doppelreihe iiberfiihren, welche fiir hinreichend kleine Werte 
von |z—2'| und |y—y’| ebenfalls absolut konvergiert.*) 

Durch die Substitution «= yz geht die Reihe D(z, y) in eine Reihe 


sen -SHeov 


iiber, wobei 


h, (2) = > - ad (A se 0, 1, 2, Ha ‘) 
A= 
eine ganze rationale Funktion von héchstens dem 4‘" Grade darstellt. 
Ist nun (2’,y’) ein beliebiger Punkt des Bereiches T und bestimnit 

man eine GréBe x, deren absoluter Betrag oberhalb 1 liege, so, daB der 
Punkt 

Uy = %0', Yo= xy’ 
dem Bereiche T ebenfalls noch angehére, so konvergiert die Reihe 
D(x, yo) in der ganzen Umgebung des Punktes «= 2, und daher, wenn 
man den Fall y’ = 0 zuniichst ausschlieBt, - Reihe S(z, y,) in einer ge- 


y oer z-Ebene. Alsdann lehrt 


aber der in Nr. 1 bewiesene Satz, daB yey y), solange |y|< | Yo bleibt, 
im Bereiche Z sicher auch gleichmdfig konvergiert. Ist daher o’ eine be- 
liebige positive Zahl unterhalb |y,|, welche jedoch zugleich gréBer als 
|y’| gewahlt sei, und beschrinkt man einerseits y auf das Gebiet |y|<o’, 
andererseits z auf den Bereich Z, so muB offenbar S(z, y) auch in bezug 
auf die Gesamtheit dieser Wertsysteme z, y (welche speziell die volle Um- 
gebung des Punktes = 2’, y=y’ in sich begreift) gleichmaBig konver- 


*) Ebenso ist ersichtlich, daB eine gn der Stelle r=0, y=0 regulire analy- 
tische Funktion von # und y, als Funktion von z und y aufgefaBt, an jeder Stelle 
z=2,, y=0 regular ist, wobei z, einen beliebigen endlichen Wert bedeutet. 
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gieren; da sich aber eine gewisse Umgebung |z — a’ |<6, |y—y'|<o' 
des Punktes (a, y’) so abgrenzen Jat, daB die ihr entsprechenden Wert- 
systeme y, 2 vollstiindig in jener Gesamtheit enthalten sind, so konvergiert 
D(z, y) im Gebiete |a — 2’ | <6, |y—y'|<o’, dh. in der ganzen Um- 
gebung des Punktes (2’, y’) gleichmibig. 

Da die Reihe S(z, y) fiir |y <|y,| im Bereiche Z gleichmibig kon- 
vergiert, so stellt sie ferner nach § 5,1 eine in dem ganzen Gebiete 
(Z,|y¥|< | 4|), speziell also in der Umgebung des Punktes z= 2’, y=y’ 
regulire analytische Funktion von z und y dar, und somit verhilt sie sich, 
auch als Funktion D(a,y) von x und y aufgefaBt, an der Stelle «=z, 
y=y regular. Des weiteren folgt aus der gleichmiBSigen Konvergenz der 
Reihe S(z,y) gemaéB Nr. 1, daB die aus ihr hervorgehende Doppelreihe 


= ie 

§, (2, y) -> > alt H) gi y! einen Bereich der absoluten Konvergenz be- 
£4=0 “w=0 

sitzen mu; das niimliche gilt somit auch fiir die Doppelreihe (2, y), 

welche vermége der Substitution z= = Glied fiir Glied aus jener her- 

vorgeht. : 

Ist endlich y’ =0 und gehért der Punkt (2,0) ({a|>{|2’) dem 
Bereiche T noch an, so ergibt sich, da «| > 0 ist, aus dem Obigen zu- 
nichst die gleichmaBige Konvergenz der Reihe D(a, y) in bezug auf eine 
gewisse Umgebung |y| <9’ des Punktes y=0. Daraus folgt aber so- 
fort*) die absolute Konvergenz der Doppelreihe (x, y) fir |x| < | a |, 
|y|<@’, welche sowohl die gleichmaéBige Konvergenz der Reihe D(z, y) 
in bezug auf die volle Umgebung des Punktes (z’,0) in sich schlieBt als 
auch das regulire Verhalten derselben fiir die Umgebung dieser Stelle 
verbiirgt. 

3. Ein Uberblick iiber die Gesamtheit der Stellen, in deren voller 
Umgebung die Diagonalenreihe D(z, y) konvergiert und somit eine regu- 
lére analytische Funktion von (2, y) darstellt, kann nunmehr leicht ge- 
wonnen werden. 

Die Gesamtheit dieser Stellen naimlich stimmt, wenn man wiederum 
x = yz setzt und den Wert y = 0 vorderhand ausschlieBt, iiberein mit der 
Gesamtheit der Wertsysteme z, y, in deren Umgebung die Reihe 


S(z, y) = 2 f(ey? 


durchweg konvergiert und somit eine reguliire analytische Funktion von 


*) Nach einer SchluBweise, welche der p. 13, FuBn. **) angefiihrten véllig analog 
ist (oder auch direkt als Folgerung aus genannter FuBnote). 
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Gesamtheit dann und nur dann an, wenn die Ungleichung |y|< FR, er- 
fillt ist; dabei soll R,, in thnlicher Weise wie bisher den y-Maximal- 
radius derjenigen nach Potenzen von z— 4, und y fortschreitenden Doppel- 
reihe bezeichnen, welche aus S(z, y) hervorgeht, wenn die ganzen Funk- 
tionen f,(2) nach Potenzen von z— 2, entwickelt werden. 

Ein Punkt (a’, 0) jedoch gehért — wie unmittelbar aus dem vorigen 
Beweise ersichtlich — jener Gesamtheit nur dann an, wenn (2, y) in 
einem gewissen Gebiete || <|2| (|| > |2'|), |y|<@’ noch absolut 
konvergiert, m. a. W. wenn 2 dem absoluten Betrage nach kleiner als 
der «-Maximalradius R von (2, y) ist. 

Die Gesamtheit der in Rede stehenden Stellen fallt also zusammen mit 
der Gesamtheit der Wertsysteme (a, y), welche entweder der Bedingung 


0< ly <BR, («-<) oder der Bedingung y = 0, |x| < R geniigen.*) 


Vorausgesetzt, daB solche Stellen tiberhaupt vorhanden sind — oder, 
was dasselbe ist, daB $8(x, y) einen Bereich der absolutén Konvergenz be- 
sitzs — hat nun, wie aus Nr. 1 hervorgeht, die GréBe R, fiir jeden be- 
liebigen endlichen Wert von z einen positiven, von Null verschiedenen 
Wert; jene Gesamtheit bildet daher stets einen einzigen zusammenhingen- 
den, (seiner Bedeutung nach) nur aus inneren Punkten bestehenden Be- 
reich, in welchem D(a, y) somit einen eindeutig definierten, tiberall regu- 
liren Zweig f(a”, y) einer analytischen Funktion darstellt.**) Es ist nun 
ein Leichtes, diesen Bereich auch durch die singuliren Stellen der Funk- 
tion f(x, y) zu charakterisieren. 

Es existiert niimlich zu jedem beliebigen endlichen Werte z= 2, eine 


singuliire Stelle (a, Yo) von f(x,y), fiir welche = = 2, und |y,| = Ri, ist, 
0» Yo — 


dagegen keine, fiir welche |y,|< Ri, ist (und ferner eine singuldre Stelle 
(a, 0), fiir welche |x| = R, dagegen keine, fiir welche |x| < R ist).***) 

*) Es mag jedoch nochmals hervorgehoben werden, da8 nur von solchen Stellen 
die Rede ist, in deren voller Umgebung D(a, y) noch konvergiert. Stellen (a, y), fiir 
welche D(a, y) konvergiert, ohne auch durchweg in der Umgebung derselben noch 
zu konvergieren, kiénnen natiirlich als Begrenzungsstellen jener Gesamtheit auftreten; 
es kann aber derartige Stellen auch ganz auferhalb jener Gesamtheit geben. Z. B. 

an 
konvergiert D(x, y) = i= =1+ > (y*—y’-‘x) fir |y| <1 bei allen a, 
auBerdem aber noch stets fiir y = x. — 

**) Zum Unterschied von den Reihen S(a, y) (speziell von den Zeilenreihen der 
Potenzreihen zweier Veriinderlichen), bei welchen jener Bereich nicht zusammen- 
hiangend zu sein braucht, und welche infolgedessen in verschiedenen Teilen desselben 
verschiedene analytische Funktionen darstellen kiénnen. Vgl. p. 31, FuBn. *). 


**) Bei dem p. 72, FuBn. **) angefiihrten Beispiele ist Ri = 1. Bs besitzt 


\1 2) 
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Denn der die Funktion f(x, y) darstellende Ausdruck D(x, y) = S(z, y) 
muB, als Funktion von ¢ und y betrachtet, gemaiB § 6 (Satz 1) singulire 
Stellen der angegebenen Art besitzen; dieselben kénnen aber (da ja bei 
endlichem 4, stets Ri, von Null verschieden ist) auch bei Auffassung von 
«x und y als der unabhingigen Verinderlichen keine reguliren Stellen sein. 
Hingegen kann es nach Nr. 2 keine singuliire Stelle geben, fiir welche 
| %|< Ri, ist, da D(a,y) noch in der vollen Umgebung jeder solchen 
Stelle konvergiert. Der Zusatz in Parenthese endlich folgt unmittelbar 
aus dem Falle z, = 0, indem man x mit y vertauscht.*) 

4. Endlich kann man noch den folgenden Satz aussprechen: 

Damit eine von x und y abhiingige Gripe f(x,y) in einem vorgelegten 
Bereiche T, in welchem sie eindeutig definiert ist, durch die Diagonalenreihe 
D(a, y) einer nach Potenzen von x und y fortschreitenden Doppelreihe dar- 
gestellt werden kinne, ist notwendig und hinreichend, daB f(x,y) eine an 
jeder Stelle (x’, y’) des Bereiches T regulire analytische Funktion von (a, y) 
sei, deren Fortsetzung sich auch noch fiir jede Stelle (kx’, ky’) eindeutig und 
regulér verhalte. Dabei soll k alle komplexen Zahlen durchlaufen, deren ab- 
soluter Betrag unterhalb eins liegt.**) 

DaB diese Bedingung eine notwendige ist, ergibt sich ohne weiteres 
aus dem Umstande, daB, wenn die volle Umgebung eines Punktes (z, y) 
dem Konvergenzbereiche einer Reihe D(z, y) angehért, das nimliche (ge- 
ma Nr. 3) auch von der Umgebung jeder Stelle (ka, ky) (|k| <1) gelten 
mu8. An jeder Stelle aber, deren Umgebung dem Konvergenzbereiche 
der Reihe D(a, y) vollstindig angehért, verhilt sich dieselbe reguliir. 

Ist andererseits die Bedingung erfiillt, so gibt es, da f(a, y) sich der 
Voraussetzung gemaB speziell an der Stelle = 0, y= 0 regular verhiilt, 
eine nach Potenzen von x und y fortschreitende Doppelreihe $(z, y), 
welche in einer gewissen Umgebung |x|<, |y|< 0’ dieser Stelle ab- 
solut konvergiert und daselbst mit f(z, y) iibereinstimmt. Man iiberzeugt 
sich nun leicht, daB die Diagonalenreihe D(a, y) derselben auch noch im 


nun die durch S'c,,x“ dargestellte Funktion (a) mindestens eine singulire Stelle 


x =a mit dem absoluten Betrage 1 und folglich die durch D(a, y) dargestellte Funk- 
tion g(a-+ y) zu jedem Werte z= <z, die singulire Stelle y, = Tsx . 
0 
*) Oder auch aus der Theorie der Potenzreihen zweier Veranderlichen; vgl. p. 29, 
FuBn. **). 
**) Vgl. wiederum das Beispiel p. 72, FuBn.**). Bei der daselbst durch D(a, y) 
a 


dargestellten analytischen Funktion a C, (@+ yy ist fiir irgend einen Bereich T 
4=0 

die obige Bedingung dann und nur dann erfiillt, wenn fiir jeden Punkt (2’, y’) des- 

selben die Ungleichung | 2’ + y' | < 1 besteht. 
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Bereiche T durchweg konvergieren und daselbst die Funktion f(z, y) dar- 
stellen muB. D(a, y) mége nimlich durch die Substitution 2 = yz in die 


Reihe S(z, y) = ya f,(2)y* tibergehen. Ist nun (2’, y’) irgend eine Stelle 


des Bereiches T — und zwar zunichst y’ + 0 — und bestimmt man eine 
GréBe x, deren absoluter Betrag oberhalb 1 liegt, so, daB der Punkt 
ty = %2x', Yy= xy’ dem Bereiche T ebenfalls noch angehére, so verhilt 


: x a ‘ ° ' 
sich, wenn man noch 4 —o 2 setzt und die kleinere der beiden 
0 


GréBen o’ und ra mit g, bezeichnet, f(z, y) nach Voraussetzung fiir alle 


Punkte (kx, ky.) ({|k| <1), und somit (vgl. die Bemerkung in Nr. 2), als 
Funktion von z und y aufgefaBt, fiir alle Punkte z= 2’, |y|<|y| regu- 
lar, und daher muB die die Funktion zuniichst fiir z= 2’, |y|< 9 dar- 
stellende*) Potenzreihe S(z’, y) auch noch fiir | y| <|y.| (speziell also fiir 
y=y’) konvergieren und mit den beziiglichen Werten der Funktion tiber- 
einstimmen. 

Das gleiche gilt natiirlich auch fiir jede Stelle (2’, y’) des Bereiches, 
fiir welche « von Null verschieden ist. Der Fall aber, daB beide Koordi- 
naten gleich Null sind, bedarf keiner weiteren Betrachtung. 


§ 12. 


Der Bereich der absoluten Konvergenz einer Potenzreihe zweier 
Veriinderlichen. 


Als Folgerung aus der Grundeigenschaft der GréBe R, ergab sich in 
§ 8,2 eine allgemeine Higenschaft der Funktion x’ = g(r), welche den zu 
r assoziierten Konvergenzradius r’ einer Potenzreihe zweier Verinderlichen 
darstellt. Es soll nun diese Eigenschaft auf direktem Wege hergeleitet 
und sodann gezeigt werden, daB dieselbe (in Gemeinschaft mit der Mono- 
tonie der Funktion g(r)) fiir die Funktion g(r) charakteristisch ist. 


1. (Hilfssatz.) Ist (2) = > a,2" eine Potenzreihe mit reellen, 
“e=0 
nicht negativen und nicht siimtlich verschwindenden Koeffizienten «,, X ihr 
Konvergenzradius, und durchliiuft r positive Werte, welche der Bedingung 
0<r< X geniigen, so nimmt der Ausdruck 
PO) 
: P(r) 
bei wachsendem r niemals ab. 


*) Denn alle Punkte (a, y), fiir welche = =f, y| <@,' ist, gehéren dem Ge- 
biete |a| <e, |y| << an. y 
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Hierzu geniigt der Nachweis, daB der Ausdruck 


P(r) P(r) + rp(r)p" (r) — rp?) =) ayer, (vty —1) — wv) rete 


u,v=0 
-> [Sa...0@v—a)} 2 
i 


niemals negativ ist. In der Tat hat man, gleichgiiltig ob 4 gerade (= 26) 
oder ungerade (= 26 — 1) ist, 


a o-1 


a a,_,a,v(2v — 4) = > @,@,_,(A — v) (A — 2v) 


v=0 v=0 
und folglich 


a o-1 


P a ,_,a,v(2v — a) = z= a,_,a,(A — 2v)?>0. 


v=0 v=0 
Folgerung. Fiihrt man die Bezeichnung 
logr = & und log p(r) = 2(&) 


ein, so wird 

Pe A) 

re ~*@) 
und somit nimmt, wenn & reelle Werte unterhalb log X durchliuft, 2’ (&) 
bei wachsendem £ niemals ab. Bezeichnet man daher mit &,, &, & drei 
beliebige reelle Werte, welche der Bedingung 


B,<& < & < log X 
geniigen, so liefert der Mittelwertssatz sofort die Beziehung 


a (&,) — «(§,) a (Es) — «(&) 
a =*G)S EE 


&, — &) w(E) < (E5 — &) w(&,) + (& — &) (Es), 


welche in der letzteren Form auch fiir den bisher ausgeschlossenen Fall, 
daB p(x) identisch verschwindet, insofern bestehen bleibt, als dann jedes 
einzelne Glied den Wert — oo annimmt. 

2. Es bedeute nun 


oder 


$ (a, y) = b a) a y’ 


“,v=0 


eine beliebige, nach positiven Potenzen von x und y fortschreitende 
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Doppelreihe. Fiir die absolute Konvergenz derselben, d. i. fiir die Kon- 
vergenz der (nur positive Terme enthaltenden) Doppelreihe 


> |e yl (a) = | a|) 
“,v=0 
ist notwendig und hinreichend: erstens, daB jede der Reihen 
P(r) = >? are (r= |2/) 
u=0 


(v= 0,1, 2,---) 


und zweitens, daB die aus deren Summen zusammengesetzte Reihe 


> rwlyy 
v=0 


konvergent sei. Setzt man daher zu jedem beliebigen positiven (von Null 
verschiedenen) Werte von r: 

1 = # 
(1) 7 —limYp,(), 
falls eine jede der Reihen p,(r) (v = 0,1, 2,---) konvergiert, andernfalls 
r =0, so ist B(x, y) fiir |z|=—~r, |y|<7r’ absolut konvergent, dagegen 
fir |2|=+r, |y|>~,’ nicht mehr absolut konvergent. r’ heiBe der zu r 
assoziierte Konvergenzradius*) und die Beziehung zwischen r und 7’ werde 
angedeutet durch die Gleichung: 

r= g(r), 

wo (r) fiir 0<r< oo villig eindeutig definiert ist und bei wachsendem 
r niemals zunimmt. Es bezeichne R die obere Grenze aller derjenigen 
Werte von r, fir welche g(r) >0O ist (R=0, falls kein solcher Wert 
existiert), so daB also 


g(r) >0 fir O<r<R, g(r) =0 fir r> R.*) 

*) Diese Festsetzung weicht, da gemiB derselben 7’ die gréBte positive Zahl ist, 
welche die Eigenschaft besitzt, daB $(a, y) im Gebiete |x| < (!)r, |y| <7 dureh- 
weg absolut konvergiert, von der in § 7,1 getroffenen zunichst ab. Aus der sich 
weiterhin (Nr. 3) ergebenden Stetigkeit der Funktion g(r) folgt jedoch, daB die beiden 
beziiglichen Werte auBer etwa in dem einzigen Falle r= R miteinander zusammen- 
fallen miissen. Vgl. a. p. 82, FuBn. **). 

**) Ist R=0, so konvergiert f(a, y) in keinem Punkte (a, y) absolut, dessen 
Koordinaten beide von 0 verschieden sind. Bedeutet X die untere Grenze der Kon- 
vergenzradien x, simtlicher Reihen P,(r), 80 gilt natiirlich stets R<¢X ; daB tat- 


sichlich R < X sein kann, zeigt das Beispiel p (r)=(r +7? + 1° + -- :)”*, bei welchem 


X=1, R= = ist. Andererseits kann R auch unendlich gro8 sein, vorausgesetzt, 
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Fihrt man die Bezeichnungen §=logr, & =logr’= (§) und 
log p,(r) = 2,(—) (v = 0,1, 2,---) ein, so folgt aus (1) fiir jeden reellen 
Wert von & unterhalb log R: 


»_ a #,@) 
a ha 
Es seien nun 1,, 7;, 7; drei positive Werte, welche der Bedingung 


0<1,<%<97,<R 
geniigen, und es werde 


g(r) =r, sowie logr,=£§,, logr; = &; (i= 1, 2, 3) 
gesetzt. Aus der nach Nr. 1 giiltigen Beziehung 
(&; — &,) #,(&) < (Es — &2) 7, (6) + (Ee — §:)a,(E&) (v= 9,1, 2,---) 
folgt alsdann sofort: 


(&, — &) fim = < tim + {(&, — &) (6) + (& — 8) 44) 


< (ts — &) fim © + (& —&,) fim’, 


d. h. 
(& — &) Es > (& — &) &’ + (& — &:) Ss, 


was auch auf irgend eine der folgenden Arten ausgedriickt werden kann: 


&.° — 6) x, &" — & 
& — inet -§, 2b &—& bs 
.; |} 1 logr, logr,’ | 
é, | <4, baw. | 1 logr, logr,’ | <0, 


= 1 logr, logr,’ 


p(n)" SO(n) "*9(%) 
oder in Worten: Stellt man die Beziehung & = 0(§) fiir §< log R in der 
iiblichen Weise graphisch dar und sind P,, P,, P, drei aufeinander fol- 
gende Punkte der sich ergebenden Kurve, so liegt P, niemals unterhalb der 
Sehne P,P, (oder — was damit gleichbedeutend ist — P, niemals ober- 
halb der Sehne P,P, oder endlich P, niemals oberhalb der Sehne P, P;).*) 


daB X es ebenfalls ist. — R ist offenbar mit der bisher schon (vgl. p. 24) als 
x-Maximalradius bezeichneten GréBe identisch, waihrend der y-Maximalradius mit 
dem Grenzwerte (+ 0) zusammenfillt. 

*) Jede Gerade hat demnach hichstens zwei Punkte oder eine einzige gerad- 
linige Strecke mit der Kurve gemein. Hat niimlich eine Gerade 3 Punkte Q,, Q,, 
Q, (in dieser Reihenfolge) mit der Kurve gemein, so miissen auch die siimtlichen 
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Die hierdurch ausgedriickte Eigenschaft der Funktion g(r) wollen 
wir im folgenden der Kiirze halber ihre Grundeigenschaft nennen.*) 

3. Zieht man nun noch die Monotonie der Funktion g(r) hinzu, so 
ergeben sich als unmittelbare Folgerungen zunichst die nachstehenden 
speziellen Eigenschaften der Kurve x’ = g(r)**): 

g(r) kann im Intervalle 0<r< R héchstens lings einer einzigen, 
und zwar mit r =O beginnenden Teilstrecke konstant sein. 

Ist namlich etwa g(r,)= (2) (O<r,<7,< R) und setzt man 
&, =logr,, & = logr,, so dab O(§,) = O(&) wird, so gilt fiir jeden be- 
liebigen reellen, unterhalb & gelegenen Wert & einerseits ®(&,) > (,) 
(infolge der Monotonie), andererseits ®(&) < (&,) (infolge der Grund- 
eigenschaft), und somit ©(&) = O(&,). 

Ist speziell p(r) fiir irgend einen dem Intervall 0 <r < R angehirenden 
Wert r= r, unendlich groB, so gilt das nimliche fiir jeden Wert r dieses 
Intervalls. ***) 

Dies ergibt sich fiir *<7, aus der Monotonie, fiir r >r,y aus der 
Grundeigenschaft. 

Fiir jeden dem Intervalle 0<r< R angehirenden Wert r ist die 
Funktion g(r) stetig. 

Es geniigt, das Entsprechende fiir die Funktion ®(£) nachzuweisen; 
dabei kann von dem Falle, da® irgend ein Wert der Funktion (&) 
positiv unendlich ist, nach dem Vorigen abgesehen werden. Ist nun &, 
irgend ein reeller Wert unterhalb logR, so mége & der Bedingung 
§, < &,< log R entsprechend gewahlt werden. Fiir jeden beliebigen Wert 
von € unterhalb &, (einerlei ob § < & oder & > &) ist alsdann — einer- 
seits infolge der Monotonie, andererseits infolge der Grundeigenschaft — 
zwischen Q, und Q, gelegenen Kurvenpunkte der Geraden angehiren; wiirde etwa der 
zwischen Q, und Q, gelegene Kurvenpunkt @ der Geraden nicht angehiren, also oberhalb 
derselben liegen, so wiirde Q, wnterhalb der Sehne Q Q, liegen, was gegen den Satz verstdBt. 

*) Herr 0. Blumenthal hatte die Freundlichkeit, mich noch wihrend der Druck- 
legung darauf aufmerksam zu machen, da® dieser Satz sowie der griéBere Teil der 
daran gekniipften Folgerungen bereits von E. Fabry (Sur les rayons de convergence 
d'une série double, Comptes Rendus, t. 134 (1902), p. 1190) mitgeteilt worden sind, 
so da8 nur die Betrachtungen von Nr. 5 als wesentlich neu gelten kénnen. 

**) Der erste und der (im wesentlichen damit gleichbedeutende) dritte der nach- 
folgenden Sitze sind bereits von den Herren A. Meyer und Phragmén bewiesen 
worden: A. Meyer, Om konvergensomradet hos potensserier af flere variabler (Upsala 
1887); Om kontinuitet hos konvergensomriden (Ofv. af k. Vetenskaps-Akad. Forh., 
Stockholm 1888). Phragmén, Om konvergensomridet hos potensserier af tvi vari- 
abler. (Ebenda.) 

**) Dies gilt jedoch keineswegs, wenn bloB bekannt ist, daB der Grenzwert 


(+0) unendlich groB sei. (Beispiel: Reihe fiir i ay) 


Mathematische Annalen. LXII. 
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&() zwischen den beiden Werten (£,) und (é,) + = fo (O&,) —9&,)) 


gelegen*), was offenbar die Stetigkeit der Funktion im Punkte & = &, nach 
sich zieht.**) 

4. Wihrend die Eigenschaften der Funktion g(r), wie sie sich im 
vorigen als Folgerungen aus der Grundeigenschaft und der Monotonie 
ergaben, nur spezieller Natur sind, so kénnen die beziiglichen Be- 
trachtungen derart vervollstiindigt werden, da8 man ein System von Higen- 
schaften der Funktion erhialt, welches die Grundeigenschaft und die Mono- 
tonie vollstindig zu ersetzen vermag. Lin derartiges System von Eigen- 
schaften ist zunichst das folgende: 

Sieht man von dem Falle ab, wo die Funktion 0(§) fiir alle § <logR 
positiv unendlich ist, so besitet dieselbe fiir jeden Wert § unterhalb log R je 
eine endliche vorwidrts genommene und eine endliche riickwdrts genommene 
Ableitung, und zwar ist die erstere niemals grifer als die letztere, und beide 
niemals pee. *eE) Sind &,,& zwei beliebige der Bedingung 


*) M. a. W.: Besitzt der betrachtete Kurvenpunkt P, die Abszisse &, und ge- 
niigt die Abszisse £, des Kurvenpunktes P, der Bedingung &, < &,< log R, so liegt 
jeder beliebige Kurvenpunkt, dessen Abszisse kleiner als &, ist, zwischen der durch 
P, gehenden Parallelen zur ¢-Achse und der Sehne P, P, (bezw. ihrer Verliingerung 
itiber P, hinaus). 

**) Im Punkte r—AF hingegen kinnen die drei Werte g(R— 0), g(R) und 
o(R-+ 0)=0 tatsiichlich voneinander verschieden sein, und zwar kann (R) mit 
jedem beliebigen, zwischen g(R — 0) und 0 gelegenen Werte zusammenfallen (s. Nr. 5). 
Will man zwischen x und y eine volle Symmetrie herstellen, so empfiehlt es sich, 
eine jede der Bedingung 0<1’< y(R—O) geniigende Zahl r’ als den Wert eines 
za r= assoziierten Radius anzusehen. (Der gréfte (R—0) derselben ist der- 
jenige, welcher der in § 7,1 benutzten Definition der assoziierten Radien entspricht; 
der Wert ¢(R) ist in jener Gesamtheit sicher ebenfalls enthalten.) Bezeichnet man 
alsdann noch mit R’ den Grenzwert (+ 0), so wird durch die Gesamtheit der Wert- 
paare r,r’ ein stetiger Linienzug dargestellt, welcher die beiden Punkte r = 0, 1’= R’ 
und = R, r'=0 miteinander verbindet, zu Beginn des Verlaufes der r-Achse, zum 
Schlu8 der r’-Achse parallel laufen kann, wihrend im ganzen iibrigen Verlaufe 7’ 
bestiindig abnimmt, wenn r zunimmt, und umgekehrt. Die Bedeutung dieser Kurve 
kann alsdann auch folgendermafen ausgesprochen werden: Sind r,71’ die Koordinaten 
eines beliebigen Kurvenpunktes (d. h. ein Paar assoziierter Radien im erweiterten 
Sinne), so konvergiert die Potenzreihe in jedem Punkte des Gebietes |x <r, |y|<r' 
absolut, dagegen in keinem Punkte des Gebietes |x|>r, |y|>r’. Auch fiir diese 
erweiterte Definition der assoziierten Radien behalt die Grundeigenschaft ihre Giiltig- 
keit bei. 

***) Die bis hierher in diesem Satze ausgesprochenen Eigenschaften der Funktion 
(&) gelten auch unveriindert fiir die Funktion g(r) selbst. Das folgende hingegen 

nx 


bleibt fiir die Funktion g(r) selbst nicht giiltig; ist z. B. B(a,y) = S(ey)4, so ist 


o(r) = - und somit nimmt g’(r) mit wachsendem r bestindig zu. 





0)) 


ng 


r= 
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— oo <§, << & <logR 
geniigende Werte, so ist keine der beiden Ableitungen im Punkte § = & 
groper als irgend eine der beiden Ableitungen im Punkte § = &,.*) 
Beweis. Ist & ein beliebiger Wert unterhalb log R und wihlt man 
&, und & der Bedingung & < &,< & < log R entsprechend, so ergibt die 
Grundeigenschaft die Beziehung: 


® (E,) - —® (Go) (&,) — %(&,) 
& aos & § ad &, 


d. h. der Quotient ht 5) nimmt bei abnehmenden positiven Werten 


von h niemals ab; da derselbe infolge der Monotonie der Funktion (&) 
iiberdies niemals den Wert Null iibersteigen kann, so existiert 


(1) lim *(6e-F*)—SXt) 
h=0 
(h>0) 
und besitzt einen endlichen, jedoch niemals positiven Wert. 

Andererseits nimmt der betrachtete Quotient bei negativen, dem ab- 
soluten Betrage nach abnehmenden Werten von h niemals zu; da der- 
selbe aber, wenn & der Bedingung & < &,< log R enisprechend beliebig 
gewihlt wird, wie ebenfalls die Grundeigenschaft lehrt, niemals unter 


o(E,) — OG) . 
den Wert : und somit auch nicht unter den Grenzwert (1) herab- 


1 0 
sinken kann, so existiert 


lim | e+") — (§,) 
A4=0 
(h <0) 

und besitzt einen endlichen Wert, welcher von dem Werte (1) niemals 
iibertroffen wird, jedoch infolge der Monotonie von ®(&) ebenfalls niemals 
positiv sein kann. 

Geniigen endlich & und & der Bedingung &, < & < log R, so befinden 
sich die Werte der beiden im Punkte & gebildeten Ableitungen nicht 


unterhalb oo) = P, hingegen die Werte der im Punkte & gebildeten 
ve nicht oberhalb dieser GréBe. 


* Daraus folgt zugleich, da8 es nicht mehr als abzdhlbar unendlich viele Punkte 
der Kurve geben kann, fiir welche die beiden Ableitungen voneinander verschieden 
sind. Ordnet man niimlich jedem derartigen Kurvenpunkte dasjenige reelle Intervall 
zu, welches von den Werten der zugehiérigen beiden Ableitungen begrenzt wird, so 
schlieBen je zwei beliebige dieser Intervalle einander vollstiindig aus. Solcher Inter- 
valle kann es aber nach einem bekannten, von Herrn G. Cantor herriihrenden Satze 
héchstens abzihlbar unendlich viele geben. 


6* 
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Kiirzer noch lassen sich jedoch die in Rede stehenden Eigenschaften 
der Funktion g(r) in folgendem Satze zusammenfassen: 

Sieht man von dem Falle ab, wo die Funktion (§) fiir alle § < log R 
positiv unendlich ist, und bedeutet P, einen beliebigen Punkt der Kurve 
&’= (£), dessen Abszisse & kleiner als log R ist, so gibt es mindestens 
eine durch P, gehende Gerade mit endlichem, jedoch nicht positivem Richtungs- 
koeffizienten*), welche die Eigenschaft besitzt, daB kein Punkt der Kurve 
oberhalb derselben gelegen ist.**) Jede derartige Gerade soll im folgenden 
kurzweg eine ,,Tangente im Punkte P,“ genannt werden. 

Es besitzt nimlich jede durch den Punkt P, gehende Gerade, deren 
Richtungskoeffizient mit einer der beiden Ableitungen der Funktion 0(&) 
im Punkte £ iibereinstimmt oder aber beliebig zwischen diesen beiden 
Werten gelegen ist, die verlangte Higenschaft, wie unmittelbar daraus 
folgt, daB die vorwirts genommene Ableitung mit der oberen Grenze aller 


Werte des Quotienten oe fiir &,<§&<logR, die riickwiirts ge- 
0 

nommene aber mit der unteren Grenze aller Werte des namlichen Quo- 

tienten fiir — co < § < &, identisch war. 

Umgekehrt folgt aus dieser Eigenschaft erstens offenbar die Monotonie 
der Funktion ©(£), dann aber auch die Grundeigenschaft. Sind niamlich 
P,, P,, P, drei aufeinanderfolgende Kurvenpunkte und wiirde P, unter- 
halb der Sehne P, P, liegen, so kénnte die Kurve im Punkte P, keine 
»langente“ besitzen, da ja oberhalb jeder beliebigen durch P, gehenden 
Geraden stets mindestens einer der beiden Punkte P, und P, zu liegen 
kame. 

5. Es soll nun der Nachweis gefiihrt werden, daB die Monotonie 
und die Grundeigenschaft der Funktion g(r) (oder die mit ihnen gleich- 
wertigen soeben hergeleiteten Eigenschaften) die einzigen Beschrinkungen 
darstellen, welchen die Funktion g(r) tiberhaupt unterworfen ist, so daB 
durch die genannten Higenschaften der Funktion g(r) die allgemeinste 
Gestalt des Bereiches der absoluten Konvergenz einer Potenzreihe zweier 
Veriinderlichen festgelegt ist. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns eine willkiirliche Funktion g(r) 
vorgelegt, welche die erwaihnten EHigenschaften besitzt, und weisen die 


*) Unter dem Richtungskoeffizienten einer Geraden der £§’-Ebene sei in Uber- 


einstimmung mit dem iiblichen Sprachgebrauche der Quotient 1 der beiden Koor- 


dinaten eines beliebigen Punktes der durch den Nullpunkt gezogenen Parallelen 
verstanden. 

**) Diese Eigenschaft kann natiirlich auf die Kurve r’= q(r) unmittelbar tiber- 
tragen werden. An Stelle der Geraden mit endlichem, nicht positivem Richtungs- 
koeffizienten treten dabei die Kurven Crer’2=1 («>0, B>0, C>0). 
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Existenz einer Potenzreihe $(«, y) = Sata y” nach, deren Konvergenz- 


MY 

bereich genau durch die Beziehung r’= g(r) dargestellt wird. Mit R 
bezeichnen wir wiederum die obere Grenze aller Werte von r, fiir welche 
die vorgelegte Funktion g(r) > 0 ist. 

Um unter allen sich darbietenden Méglichkeiten zunichst den Fall 
R=0 wu erledigen, so verlangt dieser eine Reihe $(2,y), welche in 
keinem Punkte (a, y) absolut konvergiert, dessen Koordinaten beide von 
Null verschieden sind. Um eine derartige Reihe zu bilden, geniigt es 
z. B. die Koeffizienten a{) so zu wahlen, daB der Konvergenzradius der 


Potenzreihe > aie" gleich Null wird, wahrend den simtlichen tibrigen 


7 
Koeffizienteu af?) (u > v) beliebige Werte beigelegt werden kénnen.*) 


Ist nun R> 0 (ev. auch unendlich groB), so mége zuniichst derjenige 
Fall herausgegriffen werden, in welchem g(r) fiir irgend einen Wert r 
des Intervalls 0<7r< R und somit (Nr. 3) auch fiir jeden Wert dieses 
Intervalls wnendlich grof ist. Ist zunachst auch R unendlich groB, d. h. 
soll $8(a, y) fiir jeden endlichen Wert der beiden Verinderlichen x und y 
absolut konvergieren, so kann man z. B., um eine derartige Reihe zu 
erhalten, a{?) = b,c, (u,v = 0,1, 2,---) setzen, wobei b, (u = 0, 1, 2,---) 
und c, (v= 0,1, 2,---) die Koeffizienten je einer bestindig konvergenten 
Potenzreihe einer Verinderlichen bedeuten. Ist jedoch R endlich und ist 
noch g(R) = S vorgeschrieben, so stellt, falls S einen endlichen von Null 
verschiedenen Wert besitzt, 


Ben > (%) (4) 


eine Reihe der verlangten Art dar; ist S gleich Null oder unendlich groB, 
so gilt noch das gleiche, wenn man in dem angegebenen Ausdrucke S 


durch + bezw. durch A ersetzt.**) 


Es bleibt nun noch iibrig, den Fall zu behandeln, in welchem R > O 
(und zwar endlich oder unendlich groB) ist und g(r) fiir jedes r>0 
einen endlichen Wert besitzt. 


*) Eine derartige Potenzreihe $(#, y) konvergiert demnach ausschlieBlich fir 
die Wertsysteme y= 0, |2%| << X,, sowie x= 0, |y| < Y,, wo X, und Y, zwei 
jeweils bestimmte positive Zahlen bedeuten, welche jeden Wertes (inkl. 0 und oo) 
fahig sind. 

**) Jedoch geniigt es in diesen letzteren beiden Fallen auch schon, §, (x, y) =y" B,(a) 
za setzen, wo m» eine beliebige positive ganze Zahl, 9§,(@) eine ausschlieBlich fiir 
|| < R bezw. ausschlieBlich fiir |x| < R absolut konvergierende Potenzreihe bedeutet. 
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Es bedeute in diesem Falle &,, &,--- eime Reihe reeller Gréfen, 
welche simtlich kleiner als log R seien und das von — oo bis log R sich 
erstreckende Gebiet reeller GriBen iiberall dicht erfiillen mégen. Die aus 
der Funktion g(r) vermége der Substitution logr=—£, log g(r) = &’ 
hervorgehende Kurve £°=(£) besitzt alsdann in jedem der Punkte 

=& (¢=1,2,---) nach Voraussetzung mindestens eine ,,Tangente“ 7, 
(gibt es mehr als eine solche, so sei eine beliebige unter ihnen ausgewahlt 
und mit 7’, bezeichnet); die Gleichung derselben sei: 

aj§ + BS’ + ¥,=0 («, = 0, B; >). 
Bezeichnet man nun mit «) die kleinste nicht unterhalb ia, gelegene, 
mit 6 die kleinste nicht unterhalb 48, gelegene ganze Zahl und setzt 


e'=C,, so konvergiert die Reihe 


>i Cra yf’, 

i=0 
welche als Potenzreihe in C, aufgefaBt werden kann, sicher absolut, so- 
lange C,|x\“‘\y\"' <1, divergiert hingegen, sobald C,|zx\“‘\y|"'> 1. ist. 
Dies andert sich auch dann nicht, wenn man alle diejenigen (nur in end- 
licher Anzahl vorhandenen) Glieder der Reihe tilgt, fiir welche 

+ BP <i 

ist; die so modifizierte Reihe mége alsdann mit [,(x, y) bezeichnet werden. 
Ferner sei eine Reihe ,(«, y) auf folgende Weise definiert: Ist R unend- 
lich groB, so sei %,(z,y) = 0. Besitzt jedoch R einen endlichen Wert 
und ist S der vorgeschriebene Wert von g(R)*), so werde $,(x, y) mit 
derjenigen bereits oben aufgestellen und ebenso bezeichneten Reihe iden- 
tifiziert, welche zu den niaimlichen Werten von R und S gehért. Endlich 


er 


bedeute > eine konvergente Reihe positiver GréBen, deren Summe ¢ 


i=1 


sein mége. Der Ausdruck 


BPo(x, y) + Bi (a, y) + eB (z, y) +--- 
kann alsdann zu einer wohlbestimmten, nach Potenzen von x und y fort- 
schreitenden Doppelreihe $§(z, y) = DS lapary’ zusammengezogen werden, 


wobei zu einem bestimmten Koeffizienten a{) auBer (a, y) nur die 
u+v Reihen $,(x, y) (¢ =1,2,---, w+ v) einen Beitrag liefern kénnen, 

Von der so erhaltenen Reihe (x,y) kann man nun leicht zeigen, 
daB sie alle verlangten Higenschaften besitzt. Ist nimlich zuniichst 1, 


*) Derselbe unterliegt ausschlieBlich der aus der Monotonie von g(r) entspringen- 
den Bedingung o(R — 0) > 9(R) > 0. 
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irgend ein der Bedingung 0 <7, < R geniigender Wert, so konvergiert 
P(r, y) fiir |y| << p(79) absolut, hingegen nicht mehr fiir |y| > p(r,). Um 
dies nachzuweisen, mige log r, = £), log »(r)) = %(&) = & und log |y| = 
gesetzt werden. Ist nun |y| > (7), also 7 > &, so kann man infolge 
der Stetigkeit der Funktion (§) eine positive GréBe h so bestimmen, daB 
OE) <4 
bleibt, solange € dem Intervall &—h<§&<§&, angehért. In diesem 
lohatenen Intervall befindet sich nun sicher eine der GréBen E, (¢=1, 2,---); 
aus (£,)<y folgt aber, da eine ,,Tangente* der Kurve sinquals einen 
positiven Richtungskoeffizienten besitzt, daB der Punkt (&, 7) oberhalb 
der Tangente 7; liegt, d. h. daB fiir den betreffenden Wert von 7: 
«Fo + Bn + ¥;,> 0 
oder 
Ore! \y\"* > 1 
gilt. Demnach divergiert also die zugehérige Reihe $,(r, |y!), infolgedessen 
aber auch B(7,, y|), da ja in simtlichen Reihen %,(a, y) nur positive 
Koeffizienten vorkommen. 

Ist aber |y|< (r,), also 4 < &, (wobei — vorausgesetzt, dab R 
endlich ist — der Fall r, = R, |y|< o(R—O) gleich in die Betrachtung 
mit eingeschlossen werden midge, indem hier § = log p(R — 0) definiert 
sei), so liegt der Punkt (&,7) unterhalb jeder der ,,Tangenten“ 7;, da 
ja andernfalls der Kurvenpunkt (&), &,’) oberhalb einer solchen zu liegen 
kime. Es gilt also: 

o£ + By + ¥,<0 (¢ = 1, 2,---) 
oder 
Cyre'\y "<1, 
so daB jede der Reihen $;(7,, y) absolut konvergiert. Nun ist 


1 
Biro» |y!) <> Cire? | y |e <>8 Orie |yr< oD pSFeo 


(= 1,2.) 


wo @ die gréBere der beiden Zahlen 1 und 7), 6 die gréBere der beiden 
Zahlen 1 und |y| bedeutet, und folglich 


a 


DeBilro, |!) S¥ cos. 


t=1 


Da nun iiberdies (wenn man sich jetzt wieder auf den Fall »,< R 
beschrinkt) $8,(r,,|y|) fiir jeden endlichen Wert von y konvergiert, so 
ist damit die Konvergenz der Reihe B(ry, |y|), d. h. die absolute Konver- 
genz der Reihe $5(r,, y), fiir |y| << m(r,) erwiesen. 
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Besitzt speziell R einen endlichen Wert, so bleiben noch die beiden 
Faille r, > R und r, = R zu betrachten. 

Ist r) > R, so divergiert die Reihe f(r, |y|) und somit auch P(r), |y!), 
sobald nur y von Null verschieden ist. 

Ist endlich r, = R, so divergiert fiir |y| > S die Reihe %,(R, |y|) und 
somit auch $(R, |y|). Fiir |y| << S hingegen konvergiert ,(R, |y|), sowie 


nach obigem (da S<g(R—O) ist) auch die Summe > ak (B, iy!) 
und daher auch die Reihe $(R, |y!).*) i=] 


Miinchen, im Januar 1905. 


*) Die Ubereinstimmung fiir r= R ist in Wahrheit von geringerer Bedeutung, 
da der Wert von o() fiir sich allein in keiner Weise mehr auf die Gestalt des Be- 
reiches der absoluten Konvergenz, vielmehr nur auf das Verhalten der Potenzreihe 
langs der Begrenzung desselben einen Einflu8 ausiibt. Ist der Wert von g(R) nicht 
besonders vorgeschrieben, so kann man die Reihe §§,(a, y) des Textes auch durch 
y> B(x) ersetzen, wo m eine beliebige ganze Zahl, 5, (x) eine beliebige Potenzreihe 
in x (mit positiven Koeffizienten) bedeutet, deren Konvergenzradius die Gréf8e R ist. 
— Offenbar kann man es durch geeignete Wahl der Koeffizienten aj?) und a{”) ferner 
noch erreichen, da8 ${x, 0) einen gegebenen Konvergenzradius X,, und $(0, y) einen 
gegebenen Konvergenzradius Y, besitze (wobei natiirlich X, > R, Y, > R’sein muB); 


nitigenfalls ersetze man zu diesem Zwecke die Reihe $(a,y) des Textes zuniichst 
durch «x $ (2, y). 


Nachtrag: Den in § 12 der vorstehenden Arbeit behandelten Gegen- 
stand hat Herr G. Faber in seiner inzwischen erschienenen Abhandlung: 
»Uber die zusammengehirigen Konvergenzradien von Potenzreihen mehrerer 
Veréinderlicher* (Math. Ann. Bd. 61, S. 289) auf einem etwas anderen 
Wege zur Erledigung gebracht und dabei die Betrachtung auch auf den 
Fall beliebig vieler Veranderlicher ausgedehnt. Der Umstand, daB in meiner 
Arbeit jeglicher Hinweis auf die Abhandlung des Herrn Faber fehlt, findet 
seine Erklirung darin, da (aus anderweitigen Griinden) die Drucklegung 
der ersteren schon zu einer Zeit erfolgte, als Herrn Fabers Arbeit noch 
nicht verdffentlicht war. In bezug auf ihre Entstehungszeit fallen die 
beiden Arbeiten vollstindig zusammen. 


Miinchen, im Februar 1906. 








A. Lozwy. Vollstindig reduzible Differentialgleichungen. 


Uber vollstandig reduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen. 


Von 


Aurrep Loewy in Freiburg i. B. 


In dem vorliegenden Aufsatze habe ich einen neuen Begriff, nimlich 
den der vollstindig reduziblen linearen homogenen Differentialgleichung, 
eingefiihrt. Er ist insofern fiir die Theorie der linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichungen von Bedeutung, als zu jeder linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung eine eindeutig bestimmte, gréBte vollstindig reduzible 
lineare homogene Differentialgleichung gehért, und diese letztere tiber alle 
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen, deren Integrale 
der vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung geniigen, Aus- 
kunft erteilt. Von den erzielten Resultaten hebe ich an dieser Stelle nur 
hervor: Jede vollstiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung 
ist entweder nur auf eine einzige Art oder auf unendlich viele Arten 
kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Diffe- 
rentialgleichungen. Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homo- 
gene Differentialgleichung durch die Integrale von unendlich vielen ver- 
schiedenen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen erfiillt 
wird, ist, daB die zu der vorgelegten linearen homogenen Differential- 
gleichung zugehdérige, gréBte vollstiindig reduzible lineare homogene Diffe- 
rentialgleichung auf unendlich viele Arten kleinstes gemeinsames Viel- 
faches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen ist. 

Bei der Abfassung der Arbeit habe ich mich nur der einfachsten 
Siitze tiber lineare homogene Differentialgleichungen bedient und diese im § 2 
zusammengestellt. Nicht beniitzt wurde die Picard-Vessiotsche Theorie 
der Rationalititsgruppe einer linearen homogenen Differentialgleichung. 
Die Kenntnis meines friiher verdffentlichten Aufsatzes ,Uber reduzible 
lineare homogene Differentialgleichungen“*), mit dem die vorliegende 


*) Math. Annalen, Bd. 56, S. 549. 
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Verdffentlichung in innigstem Zusammenhange steht, ist fiir die Lektiire 
dieses Aufsatzes nicht erforderlich; ein Teil der friiher gewonnenen Re- 
sultate ergibt sich, wie ich zeige, aus den hier erhaltenen. 


$ 1. 
Der Rationalitiitsbereich. 


Fiir die folgenden Untersuchungen denken wir uns einen Rationalitiits- 
bereich 2 zugrunde gelegt. Ein Rationalitiitsbereich © wird von irgend 
einem derartig vollstiindigen oder in sich abgeschlossenen Systeme von 
Funktionen einer unabhingigen Variablen x gebildet, daS man die Funk- 
tionen des Systems unbeschrinkt untereinander addieren, subtrahieren, 
multiplizieren und dividieren (ausgenommen die Division durch Null), 
sowie eine jede differentiieren kann, ohne hierdurch das vorgelegte Funk- 
tionensystem zu verlassen. Von den Funktionen von 2 wird auch voraus- 
gesetzt, daB jede einzelne dieser Funktionen ausnahmslos in demselben 
Bereiche S der Ebene eine eindeutige, bis auf isolierte Punkte iiberall 
in S reguliire analytische Funktion sein soll. Vielleicht ist es noch gut, 
zu bemerken, daB die Gesamtheit aller Punkte von S, die als Singulari- 
taiten fiir die Funktionen von in Frage kommen, nicht etwa ein System 
isolierter Punkte zu bilden braucht, sondern nur gefordert wird, daB jede 
einzelne Funktion von & innerhalb des Bereiches S ausnahmslos isolierte 
Singularititen hat. 

Sei (Q): 


68 ; a™—*y ne — 
Qo (2) —* 1 (*) aes eh Ym(X) Y 


irgend eine lineare homogene Differentialgleichung, deren Koeffizienten 
dem Rationalitiitsbereiche  angehéren sollen.*) Da infolge der iiber 2 
gemachten Voraussetzungen jede einzelne Funktion aus 2 und daher auch 
die m Funktionen: 

%(%) %(*) ~.. Im() 

Go (#)” G(x)’ ” qo(@) 
nur an isolierten Punkten innerhalb des Bereiches S aufhéren regular zu 
sein, so gibt es ein Fundamentalsystem y,, y,,---, y,, von Integralen 
von (Q), das bis auf isolierte Punkte innerhalb S regular ist und durch 
seine Anfangswerte und die seiner m —1 ersten Abgeleiteten fiir eine be- 
liebige Stelle «= 2 im Innern von S, an der die Funktionen 


(2) %(@) ——— Am(@) 


GQ (%)? Go (x)? a.  (&) 


*) Alle im folgenden auftretenden Differentialgleichungen und Differentialaus- 
driicke haben ausnahmslos Koeffizienten aus 2. 


- 2. a. a | i ee ee ee oe ee oe 
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simtlich regulir sind, festgelegt werden kann. Bei unserer Wahl von 2 
ist mithin fiir jede lineare homogene Differentialgleichung mit Koef- 
fizienten aus * die Integralexistenz gesichert. Auf die Frage, ob und 
wie man die Voraussetzungen fiir den Rationalitiitsbereich Y noch _be- 
schriinken kann, ohne da eine lineare homogene Differentialgleichung mit 
Koeffizienten aus 2 Integrale zu besitzen aufhért, gehen wir nicht ein. 
Wir wollen nur einige Beispiele fiir einen Rationalititsbereich Y anfiihren, 
wie er durch die obigen Voraussetzungen festgelegt wurde. LEinen 
Rationalitiitsbereich 2 bildet offenbar die Gesamtheit der Konstanten 
irgend eines unendlichen Zahlkérpers (z. B. alle rationalen Zahlen oder 
alle reellen Zahlen) oder die Gesamtheit aller rationalen Funktionen einer 
Variablen x mit Koeffizienten aus einem beliebigen unendlichen Zahlkérper. 
Ein Rationalititsbereich © im obigen Sinne braucht also nicht alle Kon- 
stanten zu enthalten. Als Beispiel fiir einen Rationalitiitsbereich £ kénnen 
auch alle eindeutigen analytischen Funktionen, die innerhalb eines Be- 
reiches S ausnahmslos iiberall den Charakter rationaler Funktionen haben, 
angefiihrt werden. 

Hat man eine endliche Anzahl von Funktionen p, (x), p,(x),--+,p,,(2), 
die in der Ebene einen gemeinsamen Stetigkeitsbereich S besitzen, in dem 
jede dieser Funktionen ausnahmslos eindeutig und regulir analytisch ist, 
und bildet das kleinste Funktionensystem P, das durch p, (x), p(x), +++, p,, (2) 
entsteht und in sich derartig abgeschlossen ist, daB man je zwei Funk- 
tionen des Systems untereinander addieren, subtrahieren, multiplizieren 
und dividieren (ausgenommen die Division durch Null), sowie eine jede 
differentiieren kann, ohne hierdurch das Funktionensystem P zu verlassen, 
so enthilt P wegen der Voraussetzung, daB die Funktionen p,(7) (i=1,2,---,m) 
in S regulir sind, nur Funktionen mit polaren Unstetigkeiten in S; die 
singuliren Punkte jeder Funktion von P sind also in S isoliert, und P 
ist mithin ein Rationalititsbereich in dem oben verlangten Sinn. Hat 
man eine lineare homogene Differentialgleichung: 
d™-1y 


d a 1 


+:: +p, (2)y = 90 


P 
2 + p, (x) 


und geht nicht, wie wir es im folgenden tun werden, von einem der Be- 
trachtung zugrunde liegenden Rationalititsbereiche 2 als dem Primiiren, 
sondern von der Differentialgleichung selbst als dem urspriinglichen Ele- 
mente aus, so ist der Rationalitiitsbereich P der kleinste Rationalitiits- 
bereich, fiir den man die Differentialgleichung untersuchen wird. 





§ 2. 
Zusammenstellung von Hilfssiitzen. 


Wir stellen die im folgenden verwandten Hilfssiitze zusammen. Von 
irgend einer rationalen Funktion eines Fundamentalsystems y,, ¥, +--+, Ym 
von Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung (Q) und 
deren Abgeleiteten mit Koeffizienten aus 2 sagt man, sie ist eine sym- 
metrische Funktion des Fundamentalsystems y,, ¥,,---, y,, und dessen 
Abgeleiteten, wenn sie als Funktion von y,, y,,---,¥,, und deren Ab- 
geleiteten formal invariant bleibt, falls man y,, y,---, y,, und deren 
Abgeleitete den Substitutionen der allgemeinen linearen homogenen Gruppe 
unterwirft, d. h. y, (¢=1,2,---,m) durch 

Gin Ys + 2Ye +--+ 4inYmn (i= 1, 2,---,m) 
ersetzt, wobei die GréBen a‘, ein System von m? beliebigen Konstanten 
bedeuten. Hat man irgend eine rationale Funktion von ¥,, Ys, --*) Ym 
und deren Abgeleiteten mit Koeffizienten aus 2, so kann man mit Hilfe 
der linearen homogenen Differentialgleichung m‘® und héhere Abgeleitete 
beseitigen und erhalt durch diese Reduktion eine rationale Funktion 
VON Y;, Ye, °**> Ym; die deren Abgeleitete héchstens bis zur m— 1% 
Ordnung enthiilt und, da die vorgelegte Differentialgleichung (Q) nur 
Koeffizienten aus 2 hat, ebenfalls nur Koeffizienten aus 2 besitzt. Man 
beweist, daB jede rationale symmetrische Funktion von y,, y,, ---, y,, und 
deren Abgeleiteten mit Koeffizienten aus 2, die keine héheren als m—1* 
Abgeleitete enthalt, frei von y,, y¥,,---, y,, und deren Abgeleiteten, also 
eine bloBe Funktion aus 2, ist. Mithin hat man den bekannten, auf 
Herrn Appell zuriickgehenden Satz: 

Jede rationale symmetrische Funktion eines Fundamentalsystems y, , Ys 5°**sYm 
von Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung und deren Ab- 
geleiteten mit Koeffizienten aus Z ist als bloBe Funktion des Rationalitits- 
bereiches X ausdriickbar.*) 

Ist R irgend ein linearer homogener Differentialausdruck, so ist unter 
dem symbolischen Produkt QR bekanntlich der lineare homogene Dif- 
ferentialausdruck: 

a 1 R 


qaeat t+ Ie @)R 


Go(*) = + q(x) 


*) Appell, Sur les équations différentielles linéaires. Annales de l’Ecole Nor- 
male (2), 10 (1881). Beweise des Satzes findet man u. a. in Picards Traité d’Analyse, 
t. 3 (1896), 509 und in Ludwig Schlesingers Handbuch der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, Bd. 1 (1895), 41. 
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zu verstehen, falls @ den linearen homogenen Differentialausdruck 

~ a ee ws 
yorstellt. Haben Q und FR nur Koeffizienten aus dem Rationalititsbe- 
reiche, so trifft dies auch fiir QR zu. Fiir diese symbolische Zerlegung 
gilt folgender bekannter Satz: 

Wird eine lineare homogene Differentialgleichung D =O mit Koef- 
fizienten aus dem Rationalitiitsbereiche 2 durch alle Integrale einer eben- 
falls linearen homogenen Differentialgleichung E =—0 mit Koeffizienten 
aus dem Rationalitiitsbereiche = erfiillt, so gibt es einen linearen homogenen 
Differentialausdruck FE, mit Koeffizienten aus 2, so dab symbolisch D = E, E 
wird. E, = 0 ist eine lineare homogene Differentialgleichung, deren Ord- 
nung gleich der Differenz der Ordnungen von D =O und E = 0 ist. 

Eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 2 
heiBt in bezug auf den Rationalitatsbereich Y irreduzibel, wenn sie mit 
keiner linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, die 
ebenfalls nur Koeffizienten aus 2 besitzt, ein Integral gemeinsam hat; 
anderenfalls heiBt sie fiir den Rationalitiitsbereich 2 reduzibel. Dann gilt 
der Satz des Herrn Frobenius: Eine lineare homogene Differentialgleichung 
D=0 mit Koeffizienten aus 2, die mit einer irreduziblen linearen homo- 
genen Differentialgleichung J=0O mit Koeffizienten aus Z ein Integral 
gemeinsam hat, wird durch jedes Integral von J = 0 erfiillt.*) 

Fiir die folgenden Betrachtungen sehr wichtig ist auch der Begriff 
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier linearer homogener Differential- 
gleichungen mit Koeffizienten aus 2. Haben die zwei linearen homogenen 
Differentialgleichungen D,=0 und D,=0 mit Koeffizienten aus dem Ratio- 
nalitiitsbereiche J kein Integral gemeinsam, so gibt es eine lineare homogene 
Differentialgleichung U = 0 mit Koeffizienten aus 2, deren Ordnung gleich 
der Summe der Ordnungen von D,=0 und D, =O ist und die durch 
alle Integrale von D, = 0 und D, = 0 erfiillt wird.**) Der lineare homo- 
gene Differentialausdruck U, das kleinste gemeinsame Vielfache von D, 
und D,, ist bis auf einen nur von x abhingigen, willkiirlichen, allen Koef- 
fizienten gemeinsamen Faktor véllig bestimmt und nach einem der an- 
gegebenen Siitze sowohl durch D, als auch durch D, teilbar. Mithin wird: 


U=AD,; U=BD,. 


*) Fiir die angefiihrten Sitze kann man neben der fundamentalen Abhandlung 
von Frobenius, Uber den Begriff der Irreduzibilitiit in der Theorie der linearen Dif- 
ferentialgleichungen, Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76 (1873), 286 etwa die Dar- 
stellung in Ludw. Schlesingers Handbuch, Bd. 1, 8. 43—46 und S. 81—85 vergleichen. 

**) Der Fall, daB D, =0 und D, =0 einige Integrale gemeinsam haben, wird 
im folgenden nicht verwandt werden. 
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A und B bedeuten hierbei lineare homogene Differentialausdriicke mit 
Koeffizienten aus 2.*) 

SchlieBlich verwenden wir im folgenden noch den Begriff, daB zwei 
lineare homogene ellis mit Koeffizienten aus 2: 


Q=H(2)~ + 4,(a) — —— Yay. + Gn(x)y = 9, 


dx m 


d"z 


R= 1,(x) - #2 +2 (@) S44. ‘+1, (@)2=0 


von derselben Art**) sind. Man sagt: die Gleichung R=0O ist mit der 
Gleichung @ =O von derselben Art, falls man von den Integralen der 
Differentialgleichung @=0 zu denen der Differentialgleichung R= 0 
durch die Beziehung: 


ee 
2 = ay(x)y + a(x) $Y +--+ a, 4(@)' 


d™—*y 

dx m—1 

iibergehen kann; hierbei sollen a,(7), a,(x),---,a,,_,(~) Funktionen des 
Rationalitiitsbereiches 2 sein. Nach unserer Definition sind alle linearen 
homogenen Differentialgleichungen, die mit einer vorgegebenen von der- 
selben Art sind, mit ihr von gleicher oder niedrigerer Ordnung. Ist die 
lineare homogene Differentialgleichung @—0O mit einer linearen homo- 
genen Differentialgleichung P =O von m'* oder héherer Ordnung mit 
Koeffizienten aus X von derselben Art, so ist offenbar auch R=O mit 
P=0O von derselben Art. Im Falle » << m ist, wenn R=O mit Q=0 
von derselben Art ist, nicht umgekehrt @Q=0 mit R =O von derselben 
Art, also die eingefiihrte Beziehung nicht wechselseitig. Fiir » = m gilt 
der leicht herleitbare Satz von L. Fuchs: Gehéren von zwei linearen 
homogenen Differentialgleichungen derselben Ordnung die eine mit der 
anderen zu derselben Art, so sind die zwei linearen homogenen Differen- 
tialgleichungen gegenseitig von derselben Art. 

Wir brauchen noch folgenden Satz von Fuchs: Ist eine lineare 
homogene Ditferentialgleichung irreduzibel, so sind alle linearen homo- 
genen Differentialgleichungen, die mit ihr von derselben Art sind, eben- 
falls ausnahmslos irreduzibel und von der gleichen Ordnung.***) 


*) Brassinne, Note 3 in Ch. Sturms Cours d’Analyse, t.2. L. Heffter, Uber 
gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdriicke und lineare Differentialgleichungen 
derselben Klasse, Journ. f. d. r.u. ang. Math. Bd. 116, 8S. 157. E. Beke, Symmetrische 
Funktionen bei linearen Differentialgleichungen, Math. Ann. Bd. 45, S, 297. 

**) Die Bezeichnung stammt fiir m = m von Herrn Poincaré, Mémoire sur les 
fonctions zétafuchsiennes, Acta mathematica, Bd. 5 (1884), S. 212. 

***) L. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. Sitzungsberichte 
der Berliner Akademie, Jahrg. 1888, S. 1274 ff. Vgl. auch die Darstellung in Ludw. 
Schlesingers Handbuch, Bd. 2,, 8. 120. 
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Ist im besonderen in der angefiihrten Relation 
a, (x) = a,(%) =---—a,,_,(@) = 9, 

so sagen wir, die zwei linearen homogenen Differentialgleichungen Q = 0 
und R=0 sind dhnlich. Irgend zwei lineare homogene Differentialglei- 
chungen mit Koeffizienten aus 2 sollen also als dhnlich bezeichnet werden, 
wenn man aus den Elementen eines Fundamentalsystems von Integralen 
der einen durch bloBe Multiplikation mit einer dem Rationalititsbereiche 
= angehérigen Funktion von 2 die Elemente eines Fundamentalsystems 
von Integralen der anderen Differentialgleichung finden kann. Der Be- 
griff der Ahnlichkeit, der nur im Paragraphen 5 verwandt wird, ist stets 
ein gegenseitiger. Ahnliche Differentialgleichungen sind eine ganz spe- 
zielle Gattung von Differentialgleichungen derselben Art. 


§ 3. 
Volistiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen. 


Die linke Seite einer jeden algebraischen Gleichung kann bei Zu- 
grundelegung eines unendlichen Zahlkérpers als kleinstes gemeinsames 
Vielfaches irreduzibler Polynome aufgefaBt werden. Dementsprechend be- 
trachten wir diejenigen linearen homogenen Differentialgleichungen, bei 
denen sich die linke Seite als kleinstes gemeinsames Vielfaches irredu- 
zibler linearer homogener Differentialausdriicke auffassen lat. Wir de- 
finieren: 

Eine lineare homogene Differentialgleichuing V =O mit Koeffizienten 
aus & heift vollstiindig reduzibel, wenn man voneinander verschiedene*) 
irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen J, =0, J, =9, +++, J,=9 
mit Koeffizienten aus X finden kann, so dap die Ordnung der vorgelegten 
linearen homogenen Differentialgleichung V = 0 gleich der Summe der Ord- 
nungen von J, = 0, J, =0,---,J,=0 ist und V=0 unter allen linearen 
homogenen Differentialgleichungen diejenige niedrigster Ordnung ist, die durch 
die Integrale aller Differentialgleichungen J, = 0, J, = 0,+++,J, = 90 gleich- 
zeitig erfiillt wird. 

Von der vollstindig reduziblen linearen homogenen Differentialglei- 
chung V = 0 sagen wir auch: sie ist das kleinste gemeinsame Vielfache der 
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen 


J,=0, =0,-++, J, =0. 


*) Als nicht verschieden gelten zwei lineare homogene Differentialgleichungen, 
die in simtlichen Integralen iibereinstimmen. Anders ausgedriickt: Alle diejenigen 
linearen homogenen Differentialgleichungen gelten als nicht verschieden, bei denen 
die linearen homogenen Differentialausdriicke, durch deren Nullsetzen die Differen- 
tialgleichungen entstehen, sich nur um einen Faktor, der eine Funktion des Ratio- 
nalitiitsbereiches Z ist, unterscheiden. 
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Eine vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung 
kann auch auf folgende Weise, die mit der obigen gleichwertig ist, cha- 
rakterisiert werden: fiir sie existiert wenigstens ein Fundamentalsystem 
von Integralen, so daB jedes Element dieses Fundamentalsystems auch In- 
tegral einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung mit 
Koeffizienten aus 2 wird. 

Ein spezieller Fall der vollstindig reduziblen linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichung ist die irreduzible lineare homogene Differentialgleichung. 

Fiir vollstiindig reduzible Differentialgleichungen gilt folgender Satz: 

I. Ist V=0O eine vollstiindig reduzible lineare homogene Differential- 
gleichung mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche X, die das kleinste 
gemeinsame Vielfache der in bezug auf X irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichungen J, = 90, J, =0,---,J, =O mit Koeffizienten aus 2 
ist, und gibt es irgend eine von J, =0, J, =0,--+, J, =O verschiedene 
irreduzible lineare homogene Differentialgleichung J,,=0 mit Koeffizienten 
aus , deren Integrale V =O geniigen, so muf diese mit einer der irre- 
duziblen Differentialgleichungen J, = 0, J, =0,---, J, =O notwendig von 
derselben Art sein. 

Die nach Voraussetzung voneinander verschiedenen Differentialglei- 
chungen J, = 0, J, = 0,---, J, =0 mégen die Ordnungen 4,, i, ---, 7, 
haben. Wir bilden das kleinste gemeinsame Vielfache von J, =0 und 
J,=0. Da J, =0 und J, =0 zwei irreduzible lineare homogene Diffe- 
rentialgleichungen sind, deren linke Seiten sich nicht nur um einen blob 
von «x abhingigen Faktor unterscheiden, so haben sie kein Integral ge- 
meinsam. Mithin wird ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches, das mit 
M, = 0 bezeichnet sei, eine lineare homogene Differentialgleichung der 
Ordnung i,+%,. Der lineare homogene Differentialausdruck M, ist so- 
wohl durch J, als auch durch J, teilbar; daher existiert ein linearer 
homogener Differentialausdruck A, mit Koeffizienten aus 2 von der Ord- 
nung i,, so dab: 

M, = A,J, 
wird. 
Da V =O das kleinste gemeinsame Vielfache von 
J, = 9, J, =9,---, J,=9 

ist und die Ordnung i, + i, +---+ 7%, hat, so wird das kleinste gemein- 
same Vielfache M,=0O von J, =0 und J, =0 durch kein Integral von 
J, = 0 erfiillt. Wir suchen das kleinste gemeinsame Vielfache der zwei 
linearen homogenen Differentialausdriicke M, und J, und bezeichnen es 
mit M,; dann wird M, = A, My. 

Hierbei sind M,=—0O und A, =0 lineare homogene Differentialglei- 
chungen der Ordnungen i, + i, + i, bez. i, mit Koeffizienten aus 2. 
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Wir fahren auf diesem Wege fort und bilden schlieBlich das kleinste 
gemeinsame Vielfache von M,,=0 und J,=0; wir werden dann V 
selbst erhalten. Es wird 

V=A,M,_1; 


g 
hierbei ist A,—0 eine lineare homogene Differentialgleichung der Ord- 
nung ¢, mit Koeffizienten aus =. 
Ersetzt man M,_,, M,_3,---, M, durch ihre Werte, so gewinnt 
man fiir V die Darstellung: 


Fads A. --+ Re. 


i ie 

Nach Voraussetzung ist J,/= 0 eine von J,= 0, J,=0,---,J,=0 
verschiedene irreduzible lineare homogene Differentialgleichung mit Koef- 
fizienten aus 2, deren Integrale V =O ertiillen. Da J, =0 und J,’=0 
in ihren linken Seiten sich nicht um eine blofe Funktion von 2 unter- 
scheiden, so wird wegen der Irreduzibilitit der zwei Gleichungen kein In- 
tegral] von J,’=0 der Differentialgleichung J, = 0 geniigen. 

Da J,’=0 eine irreduzible lineare homogene Differentialgleichung 
ist, so wird entweder kein Integral von J,’= 0 oder es werden simtliche 
Integrale von J,’=0 der linearen homogenen Differentialgleichung 

M, = A,J, = 9 

gentigen. Sollte kein Integral von J,’=0 der linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung M, = 0 geniigen, so betrachten wir die lineare homogene 
Differentialgleichung M,= A, M, = 0; entweder wird sie durch kein oder 
alle Integrale von J,’= 0 befriedigt. Fihrt man auf diese Weise fort, so 
mu man sicher einmal zu einer linearen homogenen Differentialgleichung 
M,_,= 9 gelangen, die durch kein Integral von J,’= 0 befriedigt wird, 
wohingegen simtliche Integrale von J,’=0 der linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung M,= A,M,_,=0 geniigen. Dies folgt aus dem Um- 
stande, daB die lineare homogene Differentialgleichung M, = 0, deren linke 
Seite wir mit V bezeichnen kénnen, nach Voraussetzung durch alle In- 
tegrale von J,’= 0 erfiillt wird. 

Sei ¥, Yes***; Yiy ein Fundamentalsystem von Integralen vond,=0. Da 
simtliche Integrale von J,=0 die Differentialgleichung M,= 0 befrie- 
digen, schlieben wir aus der Zerlegung M,— A,M,_,, daB die lineare 
homogene Differentialgleichung A,=() die Funktionen 


M,_1(¥), M,_1(Ys); ra M,_1(¥%,) 


zu Integralen hat. Diese i, Funktionen sind linear unabhingig. Aus 
einer Relation: 


A, My_+ (Ys) + Ay M,_1 (Ys) 5 eae A, M,_1(%,) =0, 
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wobei die 4 nicht ausnahmslos verschwindende Konstanten sind, wiirde 
namlich: 
My_1(Aim + AgYg toee + 4, Viz) =0 

folgen, dh. J,=0 und M,_,=0 hiitten gegen die Voraussetzung ein 
Integral gemeinsam. Da A,—0 und J,=0 von der gleichen Ordnung 
sind, bilden die Funktionen M,_,(y,), M,_1(¥s),--°; M,_1(%,) ein Fun- 
damentalsystem von Integralen von A,—0, d. h. A4,=0O ist mit J,=0 
von derselben Art. Aus der lrreduzibilitit von J,=0 folgt nach dem 
im § 2 angefiihrten Fuchsschen Satze, daB A,— 0 auch eine in bezug auf 
den Rationalitititsbereich 2 irreduzible lineare homogene Differentialglei- 
chung ist. 

Sei 2,, 2, °+-, 2, ein Fundamentalsystem von Integralen von J,’ = 0. 
Da simtliche Integrale von J,=0 die lineare homogene Differentialglei- 
chung M,= 0 erfiillen, kann aus der Zerlegung M,= A,M,_, der SchluB 
gezogen werden, da die lineare homogene Differentialgleichung A,= 0 
die Funktionen M,_,(2,), M,_1(#), ---, M,_1(4,.) za Integralen- hat. 
Diese Funktionen sind linear unabhingig; denn sonst hiitte J,’=0 mit 
M,_,= 0 entgegen unserer obigen Festsetzung ein Integral gemein. Da 
wir von A,=( i,’ linear unabhiingige Integrale kennen, ist 4,= 0 min- 
destens von derselben Ordnung wie J,’ = 0. 

Um den Nachweis zu fiihren, daB A,—0O keine lineare homogene 
Differentialgleichung héherer Ordnung als J,’ = 0 ist, bilden wir die lineare 
homogene Differentialgleichung : 


| u M,_,(%) M,_, (42) +++ My_;(4,) 


du d M,_,(+,) d M;_1(2,) dM,_,(¢;,) 
dz dx Se “palettes one 


d’-*w dM 1%) 7M) 


f—1 1) 
da’! dgi’~} 


| dat’! - 
du a M —1(41) . f- 25) 

dav 
Wir dividieren durch den Koeffizienten der héchsten Ableitung in «. 


Die Division durch den Koeffizienten von “ ~~ ist gestattet; denn dieser 
x? 

Koeffizient ist die Wronskische Determinante der i,’ linear unabhiingigen 

Funktionen M,_,(#,), M,_,(#), ---, My_1(4%,,) und hat daher einen von 

Null verschiedenen Wert. Nach der Division durch den Faktor von 

du : du di’ ty 

—— werden die Faktoren von u 


—- > ee Determinantenquotien- 
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ten. Da M,_, nur Koeffizienten aus 2 hat, so sind die Determinanten- 
quotienten erstens rationale Funktionen von 4,, 2,,---, 2,, und deren Ab- 
leitungen mit Koeffizienten aus 2. Zweitens sind sie auch ee 
Funktionen von 2,, 2,--+, 2,,. Ersichtlich ist niamlich, falls 4,, 4, ---, 4,, 
Konstante bedeuten, fiir den linearen homogenen Didwentislansdouth 
M f-1" 

a‘ M,_,(2,) a‘ M,_ 4 (2) a‘ M,_1(@;,,) 


—_3— ——- ey at bn 
Ay dat +4, 2 ” da* 


= rs My — (Aye, + Agey +++ + 4,4). 
Bei jeder linearen homogenen Transformation der 2,, 2, ---, 2, mit 
konstanten Koeffizienten transformieren sich mithin die linearen homo- 
genen Diffefentialausdriicke M,_,(¢,), M,_, (42), --+, M,_1(4;,,) und deren 
Ableitungen kogredient mit 2,, 2,---, 4... Folglich multipliziert sich bei 
jeder linearen Substitution der Funktionen 2z,, 2, ---, 4, Zahler und 
Nenner der fraglichen Determinantenquotienten mit der Substitutions- 
determinante der Funktionen ¢,, 2,, ---, 4; jeder Determinantenquotient 
selbst bleibt also ungeindert. Er gehért mithin als rationale symmetrische 
Funktion eines Fundamentalsystems von Integralen 2,, 4,---, 4, der 
linearen homogenen Differentialgleichung J;’= 0 mit Koeffizienten aus 2 
nach dem Appellschen Satze dem Rationalititsbereiche 2 an. 
Wir haben daher eine lineare homogene Differentialgleichung mit 
Koeffizienten aus 2 gewonnen, fiir welche die Integrale 


M,_,(4), M,_, (42); ea M,_1 (4%) 

der linearen homogenen Differentialgleichung A,—0 ein Fundamental- 
system bilden. Infolge der oben nachgewiesenen Irreduzibilitit der line- 
aren homogenen Differentialgleichung A,—0 kann sich der Differential- 
ausdruck A, nur um einen Faktor, der bloBe Funktion von @ ist, von 
der linken Seite der soeben gewonnenen Differentialgleichung unter- 
scheiden. Folglich bilden M,_,(2,), My_1(4), ---, My_1(4,) ein Funda- 
mentalsystem von leteipalie von A,=0. Mithin ist A,—0O mit J,’=0 
von derselben Art, und zwar sind ‘nflge der gleichen Ordnungen beide 
Gleichungen gegenseitig von derselben Art. Auch A,=0O und J,=0 
waren gegenseitig von derselben Art; folglich sind auch J,=0 und J,’=0 
gegenseitig von derselben Art. Hiermit ist der aufgestellte Satz I er- 
wiesen. 

Wir beweisen jetzt Satz II: 

Ist V=0 eine vollstiindig reduzible lineare homogene Differentialglei- 
chung mit Koeffizienten aus dem Rationalitétsbereiche 2, die das kleinste ge- 
meinsame Vielfache der in beaug auf 2X irreduziblen linearen homogenen 

7* 
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Differentialgleichungen J, = 0, Jz = 0, ---, J, = 9 ist, wnd soll auch nur eine 
einzige von J, = 0, J, = 0, -- -, J, = 0 verschiedene irreduzible lineare homo- 
gene Differentialgleichung J, = 0 mit Koeffizienten aus X existieren, deren 
Integrale V = 0 geniigen, so miissen wenigstens zwei der Differentialglei- 
chungen J,= 0, J,= 0, ---, J, = 0 gegenseitig von derselben Art sein. 


Nach dem voraufgehenden Satze ist infolge der Existenz von J,’=0 

unter den linearen homogenen Differentialgleichungen 

J,= 0, J, =90,---, J, =0 
wenigstens eine, die mit J,/—0 von derselben Art ist. Wir denken uns 
die linearen homogenen Differentialgleichungen J, = 0, J, = 0, ---, J; = 0 
derartig bezeichnet, daB J, = 0 mit J,’ = 0 von derselben Art ist. In genau 
der gleichen Weise wie auf 8. 96 bilden wir das kleinste gemeinsame 
Vielfache von J, =0 und J, = 0 und gewinnen auf diese Weise M, = 0; dann 
bilden wir als kleinstes gemeinsames Vielfaches von M,=—0 und J,=0 
die Differentialgleichung M,=—0, usw., bis wir schlieBlich V=O als 
kleinstes gemeinsames Vielfaches von M,,—0 und J,=0 erhalten 
J,=0 und J,’=0 haben als zwei nach Voraussetzung verschiedene irre- 
duzible lineare homogene Differentialgleichungen kein Integral gemeinsam, 
hingegen geniigt jedes Integral von J,’=0 der linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung V=0. In genau derselben Weise wie auf S. 97 
schlieBen wir, da® unter den linearen homogenen Differentialgleichungen 
M,=0, M,=0,---, M,_,;=0, M,=V=O0O eine vorhanden sein mub, 
wir bezeichnen sie mit M,= 0(2 <f<g), so daB M,=0 durch simtliche 
Integrale von J,’= 0 erfiillt wird, wiihrend kein Integral von J,’=0 der 
linearen homogenen Differentialgleichung M ja 0, die M ,= 0 unmittel- 
bar voraufgeht, geniigt. Offenbar ist M,=J,. Bei Verwendung der 
gleichen Bezeichnung wie auf S. 97 haben wir die Zerlegung 

M,= A,M,_,. 

Aus ibr schlieBen wir genau wéortlich wie auf S. 97—99, daB die irre- 
duziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J,—0 und J,’=0 
gegenseitig von derselben Art sind. Die zwei irreduziblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen J, = 0 und J,’=0 waren nach dem Anfang 
des Beweises gegenseitig von derselben Art. Folglich miissen J, = 0 und 
J,= 0 gegenseitig von derselben Art sein; denn jede dieser Gleichungen 
ist mit der irreduziblen Gleichung J,’= 0 von derselben Art. Hiermit ist 
Satz Il bewiesen. 

Satz III. Ist die vollstindig reduzible lineare homogene Differential- 
gleichung V =0O mit Koeffizienten aus dem Rationalitiitsbereiche = kleinstes 
gemeinsames Vielfaches der in bezug auf X irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichungen J,= 0, Jz= 0, ---, J, =0 mit Koeffizienten aus 2 


chun 
tel) 
fizie 


hiing 
tialg 
zam 
nacl 
f @ 
Irre 
jede 





Vollstandig reduzible Differentialgleichungen. 101 


und sind irgend f >2 unter den linearen homogenen Differentialgleichungen 
J,=0, Jz =0,---,J,=0 gegenseitig von derselben Art, so kinnen diese 
auf unendlich viele Weisen durch f andere irreduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus & ersetzt werden. Die neuen 
Differentialgleichungen sind sowohl untereinander als auch mit den Diffe- 
rentialgleichungen, die sie ersetzen, von derselben Art. Die Dijferentialglei- 
chung V =0 ist dann auf unendlich viele Weisen kleinstes gemeinsames 
Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen mit Koef- 
fizienten aus &. 

Da der Begriff des kleinsten gemeinsamen Vielfachen V =O unab- 
hiingig von der Reihenfolge ist, in der die linearen homogenen Ditferen- 
tialgleichungen J, = 0, J, = 0,---, J, = 0 numeriert sind, so seien diese 
zum Zwecke des Beweises derartig bezeichnet, daB die f Gleichungen, die 
nach Voraussetzung untereinander von derselben Art sind, die ersten 
f Gleichungen: J,=0, J,=0,---,J,=0 werden (f<g). Infolge der 
Irreduzibilitaét der Gleichungen geniigt die Voraussetzung, daB J, = 0 mit 
jeder der Differentialgleichungen J, = 0, J,= 0, ---, J,=0 von derselben 
Art ist; dann sind zwei beliebige der f Gleichungen stets gegenseitig von 
derselben Art. ¢,, 4,---, 4 sei ein Fundamentalsystem von Integralen 
der linearen homogenen Differentialgleichung J,=0. Da J,=0 und 
J,=0 von derselben Art sind, so gibt es einen linearen homogenen 
Differentialausdruck B, mit Koeffizienten aus 2 von i, — 1" oder niedri- 
gerer Ordnung, daB B,(¢,), By(é), ---, By(¢,,) em Fundamentalsystem von 
Integralen von J,=0 bilden. Da J,=0 mit J,= 0, J, =0,---, J,=0 
von derselben Art ist, existieren in gleicher Weise lineare homogene 
Differentialausdriicke B,, B,,---, B, mit Koeffizienten aus 2 héchstens 
i, — 1% Ordnung, daB die Funktionen B,(¢,), B,(é), ---, B(é,) ein Fun- 
damentalsystem von Integralen von J,= 0, die Funktionen 

B, (4), B,(4), Fae B,(%,) 
ein Fundamentalsystem von Integralen von J,=0, usw., schlieBlich die 
Funktionen B,(t,), B,(4),---, B,(¢,,) ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen von J,= 0 bilden. 

Ay, 4g, +++, 4, seien f willkiirliche Konstante, die dem Rationalitits- 
bereiche 2 angehéren sollen. Wir definieren durch sie die i, neuen Funk-.- 
tionen: 


C(t) —_ At, + dg B,(t,) + A, B, (t,) = adie A 1,B,(t,), 
km 1,2 ->-, é. 


Da die Koeffizienten von B,, B,,---, B, ebenso wie die Konstanten 
Ay, 4g, +++, 4, dem Rationalitiitsbereiche 2 angehéren, hat der lineare 
homogene Differentialausdruck C nur Koeffizienten aus 2. Der lineare 
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homogene Differentialausdruck C von i,— 1‘* oder niedrigerer Ordnung 


kann fiir keine Konstanten 4,, 4,,---,4,, die nicht ausnahmslos Null ' 


sind, verschwinden. Denn wiirde C identisch Null werden, so wiirde 
A, t + A,B, (t,) + A, B,(t,) os} 1,B,(t,) =0 

sein, d. h. die Funktionen ¢,, B,(¢,), ---, B,(t,) wiirden in Dependenz 
stehen. Die genannten Funktionen sind aber linear unabhingig; denn sie 
gehéren zu den Elementen von Fundamentalsystemen von Integralen von 
J, = 0, J, =0,---, J,=0 und kénnen daher auch als zu den Elementen 
eines Fundamentalsystems von Integralen von V = 0, das kleinstes gemein- 
sames Vielfaches von J,=0, J,=0,---,J,=0 (g=f) ist, zugehdrig 
angesehen werden. Folglich kann C fiir konstante Werte 


a oe» 
nur verschwinden, wenn 4, = i4,=---=A,=0 ist. 
Wir bilden die Wronskische Determinante der i, Funktionen 

C(t), C(t), ool Cit, 
und behaupten, sie kann auch fiir kein konstantes Wertsystem 4,, A, ---, 4, 
des Rationalitiitsbereiches 2, ausgenommen 4, = 4, =---=A4,=0, ver- 
schwinden. Angenommen die Wronskische Determinante von 

C(t), C(t), le Cit,,) 
sei fiir konstante Werte i,, 4,,---, 4, des Rationalititsbereiches © Null; 
dann miissen Konstante 6,, 6,,---, 6, existieren, die nicht ausnahmslos 
verschwinden, so daB: 


6, C(t.) + 6,C(4) +--+ 4+ G;, C(t.) =0 


oder 


C(6,t, + Of +---+ 6, t,) =0 
wird, d. h. J, = 0 wiirde mit einer linearen homogenen Differentialglei- 
chung C=0 von #,— 1" oder niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten 
aus 2 das Integral o,¢, + 6,4, +---+ 6,4, gemein haben; dieses kann 
auch nicht etwa Null sein, denn es ist aus dem Fundamentalsystem 
t,, t,---, & von Integralen von J,=0 komponiert. Der lineare homo- 
gene Differentialausdruck C existiert, ausgenommen fiir 


A =a4g=--- =1,=0, 
wirklich; denn wir zeigten ja, daB zu seinem Verschwinden 
A= ages =4,=0 


erforderlich ist. Die irreduzible lineare homogene Differentialgleichung 
J,=0 von der Ordnung i, kann mit keiner linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung C= 0 niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten aus dem 


a me: @ NS FO SOO NS OO Ow Mo’ es 





Vollstindig reduzible Differentialgleichungen. 103 


Rationalititsbereiche X ein Integral gemeinsam haben. Hieraus folgt, dab 
die Wronskische Determinante von C(¢,), C(t), ---, C(é,) fiir jedes kon- 
stante Wertsystem 4,, 4,,---, A, aus 2 (ausgenommen 
A, = Ay -+: = 1, =0) 
von Null verschieden ist. 
Wir bilden die lineare homogene Differentialgleichung: 
| @ C@&) C&)-:: C&) 
dt dC) aC) |, AU) 
dz dx dx da 
ae POG) HOG), FOU) 
dzx* dz* da? da?* 


dit diCh) arom) aC.) 
| da dx da da 


Wir kénnen durch den Koeffizienten der héchsten Ableitung von ¢, 
der als Wronskische Determinante der Funktionen C(t,), C(t), ---, C(¢,) 
von Null verschieden ist, dividieren. Nach der Division durch den Faktor 
von “' werden die Koeffizienten von t, 2. resy a Determinanten- 

da” dx dx—! 
quotienten, die als rationale symmetrische Funktionen des Fundamental- 
systems ¢,, 4, ---, f, von J, = 0 mit Koeffizienten aus 2 dem Rationalitits- 
bereiche X angehéren miissen. Der Nachweis ist genau analog wie auf 
8. 99 zu fiihren. Je nach der Wahl von 4,, 4,,---, 4, kann man aus 
J,=0, J, =0,---, J,=0 unendlich viele lineare homogene Differential- 
gleichungen mit Koeffizienten aus 2 herleiten, die C(t,), C(t), ---, C(é,) 
za einem Fundamentalsystem von Integralen haben. Eine Differential- 
gleichung, die wir auf die angegebene Weise aus J, = 0, J, = 0,---, J = 0 
herleiten, sei mit J —0 bezeichnet. Die lineare homogene Differential- 
gleichung J = 0 mit Koeffizienten aus Z ist, da sie C(t,), C(t), ---, C(t.) 
za einem Fundamentalsystem von Integralen besitzt, mit J,—=0 von der- 
selben Art. Infolge der Irreduzibilitit von J,=0 ist auch J =0 eine 
in bezug auf den Rationalititsbereich 2 irreduzible Gleichung. Da die 
Integrale einer jeden dieser unendlich vielen irreduziblen Differentialglei- 
chungen J = 0 lineare homogene Kombinationen der Integrale von 

J,= 9, J, = 0, on J,=9 
mit konstanten Koeffizienten sind, so hat jede der unendlich vielen irre- 
duziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J = 0 ihre Integrale 
mit V=0 gemeinsam. Sind also zwei oder mehr der linearen homogenen 
irreduziblen Differentialgleichungen J, = 0, J,=0, ---, J, =0, deren 
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kleinstes gemeinsames Vielfaches V = 0 ist, von derselben Art, so gibt 
es unendlich viele verschiedene irreduzible lineare homogene Differential- 
gleichungen mit Koeffizienten aus 2, deren Integrale V = 0 befriedigen. 

Wir behalten unsere Voraussetzung bei, daB die irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen J,= 0, J,=0,---, J,=0 von der- 
selben Art sind. Den Konstanten 4,, 4,,---, 4, legen wir jetzt f ver- 
schiedene Wertsysteme 


Aus) Asis ree Ap 
Ais, Assy ikea: Arey 


Ary) day, ae Avy 
aus dem Rationalititsbereiche 2 bei. Wir bilden mit diesen f Wert- 
systemen die J —0 entsprechenden f irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus 2, die man fir 
A= Ai A, = Asi ***y A= Ann (l = 1, 2, oe | f) 
erhilt und die mit J,= 0, J,=0,---, J,=0 bezeichnet seien. Es hat 


J,=0 das Fundamentalsystem von Integralen: 
Ay t + A, B, (t,) + As, Bs (t,) > Ay, B, (4), 
Ant + As, By (ty) + As, Bs (t,) po+o> Any B, (ty); 


An t, + Ay; B,(t;,) + As; Bs (é,) : dl Ay, B,(t,). 

Wir bezeichnen diese Funktionen mit 

C, (4), C; (4), ale C, (t,). 
Verstehen wir unter C,(¢,) die Funktion: 
C(t) = duit + 49,B,(G) + ds, By(t,) +--+ + 4,,B,(t), 
b=1,2,---+,f; k=1,2,:--, 4, 
so hat die lineare homogene irreduzible Differentialgleichung J, = 0 die 
i, Funktionen C,(¢,), C,(4), ---, C,(¢,,) zu einem Fundamentalsystem von 
Integralen. 

Die f*?Konstanten 1,, (j=1,2,---,f;1=1,2,---,f) seien derartig 
aus dem Rationalititsbereiche 2 gewihlt, daB die Determinante |2,,| von 
Null verschieden ist. Dann lassen sich die Gleichungen, die ich im 
folgenden noch mit (C) zitiere, 

C, (4) _ aun i+ Ay, By(t) oso} Arps Bye), 
Crh) = Arat + Age Bh) +--+ + Aye Bt); 
C5(4) = Ayst, + AggBa(h) + +--+ Ays B,(h), 


C,(4) _ Ai ph, + Ay 7 By (4) +o-7+ AypB,(t,) 





strui 
stant 
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nach ¢,, B,(t,),---, B,(t,) auflésen, und 4, B,(¢,),---, B,(t,) ergeben sich 
als lineare homogene Funktionen von C,(¢,), C,(t),---, C,(t,). Hierbei 
kann k die Werte 1,2,---,%, annehmen. Da die lineare homogene irre- 
duzible Differentialgleichung J,=0 (J=1,2,---,f) mit Koeffizienten 
aus 2 die i, Funktionen C,(¢,), C,(4),---, O,(t,) zu einem Fundamental- 
system von Integralen hat, folgt, daB sich fiir |4,;,|+- 0 simtliche Integrale 
von J, =0,J,=0,--+,J,=0 durch die von J, =0, J,=0,--,J,=0 
linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellen lassen. 

Wir bilden das kleinste gemeinsame Vielfache der irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen J, = 0, J, = 0,---, J,= 0, die alle von 
der gleichen Ordnung i, sind, und bezeichnen diese lineare homogene 
Differentialgleichung mit M,= 0. Dann muf M,= 0 von der Ordnung i,f 
sein; denn das kleinste gemeinsame Vielfache von J, = 0, J, = 0,---, J, =0, 
die Differentialgleichung V=0, hat die Summe der Ordnungen von 
J,=0,J,=0,---,J,=0 als Ordnungszahl. M,=0O wird auch durch 
alle Integrale von J; = 0,J,=0,---,J,=0 befriedigt; denn infolge der 
Art und Weise, wie wir die eben genannten Differentialgleichungen kon- 
struierten, driicken sich alle ihre Integrale linear und homogen mit kon- 
stanten Koeffizienten durch diejenigen von J, = 0,J,=0,---,J,= 0 aus. 

Wir bilden ferner noch die lineare homogene Differentialgleichung 
niedrigster Ordnung mit Koeffizienten aus 2, die durch alle Integrale der 


irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J,=0, J,=0,---, 
J,=0, die simtlich die gleiche Ordnung i, haben, erfiillt wird. Diese 
lineare homogene Differentialgleichung, die wir mit M,—0_bezeich- 
nen, muB von der Ordnung i,(f—f,) sein, wobei f, einen der Werte 
0,1,2,---,f—1 bezeichnet.*) Ist |2;,|+-0, so driicken sich, wie wir zeigten, 


*) Um My=0 zu finden, sucht man zuniichst das kleinste gemeinsame Vielfache 
von J, = 0 und J, = 0; diese lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten 
aus J sei mit M, = 0 bezeichnet. Haben J, = 0 und J, =0 kein Integral gemein- 
sam, so hat M,=0 als Ordnungszahl 27,, nimlich die Summe der Ordnungen von 
J, =0 und J, =0. Haben J, = 0 und J, = 0 ein Integral gemeinsam, so haben sie 
infolge ihrer Irreduzibilitit alle Integrale gemeinsam, die linken Seiten von J, = 0 
und J, =0 unterscheiden sich dann nur um einen Faktor, der bloBe Funktion von x 
aus dem Rationalitiitsbereiche Z ist, und fir M,—0 kann entweder J, =0 oder 
J,=0 gewihlt werden. In diesem Falle hat M,—0 die Ordnung i,. Dann sucht 
man das kleinste gemeinsame Vielfache der linearen homogenen Differentialgleichungen 
M,=0 und J,= 0. Diese lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten 
aus Z sei mit M, 0 bezeichnet. Entweder hat M, 0 die Summe der Ordnungs- 
zahlen von M, =0 und J,=0 zur Ordnungszahl, oder man kann M, = 0 mit M,=0 
zusammenfallen lassen, indem J, = 0 mit M,—0 ein Integral und folglich wegen 
der Irreduzibilitat alle Integrale gemeinsam hat. Die lineare homogene Differential- 
gleichung M, 0 hat entweder 3%, oder 27, oder i, als Ordnungszahl. Auf diese 
Art ist fortzufahren, bis man zu der linearen homogenen Differentialgleichung My = 0 
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alle Integrale von J,=0,J,=—0,---,J,—0 linear und homogen mit 
konstanten Koeffizienten durch die von J,=0,J,=0,---,J,=0 aus. 
Folglich geniigen, wenn |4,,|+ 0 ist, alle Integrale von J,=0, J, =0,---, 
J,= 0 auch der linearen homogenen Differentialgleichung M,—0, und 
mithin hat fiir A,,|-- 0 die Differentialgleichung M,= 0 die Ordnung i,f 
und wird durch alle Integrale von M,= 0 befriedigt. M,—0 und M,=—0 
kénnen sich daher in ihren linken Seiten nur um einen unwesentlichen 
Faktor, der eine bloBe Funktion von x aus dem Rationalitiitsbereiche ist, 
unterscheiden, und M,=0 kann, falls |4,;,|-- 0 ist, sowohl als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches der f irreduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichungen J, = 0, J, =0,---,J,—0 als auch der urspriinglichen Glei- 
chungen J,= 0, J,=0,---, J,—=0 angesehen werden. Im Falle |4,,'+0 
kénnen daher die irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen 
J,=0,J,=0,---,J,=0 die Differentialgleichungen J, = 0, J, = 0,---, 
J,= 0 vertreten. Die Konstanten 4, (j= 1,2,---,f; J=1,2,---,f) 
lassen sich aus = auf unendlich viele Weisen so wihlen, daB |4;, + 0 ist. 
Mithin kann man J,= 0, J, =0,---, J,=0 auf unendlich viele Weisen durch 
J,=0,J,=0,---,J,=0 ersetzen und V= 0 als kleinstes gemeinsames 
Vielfaches der irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen 
J,=0,5,=0,---,J,=0, Jy,,=0,d,,2=0,---,J,=0 ansehen. Da 
jede der irreduziblen Gleichungen J, = 0,J,=0,---,J,=0 mit Koef- 
fizienten aus X mit J,=0 von derselben Art ist, wie aus der Form der 
Integrale hervorgeht, sind diese fGleichungen auch untereinander von der- 
selben Art. Hiermit ist der Satz III bewiesen. 

Verschwindet die Determinante |1,,|, so folgt aus den Gleichungen (C) 
auf Seite 104, daB die Funktionen C, (¢,), C,(4),---, C,(4,) in Dependenz 
stehen. Dann werden die fGleichungen J, = 0,J,=0,---,J,=—0 durch 
weniger als i,f linear unabhingige Funktionen befriedigt. Mithin wird 
die Gleichung M,=0 von niedrigerer als i,f** Ordnung, und die Glei- 
chungen J,=0, J,=0,---, J,=0 kénnen die Gleichungen J,=0, 
J, = 0,---,J,=0 nicht mehr vertreten. 

Als SchluBsatz geben wir an: 

Satz IV. Line vollstindig reduzible lineare homogene Differential- 
gleichung ist entweder nur auf eine einzige oder auf unendlich viele Weisen 
kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differential- 


mit Koeffizienten aus S gelangt, die durch alle Integrale von M;-1 =0 und Jy =0 
erfillt wird. Hat J-=0 mit My—1=—0 ein Integral gemeinsam, so wird My—1 =0 
durch alle Integrale von Jy=0 erfiillt, und man kann My=0 mit My-1=—0 m- 
sammenfallen lassen; sonst hat M;—0 als Ordnungszahl die Summe der Ordnungs- 
zahlen von My-1=0 und Jy=0. Die Ordnung von My=0 ergibt sich daher auf 
jeden Fall, wie im Texte angegeben wurde. 
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gleichungen. Ist die vollstindig reduzible lineare homogene Differential- 
gleichung V== 0 mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche = kleinstes 
gemeinsames Vielfaches von g in bezug auf’ Z irreduziblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen, so ist notwendig und hinreichend, damit V= 0 
auf unendlich viele Weisen als kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler 
linearer homogener Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X aufgefapt 
werden kann, daB wenigstens zwei der g Gleichungen, deren kleinstes gemein- 
sames Vielfaches V =O ist, gegenseitig von derselben Art sind. 

_ Der Beweis des Satzes IV ergibt sich leicht auf folgende Weise: Ist 
V=0 kleinstes gemeinsames Vielfaches der irreduziblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen J,= 0, J, = 0,---,J,=0 und gibt es keine 
von diesen verschiedene irreduzible lineare homogene Differentialgleichung 
J,,=0 mit Koeffizienten aus 2, deren Integrale V=0 geniigen, so ist 
offenbar V=0O nur auf eine einzige Weise kleinstes gemeinsames Viel- 
faches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen. Soll V= 0 
auf mehr als eine Weise kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler 
linearer homogener Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus 2 sein, so 
gibt es wenigstens eine von J, = 0, J,=0,---,J,= 0 verschiedene irredu- 
zible lineare homogene Differentialgleichung J,’= 0 mit Koeffizienten aus 
x, deren Integrale V=0 geniigen. Nach Satz II existieren dann unter 
den Differentialgleichungen J; = 0, J,=0,---, J, = 0 wenigstens zwei, 
die gegenseitig von derselben Art sind. Diese kénnen nach Satz III auf 
unendlich viele Arten durch zwei lineare homogene irreduzible Differential- 
gleichungen, die mit diesen zwei von derselben Art sind, ersetzt werden, 
und V=0O kann als kleinstes gemeinsames Vielfaches der zwei neuen 
Differentialgleichungen und der tibrigen g — 2 angesehen werden. V= 0 
ist also nur auf eine einzige oder auf unendlich viele Weisen kleinstes 
gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialglei- 
chungen. Hiermit ist Satz [V erwiesen. 


§ 4. 


Die zu einer linearen homogenen Differentalgleichung zugehdrige 
groBte volistindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung. 


Nicht jede lineare homogene Differentialgleichung 


a™ qm-i1 
Q = %() = ss @, (2) Fga-1 +--+ +4,(2)y = 0 


mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche ist vollstaindig reduzibel. 
Z. B. ist eine lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten, deren charakteristische Gleichung mehrfache Wurzeln hat, 
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falls man als Rationalititsbereich den aller reellen und imaginiiren Kon- 
stanten wihlt, nie vollstiindig reduzibel. Dies ist eine unmittelbare Folge 
der in meiner Arbeit*) ,Uber die Adjunktion von Integralen linearer 
homogener Differentialgleichungen“ auf Seite 441 angegebenen Betrach- 
tungen von Herrn Stickelberger. Infolgedessen empfiehlt es sich, den 
Begriff der griften vollstindig reduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichung, die zu einer vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung 
Q=0 mit Koeffizienten aus X gehdrt, einzufiihren. 

Ist V=0O eine vollstiindig reduzible lineare homogene Differential- 
gleichung mit Koeffizienten aus >, deren séiimtliche Integrale der vorgelegten 
linearen homogenen Differentialgleichung Q=0O mit Koeffizienten aus X= 
geniigen, und existiert keine irreduzible lineare homogene Differentialglei- 
chung mit Koeffizienten aus 2, deren Integrale der Differentialgleichung 
Q=0, aber nicht V= 0 geniigen, so sagen wir: V = 0 ist eine grifte voll- 
stiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung, die zu Q= 0 gehért. 

Ist V=0 eine gréBte vollstaindig reduzible lineare homogene Dif- 
ferentialgleichung, die zu Q@=0O gehért, und f(x) eine beliebige, dem 
Rationalititsbereiche © angehérige Funktion, so ist auch die durch Null- 
setzen des linearen homogenen Differentialausdruckes W= /f(x)V ent- 
stehende Gleichung eine gréBte vollstiindig reduzible lineare homogene 
Differentialgleichung, die zu @ = 0 gehért. 

Es gilt nun der Satz I: 

Irgend zwei zu einer linearen homogenen Differentialgleichung gehorige 
grofte vollstiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichunaen mit 
Koeffizienten aus dem der Betrachtung zugrunde liegenden Rationalitits- 
bereiche X unterscheiden sich im ihren linken Seiten nur um einen allen 
Koeffizienten gemeinsamen Faktor, der eine dem Rationalititsbereiche  an- 
gehirige Funktion ist. 

Seien V=O und W=0 zwei gréfte vollstiindig reduzible lineare 
homogene Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus 2, die zu der 
vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung @ = 0 gehéren. Da 
W= 0 eine vollstiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung 
sein soll, so muf sich W= 0 als kleinstes gemeinsames Vielfaches gewisser 
irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen J, = 0, J, = 0,---, 
J, = 9 mit Koeffizienten aus 2 auffassen lassen. Angenommen, eine der 
zuletzt angegebenen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen, 
etwa J;= 0, besitze ein Integral, das nicht V= 0 geniigt, dann befriedigt 
infolge der Irreduzibilitét von J,= 0 nach dem Frobeniusschen Satz kein 
Integral von J;=0 die Differentialgleichung V= 0. Da alle Integrale 


*) Math. Annalen, Bd. 59. 
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yon J,=0 die zu Q =O gehérige gréBte vollstiindig reduzible lineare 
homogene Differentialgleichung W= 0 befriedigen, so geniigen alle Inte- 
grale von J;=—0 der Differentialgleichung Q=0. Die Existenz einer 
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung J;= 0 mit den nach- 
gewiesenen Eigenschaften widerspricht aber der Tatsache, dab V=0 eine 
gréBte vollstiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung sein 
soll, die za @=O gehért. Mithin geniigen alle Integrale von J,=0, 
J,=0,--+, J,=0 und daher alle Integrale von W=0 auch der Dif- 
ferentialgleichung V=0. Aus der Gleichberechtigung von V=0O und 
W= 0 schlieBen wir, daB auch umgekehrt jedes Integral von V=0 der 
Differentialgleichung W=0 geniigt. Hieraus folgt der angegebene Satz I. 

Betrachtet man, wie wir dies auch bisher taten, alle linearen homo- 
genen Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus 2, die in ihren Inte- 
gralen vollig iibereinstimmen oder, anders ausgedriickt, deren linke Seiten 
sich nur um einen bloB von x abhingigen Faktor unterscheiden, der eine 
Funktion des Rationalititsbereiches ist, als micht verschieden, so gelangt 
man zum Satz II: 

Zu jeder linearen homogenen Differentialgleichung Q=0 mit Koeffi- 
zienten aus X gibt es eine einzige wohlbestimmte zugehdrige grifte vollstindig 
reduzible lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus Z. 
Sie ist die lineare homogene Differentialgleichung niedrigster Ordnung mit 
Koeffizienten aus ZX, die durch jedes Integral von Q = 0 erfiillt wird, das 
einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung mit Koeffizienten 
aus & geniigt. 

Aus dem Satze II folgt unmittelbar der Satz III: 

Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homogene Differential- 
gleichung mit unendlich vielen irreduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, daB dies fiir die zu ihr zugehirige 
grote vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung zutrifft. 

Wird eine lineare homogene Differentialgleichung Q@=0 mit Koeffi- 
zienten aus 2 durch die Integrale einer Anzahl verschiedener irreduzibler 
linearer homogener Differentialgleichungen befriedigt, bei denen die Summe 
der Ordnungen gréfer als die Ordnung von Q = 0 ist, so ist offenbar die 
za Q=O0 zugehirige gréBte vollstindig reduzible lineare homogene Dif- 
ferentialgleichung, deren Ordnung gleich oder kleiner als die von Q@ = 0 
ist, auf mehr als eine Weise und daher nach Satz IV des § 3 auf un- 
endlich viele Weisen kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer 
homogener Differentialgleichungen. Aus dieser Bemerkung und Satz III 
dieses Paragraphen folgt: 

Satz IV. Gibt es fiir eine reduzible lineare homogene Differential- 
gleichung eine einzige oder eine endliche Anzahl verschiedener irreduzibler 
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linearer homogener Differentialgleichungen, durch deren Integrale die vor- 
gelegte reduzible lineare homogene Differentialgleichung befriedigt wird, so 
ist die Summe der Ordnungen dieser irreduziblen Differentialgleichungen 
stets kleiner oder hichstens gleich der Ordnung der reduziblen Differential- 
gleichung. 

Ferner ergeben sich aus Satz II] und den Resultaten des vorigen 
Paragraphen: 

Satz V. Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homogene 
Differentialgleichung mit unendlich vielen verschiedenen irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, dap es 
wenigstens zwei irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen gibt, 
deren Integrale der vorgelegten Differentialgleichung geniigen und die geyen- 
seitig von derselben Art sind. 

Satz Vl. Hat eine lineare homogene Differentialgleichung mit unend- 
lich vielen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen Integrale 
gememsam, so gibt es unter einer jeden beliebigen Anzahl derartiger irredu- 
zibler Gleichungen, bei denen die Summe der Ordnungen gleich oder gréfer 
als die Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung ist, wenigstens zwei 
Differentialgleichungen, die von derselben Art sind. 

Die Siitze IV, V und VI habe ich auch in meiner Arbeit ,,Uber 
reduzible lineare homogene Differentialgleichungen“* (Math. Ann., Bd. 56, 
S. 570 u. 575) bewiesen. Hingegen gilt bei Zugrundelegung des in dem 
vorliegenden Aufsatze beschriebenen Rationalititsbereiches nicht mehr der 
am angefiihrten Orte auf Seite 577 hergeleitete Satz: 

Damit eine lineare homogene Differentalgleichung mit unendlich vielen 
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen Integrale gemein- 
sam hat, ist notwendig und hinreichend, daB die vorgelegte Differential- 
gleichung auBer einem Integral y,, das auch einer irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichung geniigen muf, noch ein zweites Integral 
der Form: 
ds-ty, 
da-1 


: l 
by(x)y, + 5; (x) hs +--+ + Owe 


besitzt; dabei sollen b,(x), b,(x),---, b,_,(x) Funktionen des Rationalitiits- 
bereiches und s die Ordnung der irreduziblen Differentialgleichung, der y, 
geniigt, bedeuten. 0,(x) = Const, gleichzeitig 


b, (2) = b,(z) = --- = b,_, (@) = 0 


ist natiirlich ausgeschlossen; einige der Funktionen 6, (x), b,(x),---, b,_4(2), 
jedoch nicht alle, kénnen selbstverstindlich verschwinden. 

Der angegebene Satz gilt sicher, falls ein Rationalititsbereich =, der 
alle reellen und imaginiren Konstanten enthilt, zugrunde gelegt wird. 
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In meinem friiheren oben zitierten Aufsatz ist die Zugehérigkeit aller 
reellen wie imaginiren Konstanten zum Rationalitiitsbereiche vorausgesetzt. 
(Vgl. S. 574, Zeile 10 ,,wobei 4 und w willkiirliche Konstante sind“, Be- 
niitzung der Rationalititsgruppe, vgl. meinen Aufsatz ,,Uber die Adjunktion 
von Integralen linearer homogener Differentialgleichungen“, Math. Annalen, 
Bd. 59, Anmerkung auf S. 437, wo ich diesen Gegenstand schon zur 
Sprache brachte. In meiner zitierten Arbeit in den Math. Annalen, Bd. 56 
ist also der Rationalitiitsbereich wie in dieser zu wihlen, auBerdem soll 
er noch alle Konstanten enthalten.) Da der zuletzt angegebene Satz fiir 
einen Rationalitiitsbereich, der nicht alle Konstanten enthilt, nicht mehr 
zu gelten braucht, lehrt das mir von Herrn Landau in einem Briefe vom 


4, Februar 1903 mitgeteilte Beispiel der Differentialgleichung = +y=0. 


- , i dsi . ‘ , 
Sie hat y, = sin z, a = i = cos # zu Integralen. Diese Differential- 


gleichung ist aber, wie man leicht zeigt, im Zahlenkérper aller reellen 
Zahlen irreduzibel; im Ké6rper aller reellen wie imaginiren Zahlen wird 
sie reduzibel. Der Grund, warum der fragliche Satz fiir einen Rationali- 
titsbereich 2, der nicht alle reellen wie imaginiren Konstanten enthilt, 
versagen kann, liegt darin, daB zu seinem Beweise ein Satz von Herrn 
Frobenius*) beniitzt wurde, dem man folgende Fassung geben kann: 
Wird von dem unserer Betrachtung zugrunde liegenden Rationalitits- 
bereiche XY vorausgesetzt, daB alle reellen wie imaginiren Konstanten zum 
Rationalitiitsbereiche gehéren, so ist jede lineare homogene Differential- 
gleichung mit Koeffizienten aus 2 reduzibel, wenn von zwei verschiedenen 
ihrer Integrale das eine ein linearer homogener Differentialausdruck des 
anderen mit Koeffizienten aus 2 ist. 

Wie mir Herr Landau in einem Briefe vom 21. Februar 1903 mit 
Beweis mitgeteilt hat, gilt iibrigens der eben angefiihrte Satz von Herrn 
Frobenius schon dann, wenn jede Wurzel jeder algebraischen Gleichung 
mit Zahlenkoeffizienten aus dem Rationalititsbereiche dem Rationalitits- 
bereiche angehért, also z. B. fiir den Rationalitiitsbereich aller rationalen 
Funktionen von a, deren Koeffizienten algebraische Zahlen sind. Dab 
aber der Frobeniussche Satz nicht auf den im $1 definierten Rationalitits- 
2 
wa ty=0.™) 


dx? 


bereich ausgedehnt werden kann, lehrt das Landausche Beispiel 


*) G. Frobenius, Journal f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76, S. 268. 


**) Vgl. die Note von Herrn E. Landau in Archiv der Math. u. Phys., 3. Reihe, 
Bd. 10, S. 45--50. 





§ 5. 


Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in 
groBte vollstiindig reduzible Faktoren. 


Wir sagen: der lineare homogene Differentialausdruck 
(1) Q =V,Vi_1-+- Va, 


mit Koeffizienten aus 2 ist in gréBte vollstiindig reduzible Faktoren zer- 
legt, wenn die Summe der Ordnungen der linearen homogenen Differen- 
tialgleichungen V, = 0, V,_,=0,---,V,=0, V,=0, V,=0 mit Koeffi- 
zienten aus X gleich der Ordnung von Q = 0 ist, und wenn ferner V, =0 
eine gréBte vollstindige reduzible zu Q@=0 gehérige lineare homogene 
Differentialgleichung ist, V, = 0 eine gréBte vollstiindig reduzible lineare 
homogene Differentialgleichung, die zu V,V,_, -- - V,;V, =O gehért, drittens 
V,=0 eine gréBte vollstindig reduzible lineare homogene Differential- 
gleichung, die zu V,V,_,---V,;= 0 gehért, usw., schlieBlich V,= 0 selbst 
eine vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung ist. 
V,, Ve, V3,---,V, nennen wir grifte vollstindig reduzibleFaktoren von Q. 
Die geschilderte Zerlegung von @Q ist nicht eindeutig, denn man kann 
offenbar einen beliebigen der Faktoren V, mit einer willkiirlichen, dem 
Rationalitatsbereiche © angehérigen Funktion von 2 multiplizieren und 
dann die Kette (1) entsprechend nach links fortsetzen. 

Unter Benutzung der im § 2 am SchluB eingefiihrten Bezeichnung 
yihnliche Differentialgleichungen“ gilt folgender Satz: 

Auf welche Art und Weise auch immer ein linearer homogener Diffe- 
rentialausdruck mit Koeffizienten aus 2 in grifte vollstindig reduzible 
Faktoren zerlegt wird, so enthdlt jede Zerlegung gleich viele grifte vollstiindig 
reduzible Faktoren, und diese sind bei irgend zwei Zerlegungen der Reihe 
nach einander so zugeordnet, daB immer zwei durch Nullsetzen zugeordneter 
griBter vollstindig reduzibler Faktoren sich ergebende lineare homogene 
Differentialgleichungen dhnlich sind. 

Sei neben 
(1) Q= ViVi Vall, 
noch 


(2) Q = W,Wy_s--- WWW, 


eine zweite Zerlegung von @ in gréfte vollstindig reduzible Faktoren. 
Unser Satz behauptet, daB 4= /’ sein muB, und V,=0 und W,=0, 
V,=0 und W,=0,---,V,=—0 und W,=0 idhnliche Differentialglei- 
chungen sind. Beim Beweise des Satzes bedenken wir zuniichst, dab 
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W,=0 und V,=0 gréBte vollstindig reduzible za Q = 0 gehérige Dif- 
ferentialgleichungen sind. Nach Satz I des § 4 wird mithin: 

(3) W,=f@)N, 

wobei f(x) eine Funktion aus dem Rationalititsbereiche 2 ist. W,=0 
und V,=0 haben infolge der Gleichung (3) genau dieselben Integrale, 


sind also sicher ahnliche Differentialgleichungen. Infolge der Gleichung (3) 
geht die Gleichung (2) tiber in: 


(4) Q = W,Wy_s:-> W3W,(f@)V;). 
Man fiihre die durch das Symbol W, ausgedriickte Differentiationsopera- 
tion aus und ordne nach Ableitungen von V,; auf diese Weise erhalt man 
(5) W.(f@V;,) = XQV,.- 
X, bedeutet einen linearen homogenen Differentialausdruck mit Koeffi- 
zienten aus 2. 

Aus den Relationen (4) und (5) folgt: 
(6) Q = W,Wy_1- +> WsX_Vj.- 

Wir setzen 
(7) U= W,Wy_1+++ WsX, 
also: 


(8) Q=UN,. 


Wir betrachten X,=—0 niher. Aus der Gleichung (5) folgt: Man 


1 
f@) 
systems von Integralen von W,—0 die entsprechenden eines Fundamental- 
systems von X,=0. Es sind also W,=0 und X,=0 ihnliche Diffe- 
rentialgleichungen. Bedenkt man, daB nach dem im § 2 angegebenen 
Fuchsschen Satze zwei aihnliche lineare homogene Differentialgleichungen 
gleichzeitig reduzibel oder irreduzibel sind, so folgt, da W,=0 als voll- 
stindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung kleinstes gemein- 
sames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen 
ist, daB dies auch fiir X,— 90 zutreffen mub. X,—0 ist also auch eine 
vollstiindig reduzible lineare homogene D,.ferentialgleichung. 

Wir fiihren jetzt den Nachweis, dab X,=—0 eine grdfte vollstindig 
reduzible lineare homogene Differentialgleichung ist, die za U = 0 gehért. 
Angenommen X, = 0 sei keine gréBte vollstiindig reduzible lineare homo- 
gene Differentialgleichung, die za U=0O gehért. Es mige X,—0 eine 
gréBte vollstiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung mit 
Koeffizienten aus 2 sein, die zu U =O gehért. X,—0 ist infolge seiner 
volistindigen Keduzibilitit als kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler 
linearer homogener Differentialgleichungen auffaBbar, ferner ist nach (7) 
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findet durch Multiplikation mit aus den Elementen eines Fundamental- 
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jedes Integral von X,=—0 auch Integral von U=0. Hieraus folgt nach 
Satz II des § 4, daB die lineare homogene Differentialgleichung X, = 0, 
die nach Voraussetzung die gréBte vollstiindig reduzible lineare homogene 
za U=O gehérige Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 2 ist, 
durch alle Integrale von X,= 0 befriedigt werden muf. Mithin laBt sich 
ein linearer homogener Differentialausdruck Z mit Koeffizienten aus 2 
finden, so daB 


(9) X,= 2%; 

wird. Ist X,=—0 nicht gréBte vollstindig reduzible lineare homogene 
Differentialgleichung, die z2 U =O gehért, so wird X,=0 von héherer 
Ordnung als X, = 0. 

Da X, =0 eine gréBte vollstindig reduzible zu U = 0 gehérige lineare 
homogene Differentialgleichung ist, kann man U so in gréBte vollstiandig 
reduzible Faktoren zerlegen, daB die Zerlegung mit X, schlieBt. Es 
sei also 
(10) U = X,X,_,-+: X,X; 
eine Zerlegung in gréBte vollstindig reduzible Faktoren. 

Aus den Gleichungen (8), (9) und (10) folgt: 


(11) Q = X,X,_, +++ Xs Z XV. 
Infolge der Gleichungen (5) und (3) geht (11) iiber in 
(12) Q = X,X,_,--- X,ZW,W,,. 


Wir fiihren den linearen homogenen Differentialausdruck W, mit Koeffi- 
zienten aus 2 ein und verstehen hierunter: 


(13) W,=— Z2W,. 
Die Gleichung (12) kann jetzt auch in der Form: 
(14) Q=— X,X,_1--- X,W, Ww, 


geschrieben werden. 


Nach (5) ist 
ZW,(f@V,) = ZXV,, 


und mit Hilfe von (13) und (9) erhilt man: 
W,(fla)V,) = Xj. 


Die soeben gewonnene Gleichung lehrt, da8 man aus einem Fundamental- 
system von Integralen von X,—0 eines von W,= 0 durch Multiplikation 


mit f(x) erhilt. Folglich ist W,—0 ebenso wie X,=0 eine vollstindig 
reduzible lineare homogene Differentialgleichung. 


Aus den Relationen (14) und (2) folgt: 
X,X,_,::: X,W,= Wy W,_1 ++ W, Wy. 
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Da W,=0 und W,=0 vollstindig reduzible lineare homogene Differen- 
tialgleichungen sind und W,= 0 eine gréBte vollstiindig reduzible lineare 
homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 2 ist, die zu 
W, Wy_1:+: W;W, gehort, so kann W,=0 nicht von héherer Ordnung 
als W,= 0 sein. Nach (13) sind W, und W, durch W, = ZW, verbunden; 
mithin kann der lineare homogene Differentialausdruck Z nur eine bloBe 
dem Rationalititsbereich © angehérige Funktion von z sein, sonst wire 
ja W, héherer Ordnung als W,. Aus (9) folgt, daB sich auch X, und X, 
nur um einen Faktor, der bloBe Funktion von wz allein ist, unterscheiden. 
X, = 0 ist also eine gri®te zu U=0O gehdrige vollstindig reduzible lineare 
homogene Differentialgleichung. 
Aus (6) und (1) kann man schlieBen: 


(15) We Wags +- Wy Xa ViFaas: + Vy 
Da X,=0 eine gréBte vollstindig reduzible lineare homogene zu 
U= W, Wy 1°: W3X,=0 


gehérige Differentialgleichung ist, haben wir in der Relation (15) eine 
Zerlegung eines Differentialausdruckes niedrigerer Ordnung, als die von Q 
ist, in gréBte vollstindig reduzible Faktoren. Hierfiir kinnen wir unseren 
Satz als bewiesen annehmen. Unser Satz gilt ja sicher fiir eine voll- 
stindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung. Folglich sind 
V,=0 und X,=0 fdhnliche lineare homogene Differentialgleichungen, 
und das gleiche gilt fir V,=0 und W,=0, fir V,=0 und W,=0, usw., 
schlieBlich ist 4’°= A, und V,=0 und W,= 0 sind ihnliche Differential- 
gleichungen. X,—0 und V,=0 haben als gréBte vollstindig reduzible 
lineare homogene Differentialgieichungen, die zu derselben Differential- 
gleichung U = W,W,_,:-- Ws;X,=0 gehéren, sogar alle Integrale ge- 
meinsam. X,=0 und W,=0 waren, wie auf 8. 113 gezeigt wurde, ahn- 
liche Differentialgleichungen. Hieraus folgt, daB V,=0 und W,=0O ihn- 
liche Differentialgleichungen sind. V,=0O und W,=0 haben als gréBte 
volistiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen, die zu der- 
selben Gleichung Q = 0 gehéren, sogar alle Integrale gemeinsam. Hiermit 
ist unser Satz véllig bewiesen. 

Die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes Q in 
gréBte vollstiindig reduzible Faktoren Q@ = V,V,_,---V,;V,V, kann nach 
Satz | und Il des § 4 zu einer viéllig eindeutig bestimmten gemacht 
werden, wenn man verlangt, da als Koeffizient der héchsten Ableitung 
bei V,, Vg,--+, V,_, die Einheit und bei V, der Koeffizient der héchsten 
Ableitung von @Q steht. 
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8 6. 


Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in 
irreduzible Faktoren. 


Fiir die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes Q 
mit Koeffizienten aus dem im § 1 beschriebenen Rationalititsbereiche > 
in irreduzible Faktoren gilt der 

Satz I. Auf welche Weise auch immer ein linearer homogener Diffe- 
rentialausdruck mit Koeffizienten aus X in irreduzible Faktoren zerlegt wird, so 
kann man die Faktoren einer jeden Zerlegung den Faktoren einer jeden 
anderen Zerlegung eineindeutig zuordnen, so daB immer die zwei durch Null- 
setzen der zugeordneten Faktoren entstehenden irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichungen gegenseitig von derselben Art sind. 

Zum Beweise dieses Satzes wurden in meiner friiheren Arbeit (Math. 
Ann. Bd. 56, S. 565) auch nur Sitze aus dem § 2 des vorliegenden Auf- 
satzes verwandt. 

Oben wurde im §3 auf 8S. 97 der vollstindig reduzible lineare homo- 
gene Differentialausdruck V mit Koeffizienten aus ¥ in irreduzible Fak- 
toren zerlegt: . 

V= A,A,_,:++Agd;. 
Die lineare homogene Differentialgleichung V = 0 war hierbei als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches der irreduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichungen J, = 0, J, = 0,---,J,=0 angenommen, und es ergab sich, 
daB A,—0 und J,=0 (f=2,---,g) zwei irreduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen derselben Art waren. Unter Beachtung des Satzes | 
folgt: 

Satz Il. Ist V=O eine vollstindig reduzible lineare homogene Diffe- 
rentialgleichung mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche =, die das 
kleinste gemeinsame Vielfache der in bezug auf & irreduziblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen J,=0, J,=9,---,J,=0 mit Koeffizienten 
aus = ist, so sind bei jeder Zerlegung des Differentialausdruckes V in ir- 
reduzible Faktoren die durch Nullsetzen der g Faktoren entstehenden irredu- 
ziblen linearen homogenen Differentialgleichungen mit den irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen J,=0, J,=0,---,J,=0 im gewisser 
Reihenfolge von derselben Art. 

Hat man einen linearen homogenen Differentialausdruck Q mit Koef- 
fizienten aus 2 in gréBte vollstindig reduzible Faktoren zerlegt: — 

(1) Q=V,V,_1--- Vel; (vgl. S. 112), 
so kann man durch weitere Zerlegung jedes Differentialausdruckes J)’ in 


irreduzible Faktoren: 
V= A,A,_, vod, 


ein¢ 
Sat: 


rent 
So | 
hom 
gene 
den 
zerl 
Vie 
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eine Zerlegung in irreduzible Faktoren herleiten. Durch Beachtung von 
Satz I und Il ergibt sich: 

Satz Ill. Auf welche Weise auch immer ein linearer homogener Diffe- 
rentialausdruck mit Koeffizienten aus in irreduzible Faktoren zerlegt wird, 
so sind die durch Nullsetzen der Faktoren entstehenden irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen mit denjenigen irreduziblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen von derselben Art, die sich ergeben, wenn man 
den vorgelegten Differentialausdruck in gréfte vollstindig reduzible Faktoren 
zerlegt und jeden vollstindig reduziblen Faktor als kleinstes gemeinsames 
Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen auffaBt. 


Marz 1905. 





Leo Koenrassercer. 


Uber das identische Verschwinden der Hauptgleichungen der 
Variation vielfacher Integrale. 


Von 


Leo Koenrassercexr in Heidelberg. 


Bedeutet H eine Funktion von ¢, einer von ¢ abhingigen Variabeln p 
und deren Ableitungen bis zur v*” Ordnung hin, so hat die zur Variation 
des Integrales 


4 
_f Hat 
t 


‘° 


gehérige Hauptgleichung die Form 


¢@H ad @H, @* oH  < 
tp at op tae op tC a ape) — 2 


und es ist bekanntlich fiir das identische, von der Funktionalbeziehung 
zwischen p und ¢ unabhiingige Verschwinden derselben die notwendige 
und hinreichende Bedingung die, daB sich H als ein nach ¢ genommener 
volistindiger Differentialquotient einer Funktion von ¢, p und der Ab- 
leitungen der abhingigen Variabeln p bis zur v — 1%" Ordnung hin dar- 
stellen laBt. 

Dieser fiir die Mechanik, in welcher ¢ die Zeit, p einen Parameter 
und H das kinetische Potential »*" Ordnung bedeutet, wichtige Satz soll 
im folgenden auf Funktionen beliebig vieler abhaingigen und unabhangigen 
Variabeln mit den nétigen Modifikationen erweitert, und zum Zwecke der 
Anwendung auf die Mechanik mehrerer unabhiingiger Variabeln in ein- 
facher Form ausgesprochen und bewiesen werden. 

Um vor allem die Beweisart selbst zu kennzeichen, gehen wir von 
einer Funktion H einer unabhingigen Variabeln ¢, u abhingigen p,, p,,---,p 


Ly 


und deren Ableitungen bis zur v‘**" Ordnung aus, fiir welche die Beziehung 


t 
3 (Hat =0 
J 
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unter der Voraussetzung, daB die Variationen der p,, p,,---,p, und ihrer 
v—1 ersten Ableitungen an den Grenzen verschwinden, den uw Gleichungen 
fiquivalent ist: 

(1) oH d 0H ad? 0H a” 0H 


op, dt op + de® dp” =o. (s=1, 2,---,u). 


Zunichst ist ersichtlich, daB, wenn H in der Form darstellbar ist 


__ da 

=F | 
worin @ eine von denselben Variabeln abhiangige Funktion bedeutet, welche 
die Ableitungen der p, nur bis zur vy — 1%" Ordnung hin enthilt, die uw 
Hauptgleichungen (1) identisch erfiillt sein werden, da 


th 
fh 
6 f Hat — d[ol, 


wegen der fiir die Variationen an den Grenzen angenommenen Beschrinkung 
unabhingig von den funktionalbeziehungen zwischen den p, und ¢ ver- 
schwindet. Dasselbe wiirde sich auch unmittelbar aus den bekannten 
Beziehungen*) 
a a eee 
dt Op,’ Op) dt = aylr-)” 


s+ (4=1,2,--¥—1) 


~~ at ag aps a pet —1) 


ergeben, da hiernach die Hauptgleichungen in 


dfd 6 , éa@ ad 0a , da 
—aal ae opt ap, | + dt? la Op. + a3 | a ys dt” a in 0 
iibergehen, und somit, wie der Anblick lehrt, identisch befriedigt werden. 
Aber es ist auch ebenso leicht, die Umkehrung dieses Satzes einzusehen, 
wonach, wenn H die Hauptgleichungen identisch erfiillt, es sich als voll- 
stindiger Differentialquotient einer solchen Funktion @ darstellen lassen 
soll. Zunichst ist namlich aus jener Annahme unmittelbar ersichtlich, 
daB, weil die Koeffizienten der héchsten, also der 2v"" Ableitungen der 
p, in den identisch zu befriedigenden Gleichungen (1) durch 
on FH oH 
ep”) ap” . ap?) ape? ? "Op pl? 


dargestellt werden, und diese somit verschwinden miissen, H eine in den 
y= Ableitungen lineare Funktion von der Form 


*) Vergl. meine ,,Principien der Mechanik* S. 5. 
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(2) H = Hy (t, py +++ Puy BOW, + PUD) pO 
eee H(t, yyy Pus? BEmY, = =, pr-) pm 
+ H(t, Dy, ++) Dyas =p BEAD, «+> per”) 
sein wird; nun folgt aber sogleich, daB die Gleichungen (1), welche als- 
dann nur von der 2y — 1" Ordnung sind, in den 2v — 1 Ableitungen 
linear sein werden, und der Koeffizient von p®’-» wegen des identischen 
Verschwindens der Hauptgleichungen die Beziehung liefern wird 


0 OH, 
(3) yt es — an (9,8 _— 1, 2, rok #) ° 
Op, Op, 

Bildet man nun, was nach den eben gefundenen Bedingungen még- 
lich ist, eine Funktion , von ¢, p,, --, p,, °°) pl’, >, pw-», welche 
den Gleichungen geniigt 
(4) _ 6a, H Ca, ee Ca, oi 


ope -») 1) apy» 2? ? ape -» me? 


so wird, weil H den Hauptgleichungen (1) identisch geniigen soll, und 
ro , wie vorher gezeigt worden, dieselben ebenfalls identisch befriedigt, 
die vermége (2) und (4) die Ableitungen nur bis zur v — 1%" Ordnung 
hin enthaltende Funktion 


S y <= 
H— 7 = K(t, yy +++ Duss) DEW, ++ 5 pe) 


den Hauptgleichungen (1), die nunmehr in 
OK ad@dOK , @ OK cK 


d 
—S— el —e)ee —_ | —_—_—_—- Ss 
Cp, dt ép,' dt® cp’ + (—1) at’—1 @pe?-» 0 


(5) 


iibergehen, wiederum identisch geniigen. Wendet man auf die Glei- 
chungen (5) und die Funktion K von der »— 1‘ Ordnung dieselben 
Schliisse an, so wird sich fiir H sukzessive die Form ergeben 


_ dQ 
~ at? 


_ da, da, da, 
nt he ne 


indem die zuletzt iibrig bleibende Funktion, die nur von ¢, p,, p,,---, p, 
abhingt und der Hauptgleichung identisch geniigen soll, die Parameter 
gar nicht enthalten darf, und wir finden somit 

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB fiir eine Funk- 
tion H der v*" Ordnung, von einer wunabhingigen und wu abhingigen 
Variabeln t, p,, Py,---, Pp, die Hauptgleichungen der Variation (1) identisch 
befriedigt werden, die, daB H der nach t genommene vollstindige Differential- 
quotient einer Funktion v — 1” Ordnung derselben unabhiingigen und ab- 
héngigen Variabeln ist. 
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Sei z. B. die Funktion 
H = p,'p,* + 2p, P2P,*Ps’ + 2pyps"Py' DP,” + Dy'Da’® + Popa’? DP,” 
+ 2p.p,'D_'Do” + p, + tp,’ 
gegeben, welche den beiden Hauptgleichungen 


cH d 0H a cH 0 oH d 0H a oH 


Op, at dp, ' dt? dp,” -’ dp, at dp,’ iT ae ap,” 


= 


identisch geniigt, so sind in den angewandten Bezeichnungen 
H, = 2p,p,"py + P,P", Hy = 2 p.p,'p,’, 
und somit die Gleichungen (3) identisch befriedigt. Den Gleichungen (4) 
gemiB ergibt sich 
©, = PrPs'Py* + PsP Po’*s 
und daraus 
H-“S =p, +t =K, 


worin K den beiden Hauptgleichungen 
eK @dK_y @K_ 4 6K 
cp, top, —? Op, dt dp,’ 
identisch geniigt. Setzt man weiter 


@. = tp,, 


= 0 


so folgt 


om Ain” + PP,’ Py’ *+ tp,) | 
me + mia > ae 


Um nun einen analogen Satz fiir die Hauptgleichungen der Variation 
eines vielfachen Integrales 


f Hdt,dt_,--- dt 


tele in welchem H eine Funktion der g unabhingigen Variabeln 
t,,t,--+,t, der w abhingigen Variabeln p,,p,,---,p, und deren partieller 
Differentialquotienten bis zur v*” Ordnung hin sein soll, Gleichungen, 
die sich bekanntlich, wenn 
o* p, (ié sd) 
Ot, dt,,---0t, Ps" pi 


gesetzt wird, in der Form darstellen: 
2) oH P oH 
®) Op, <a at, ap + Dai, di, dt, 5 ™ 


oH ae ee 
+ (— 1)” 2 dt; dt, rig Oplaa-4) =0 (s=1,2,- rt), 


t 
iy tye 
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worin die nach den #,,7%,,--- genommenen Summen auf alle Zusammen- 
stellungen der i aus den Zahlen 1, 2,---,@ auszudehnen sind, in welchen 
i, <i, < 4, ---, — werde zuniichst bemerkt, dab, wie aus der Variation des 
vielfachen Integrales unter der der friiheren analogen Festsetzung fiir die 
Variationen in dem Grenzgebiete hervorgeht*), der Ausdruck 


da da, do, 

dt, 1 dt, nein.» dt,’ 

in welchem @,, @,,---, @, beliebige Funktionen »v — 1" Ordnung der u 
abhingigen und 9 unabhiingigen Variabeln darstellen, den Hauptgleichungen 
(6) identisch geniigt, und daB somit die Méglichkeit der Darstellung der 
Funktion H in dieser Summenform von Differentialquotienten hinreichend 
fiir die identische Erfiillung der Hauptgleichungen ist. 

Um aber die wichtigere Frage nach den notwendigen Bedingungen 
zu beantworten, mégen zuniichst Funktionen H der ersten Ordnung von 
einer abhiingigen und g unabhingigen Variabeln untersucht werden, 
fiir welche sich, wenn sie der fir s=1,»—1 aus (6) entspringenden 
Hauptgleichung 
r oH d oH d @ d 0H 
(7) ~ dt, ap 
identisch geniigen sollen, genau wie oben die Form ergibt: 
(8) H = H,(t,,---,t,p)p + Hy(t,,---, 4, p)p +--- 

+ A,(t; me to» p)p® ss H(t, ee tos p). 

Setzt man nun 


(9) a, (t,, ~ oe to, p) =| H,dp, 


0 


da 
so wird die Funktion erster Ordnung d “< wie oben gezeigt, ebenfalls 


die Hauptgleichung (7) identisch befriedigen, und somit auch nach (8) 
und (9) die Funktion 


d —_ 
K= H— = = H,p® + Hyp® — eee + H,_,pe-» + K. 


*) Benutzt man die, den in meinen ,,Principien der Mechanik* S. 5 aufgestellten 
Beziehungen analogen, Relationen fiir mehrere unabhiingige Variable 


a9, (an) - an(5p) 6 (5°) td do - 
Op, dt, dt, Op, ? agit :'-24) (ae, ag "-9) 


7 da d do : Go 
—_—— — {—)= — - a me re . a -\ 9 
jee (ae) at, (jn =m) + pple te aiegts) 


worin (¢,,4)—0 ist, wenn 4 von 7, verschieden, und den Wert 1 hat, wenn 4 = i, ist, 
so erkennt man auch durch unmittelbare Substitution, daB die Hauptgleichungen (6) 
identisch befriedigt werden. 
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Setzt man dhnlich 
@,_1(4, a t,, P) = [ H,_.4p, 


K—1%-1 


dt, _4 
usw., so gelangt man zu einer von p™), p®,..-, p@ unabhingigen, also 
nur von ¢,, f,,---,¢, p abhiingigen Funktion, welche der Gleichung (7) 
identisch geniigen, also von p frei sein mu, und sich daher als Differen- 
tialquotient nach irgend einer der unabhingigen Variabeln darstellen laBt, 
und es ergibt sich somit 

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Funktion 
H der ersten Ordnung von einer abhingigen und @ unabhiingigen Varia- 
beln der Hauptgleichung (7) identisch geniigt, die, daB jene Funktion in der 
Form darstellbar ist 


bildet 


? 


do, , da, 


H da, 
~ dt, Tet Te 


WOriN @,, Mz, +++, O, nur von t,, ty, ---,t, und p abhingen. 
Um also zu priifen, ob eine soleche Funktion H in der angegebenen . 
Weise als Summe von totalen, nach den unabhiingigen Variabeln ge- 
nommenen Differentialquotienten darstellbar ist, hat man nur nachzusehen, 
ob H der Hauptgleichung (7) identisch Geniige leistet. 
So wird z. B. 


H = t,p* + (2t tp — 2tp*) p® + 2p 
in der Form darstellbar sein 


d 9 2 ad, 
dt, (t, fp’ — = t,p*) + di, (t,"p). 


Wesentlich anders gestaltet sich das Resultat der Untersuchung der 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die identische Erfiillung 
der Hauptgleichungen der Variation, wenn die Funktion H von einer 
héheren Ordnung als der ersten ist oder, wenn von der ersten, mehr als 
eine abhingige Variable enthilt. 

Zunichst ist unmittelbar einzusehen, daf, wenn eine Funktion H der v'*" 
Ordnung von uw abhiingigen und @ unabhiingigen Variabeln in der Form 
darstellbar ist: 4 

doa da @, 

H= di, + dt, <*> at, , 
WOFIN 01, Wy, +++, @, ebenfalls Funktionen v' Ordnung ebyy dieser Varia- 
beln sind, H den zugehdrigen Hauptgleichungen 2v'" Ordnung identisch ge- 
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da, da, da, D8: : 
dt,’ dt,’ °°"? dt nach dem Friiheren als Funktionen 
e 


v + 1** Ordnung die entsprechenden Hauptgleichungen 2v + 2%" Ordnung 
identisch befriedigen, und aus diesen Hauptgleichungen, da die Summe der 
nach ¢,, t,---, 4, genommenen Differentialquotienten von @,, @., ---, @ 
nur eine Funktion v‘** Ordnung sein sollte, die den partiellen Differential- 
quotienten » + 1 Ordnung zugehérigen Glieder herausfallen.*) 


niigen wird, da 


*) Man kann dies aber auch, aihnlich wie oben, unmittelbar an den Hauptglei- 
chungen (6) verifizieren. Denn da H eine Funktion ve Ordnung sein soll, so muB 
0a, Cw, Ga, 


+— ; +1 —7t a 
(£9) _ @)) (if 8). ®t apie? #) 


5 


i ‘ Or, 
sein, wenn die Zusammenstellung der Indizes 
(9M... M1) = (MPM... 2) =--- = (WM... i @) 
ist, und da nach dem Friiheren 
oe, =Q, 
at, . 
den ‘incited “falas 


a 2, 


‘ty 


r+ 
+(—1)"*? — . - 4 
dt, dt; tee dt; dt, 0 pra A) 


lg sty 


identisch geniigt und 
éQ, do, 


++#yA) _ (7; a) 


(ti fo 
Op,’ Op," 


ist, so werden die Hauptgleichungen fiir 
H=2)+2,+-:- +2 
in die Gleichungen (6) tibergehen. 
So werden z. B. fiir zwei Funktionen zweiter Ordnung einer abhiingigen und 
zweier unabhiingigen Variabeln 


2 2 
= pp i? p? 2) + pp” p® p@), o, = — pp? p oe pp” p® pt» 


oe der Zusammenstellungen der Indizes (111), (121) = (112), (221) = (212) die 
Beziehungen erfiillt sein 


Ca, 0 @, 


éo, é da, 
— + —a 
ap * ape 


ap) ap? © gpa) 
und in der Tat 
— 2% a (2)* (12) AF (8) (82) (2)( (11) (22) _(12)") 
Steere te ee ee oe 


nur von der wuitiinn Ordnung sein. Den obigen Beziehungen zwischen 2, und @, 
entsprechend ist 


= 0, = 0, 
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Um aber die Existenz der Umkehrung dieses Satzes zu untersuchen 
und die Form derselben zu finden, miissen wir die Funktionen H nach 
ihrer Ordnung und der Zahl ihrer abhiingigen und unabhiingigen Varia- 
beln unterscheiden. 

Sei zuniichst H von der v®" Ordnung, enthalte aber nur eine ab- 
hiingige und zwei unabhiingige Variable p, t,, t,, so soll im folgenden, der 
kiirzeren Schreibweise wegen, 


axth 


a 
== 9)" 
at*ar,e | 
gesetzt werden; so daB die Hauptgleichung der Variation die Form an- 
nimmt 


» 94 8 ee ee 
(S ) Op dt, ape) dt, ap dt,? ap) dt, dt, 2 poh) dt,* ep” 


g-* on g* eH 


2 ss Ly" — 1 ihe a Ee i 
+{-5; dty—* ap?— +” +a dt) "dt, ap"? 

@ ¢H y—@ oH 

att ap dti~ ‘dt, @p?—b» 

a’ 1) a” oH 


dt,dt}~' sae ar = at, 6 po = 


1-1 2 oH 


“er agapeat ets ea 


+ (-1y 


Soll nun dieser Gleichung durch H identisch geniigt werden, so 
werden die Koeffizienten der 2v'™ partiellen Ableitungen von p nach ¢, 
und ¢, genommen, welche lediglich aus den letzten » + 1 Gliedern dieser 


02, 0 @, OQ, 0a, (2)? 6 Q, 7 @, (1) 


(111) ~ apt) stn, é pt) = ap?) ei se, ape) ap?) = pp p® 


op 
“i a 0, = (22 AQ, , 0 @, _ (1) (2). 02, 0 Ws ae 
apt) gp Pps ap) ap) oP? pe) ~ ape) - 
woraus 
02, EQ, 02 EQ 62 EQ 
+- s_ = 0, “ 1. + — 4. = 0, — = 
apa — @ pe) 7 3 ptt) ape) " ape @ pe) 


und hiernach 
ads . éQ, _ as OQ, - de 
- dt, dt, dt, gpiad " dt, dt. dt, ape) 


"ls 


folgt, und es wird somit 
H=2,+ 2 
der Hauptgleichung 4te* Ordnung 
0H ad 6H d 0H a @cH a@ OH d* cH 


Cp dt, Gp dt Bp® 7 dt? gp™ T at, di, 6 pt) + at? ap™) 


identisch Geniige leisten. 
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Gleichung hervorgehen, verschwinden miissen, und daher, wie unmittelbar 
zu sehen, der Koeffizient von p”*”, worin x + 4 = 2y ist, 
OH oH °*H 
(10) op” 5 p*— v,a) + op’- 1, ei ae 1) +: op’! en v,4—2) 
err 5 ping prin =O 
sein, wenn die nach p mit negativen Indizes genommenen Differential- 
quotienten gleich Null gesetzt werden. 

Fiir vy = 2 und v = 3 folgt unmittelbar aus der Gleichung (10), daB 
simtliche dritten Differentialquotienten von H, nach den’ 2 resp. 3‘ 
partiellen Differentialquotienten von p genommen, identisch verschwinden, 
und H somit nach (10) die Form annimmt 


H= A, p®” + Hy, p% + H, p® 2) + A, (p® p®* ~— po 1?) - H 


und 
H = H,p®® + H,p®» + Hy,p*® + H,p® + H,(p®%p% — pl) 
+ A, (p® p®® 4 pps) + A, (p® 1) 9,8) — pe) + H, 
worin H,, H,,---, H Funktionen von 


fy, to Py PO, p%” resp. b, ty, p, p%, p%, pO, ph», pO® 
sind. 

Fiir v= 4 folgt jedoch aus der Gleichung (10) nur das identische 
Verschwinden aller dritten Ableitungen von H, nach den 4” partiellen 
Differentialquotienten von p genommen, mit Ausnahme der folgenden, fiir 
welche sich nur die Beziehungen ergeben 

oH o°H aH 

6 pHa p99 pod ep® 1A» p® 9p 4) ap 06 p99 pt) 

_1__ #H a wee 

—/ a p® 2) 5 p® 5 pa) 2 p> 9 pl?) 9 (4)? 
und erst der Umstand, daB auch saimtliche Glieder der Gleichung (9), welche 
die 6" partiellen Differentialquotienten von p quadratisch enthalten, ver- 
schwinden miissen, liefert auch fiir alle dritten Differentialquotienten von 
H identisch verschwindende Werte, so daB diese Funktion vermége (10) 
fiir y= 4 die Form annimmt: 
H= H,p*® + H,p® + Hyp®® + A,p® + Hp + Hy (ps p22 — pl") 

+ H, (ppt a p® 1) p@,)) + A, (p® 1) (4) — p® *) p(s %)) 

+ Hyp pl —p5") + Hyo( pp — pt") +H, (ps9 — p83") + H, 
worin H,, H,, ---, H Funktionen von 


t, te, Pp, ph, po, p® %), ps », po), p®, p™, pe, p® 3) 
bedeuten. 





Identisches Verschwinden der Variation. 127 


So erhalten wir allgemein fiir Funktionen H der v'" Ordnung von 
einer abhiingigen und zwei unabhiingigen Variabeln als notwendige Form 
dafiir, dap dieselben der Hauptgleichung von der 2v" Ordnung identisch 
geniigen 


H = Hyp + H,p?-+» 4+ Hyp?-*) +... + Hypo 
+ Hyg (p?-b Pp p29) 4 Hy, (pe Dp 29) — pr. pr 8,9) 4... 
(11) + A, tov ,1) ps v—-1) — pp (0, ”) + H, 3(pr-2 — p12 p-3,3)) 
reer H, (o° ~% 7 y—1) "re % a " 
+ 
+ H(i" — phe) +H, 


worin die Funktionen Hy, H,, +--+, Hy,--- H nur von t,, t, p und den 
partiellen Ableitungen von p bis zur v — 1" Ordnung hin abhéngen. 

Um nun auf den Beweis des Satzes von der Ausdriickbarkeit einer 
solchen Funktion H als Summe von nach ¢, und 4, genommenen totalen 
Differentialquotienten zweier Funktionen w, und @, der v**® Ordnung iiber- 
mugehen, werde zuniichst bemerkt, daB, wenn 


da, - 
dt, 7 


wieder nur eine Funktion »** Ordnung darstellt, einerseits diese Summe 
aus friiher angegebenen Griinden die Hauptgleichung 2" Ordnung iden- 
tisch befriedigt, andererseits, weil die Differentialquotienten v + 1%" Ord- 
nung aus jener Summe herausfallen miissen, den Beziehungen 


ba, 6a, am = bo, Om, @... 
2 “(v,0) ? ap (v— 1,1) (¥, 0) ’ a (v— 2, 2) F, (v— 1,1) ’ 
(12) | ° = r 


Ga, Oo, ean 6a, da, —~0 


do, 
ape?) T ap (2, »— 2) P pun o> ap”) 


ali ap”) 


identisch geniigt werden muB. 
Aus (12) folgt nun zunichst, daB 


= M,p°+N,, @,= M,p + Ny 
ist, worin die nur von p’-4%, pe-%%),..., plb’-1) und niedrigeren 
Ableitungen chine Funktionen — N,, M,, N, die Beziehungen 
eer s+, ¥) 
identisch befriedigen miissen, woraus sich 


. — a... aan 
epee) ? op”—etbe-) 


=0 


0 
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und daher JZ, und M, von den Ableitungen v** Ordnung unabhiingig 
ergeben, wihrend N, und N, den Gleichungen 
oN, Nn, 


ape ap? e+) e-» 


unterliegen, welche den Gleichungen (12) analog sind, und es folgt daher 
aus (12) unmittelbar: 
dap, wenn die Funktion 


+ 0 


do, da, 

at, + dt,’ 

worin @, und o, Funktionen v” Ordnung in den nach t, und t, genommenen 
partiellen Differentialquotienten von p sind, wiederum eine Funktion v*" Ord- 
nung sein soll, also der Hauptgleichung 2v'** Ordnung identisch geniigt, 
@, und w, die Form haben werden 


(13) o,= fp? bo + fep’-* 2) 4 cee ot fr—1 po *-» + fr po” + F,, 

RTE HT mo he Tee 
wortn f,, fo,-++, fy, Fy, Fy nur von t,, t,, p und den partiellen Difjerential- 
quotienten von p bis zur v—1”" Ordnung hin abhdngen, jedoch sonst keiner 
weiteren Bedingung unterliegen. 

Geniige nun die Funktion H v* Ordnung von einer abhingigen und 
zwei unabhingigen Variabeln der Hauptgleichung (9) identisch, habe also, 
wie oben gezeigt worden, die Form (11), so kann man zunichst zwei 
Funktionen @, und @, von der Form 


(14) { a, = hi a 1,1) 4 hv 2, Bh a = fv”, 
\o,=—f,p") — fp -b0—...— fpr 
bestimmen, deren vy von den v — 1 ersten partiellen Differentialquotienten 


von p abhingige Koeffizienten den v Bedingungen unterliegen 


(15) "he fh Hy: 


7 y— 2 4 y —_ bo 
op’ -* ep -»% 


af, ae af, — 
bas 03? Ov? 


(v—3,2) ap?» ies (0,»—1) ap?) = 


ep ep Pp 
und man sieht unmittelbar aus (14) und (15), daB sich fiir die Funktion 


da, da, _ 
H— i ar =K 


der Ausdruck ergibt 
16 K=K, MO4 K pe-bo+...4+ K. (0, ¥) 
of 1 x 
+ Ky(p?-* P—pe-b) po-39) 4... 
~ K, ,(p"-* 2) pit, ¥—-1)— yfr-1, 1) 0 ”) ies 
~ a, gr? — p® 7-2) 9, +4 K, 
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in welchem p nur als Koeffizient von K, vorkommt, K,,---, K,_9,,K 
stimtlich Funktionen v—1"" Ordnung sind, und welcher nach der voraus- 
gegangenen Bemerkung wiederum der Hauptgleichung (9) identisch ge- 
niigen wird. 

So wird z. B. fiir eine der Hauptgleichung 6. Ordnung identisch 
geniigende Funktion 3. Ordnung H die Funktion K, in welcher 


= AP + hPO+ hV, — a= — fv — fey — fay, 
worin /,, f2, fg den Bedingungen unterliegen 


. = of, _ a _y 
apt) Gp® vd ap) — @p® baad 


die Hauptgleichung 6. Ordnung ebenfalls identisch befriedigen und die 
Form annehmen 


(17) K=K, p®%+K, p® + K, ps2 + Ky p+ Ky.(p%9p®9— ph) 4 K, 


worin K,, K,, K,, K,, Ky, K wiederum Funktionen zweiter Ordnung 
sind; zugleich sieht man aber unmittelbar, daB die Substitution dieses 
Wertes von K in die Hauptgleichung - ~ danige fiir den Koeffizienten 


des Gliedes p®. p(+% den Ausdruck rs) liefert, und daB somit, da 


die Hauptgleichung identisch beftiedigt sein soll, K,. von p®® unab- 
hingig sein wird. 

Ebenso leicht folgt —e aus den letzten 2v +1 Gliedern der 
zu dem Ausdrucke (16) gehérigen Hauptgleichung (9), infolge des iden- 
tischen Verschwindens des Koeffizienten der in den partiellen Diffcrential- 
quotienten 2v — 2** Ordnung von p quadratischen Glieder, daB 


0K; 0K, as 0K, _ OKs, 


op? ia ap?» _ al ap?» % ~ Opera “a5 


diese GréBen selbst also von p-+° unabhiangig sind. 
Setzt man nunmehr 
o,' = gy, p”-* 9) + g, p?-*5) 4 “7a + 9, p’ , 
an — Hy pl?) — gs p->9—..-— gp, pe y-1) 


worin die von den »—1 ersten partiellen Differentialquotienten von p 
abhingigen, aber p”-1° nicht enthaltenden Funktionen g,, 9,,---, 9, 
den identischen Gleichungen geniigen sollen 








Os O%s 0%: Oy 
ap?-59)— ap?-3D — Eis) -**s ap®*-)— Ape-%D K,, 
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was méglich ist, da K,,,---,K,, von p°-'® unabhiangig waren, so wird 
der Ausdruck v** Ordnung 
i. da, da,’ 
a 
die Form annehmen 
L = Ly p+ Ly po) 4... + L plo” 
+ Lay (p33? — p-% 9) pl 4,9) 4... 
+ L,, (p?-* §) pr —1, 1) — pr-® 2) p(® ») +... 
+ L,_s,,(g—F — r-SMD) + T 


und wiederum der Hauptgleichung (9) identisch Geniige leisten. Da aber 
jetzt wieder L,,,---, Z,,,---, Z,_¢, von p”-*” unabhingig sein werden, 
so kann die Reduktion in derselben Weise durch Subtraktion von nach 
t, und ¢#, genommenen totalen Differentialquotienten von Funktionen 
v* Ordnung @,” und @,” der angegebenen Art fortgesetzt werden, und 
wir gelangen somit zunichst zu dem Resultat, 

dag, wenn die Funktion H der v* Ordnung der Hauptgleichung (9) 
identisch geniigt, zwei Funktionen @, und @, von der Form 


ao, = fp’ y+ fap? -* 24... + fp *. 
a, =—f, p™® — fap?-bY—..-- 


bestimmbar sind, in welchen f,, f2,--°, f, Funktionen v — 1" Ordnung 


darstellen von der Art, daB 
d 1 d 2 y v= bd H 
qs) + di, = Hyp”%+ H, pe-)94...4 A p64 A 
wiederum die Hauptgleichung (9) identisch befriedigt. 
Es bleibt somit nur noch nachzuweisen, dab, wenn ein Ausdruck 
von der Form 
(18) M = M, p+ M, pe-b9 +--+ M, port MN, 


worin M,, M,,---,M,, M Funktionen »v—1** Ordnung in den Ableitungen 

von p bedeuten, der Hauptgleichung (9) identisch Geniige leistet, M wiederum 

durch totale Differentialquotienten, nach ¢, und ¢, genommen, darstellbar ist, 

und die Form dieser zu differentiierenden Funktionen zu untersuchen. 
Setzt man 


@, = F, (4, &, p, p>, pl), ---, pn, ..., plr—2)), 
0,=> F,(t,, ts, PDP; pp, p », he te pr-4%, ~ Sit po “Th 


da, 


so geniigt a + a als Funktion v** Ordnung der Hauptgleichung 


2v* Ordnung (9) identisch, und bestimmt man die Funktionen F, und F, 
den Gleichungen 
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aF, oF, oF, 





ap? ~ M,, ep-* 1) 4 ap? - a M, 


gemaB, so wird 


(19) N= M—t— Gh Nype-89 4-4 N,p©+ N 


wieder die Gleichung (9) identisch befriedigen. Setzt man aber diesen 
Ausdruck in jene Hauptgleichung ein, so ergibt sich aus den letzten 
2v-+ 1 Gliedern derselben, wie unmittelbar zu sehen, als Koeffizient des 
Ausdruckes p®’-42). p% die GréBe 
aN, 

 @ph—1, OF? 
woraus, da dieselbe verschwinden muB, folgt, daB N,, und genau ebenso 
die tibrigen N,,---, N, in bezug auf p”-+% vom ersten Grade sind, so 
daB (19) in 
(20) N= (Pyp0-4+ Q) go-69 + (Pypl-4O 4 Q) po-H9 4... 

+ (P,p?-4%4 Q) pOn+ W 
tibergeht, worin P,, Q,,---, P,, Q, Funktionen v — 1* Ordnung sind, 
welche p’-+9% nicht enthalten. 

Substituiert man aber diesen Wert in die identisch zu befriedigende 


Hauptgleichung (9), so erhiilt man, wie unmittelbar zu sehen, die zu er- 
fillenden Gleichungen 


(21) 
und ; ss 
(22) a*Q, a@, oP, i 


ap” % 9-2) ap”—* 5. Op” @ =) apr—% ie ap”-o-» 9%) ia ap’ e-h0) 
(9,6 = 2,3,---,»), 


welche die nachfolgende Reduktion erméglichen werden. 
Setzt man namlich nunmehr 


oP oP 
ti a os 3 
Op’-%9-) Gp’ ere-0) (9,6 = 2,3,--.,») 











@, =f; (é, ty, p, p>, p%2),..., plr-% 0, pir-%%), .. +, pl “= 
@g = h (4; te, D, pi 0), p 2, *2\%g pr-% 1), ee ey p® ¥-1)) . pens 0) 
+ fa (try tay Py DO, POY, «+ +, PO“HN, «+ «, pO *—9), 
so wird wiederum nach Friiherem der Ausdruck 
da da 
ai, + aa? 
welcher von der v*" Ordnung ist, der Hauptgleichung (9) identisch ge- 
niigen, und unterwirft man die Funktionen /,, f,, f, den Bedingungen 
9* 
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-p,, —*h 
op 


. of, 
fs > bp i 0, 


(—3,2) 


eet Se ees eee 
i” —3, 2) ap? -*» 3? ” ap'’—e- be) ap’ ee-) ~ re? 


Of: 
(0, er — @, 


oF 


a 
so daB die Bedingungen (23) vermége der Integrabilitiitshedingungen (21) 
f, bestimmen, /, dann durch (24) gegeben ist, und endlich /, aus (25) 
vermidge der Beziehungen (22) bestimmt werden kann, so wird 


da, da, 


T=-N— dt, dt, 


ebenfalls der Hauptgleichung (9) identisch geniigen, welche aber, weil 7 
nur von der vy — 1" Ordnung ist, in die entsprechende Hauptgleichung, 
die nur von der 2v — 2" Ordnung ist, iibergeht. Da nun auf die 
Funktion 7 der » — 1*" Ordnung dieselbe Reduktion angewandt werden 
kann, so ergibt sich allgemein das. folgende Theorem: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Funktion H 
der v'" Ordnung von einer abhiingigen und zwei unabhiingigen Variabeln 
der zugehirigen Hauptgleichung 2 v'*" Ordnung identisch Geniige leistet, ist 
die, daB dieselbe in der Form 

da da, 
H = dt, + dt, 
darstellbar ist, worin die Funktionen @, und @, — nicht wie in dem 
vorher fiir Funktionen erster Ordnung mit einer abhingigen und _beliebig 
vielen unabhiingigen Variabeln behandelten Falle, Funktionen v — 1" Ord- 
nung sondern — wiederum Funktionen v"" Ordnung von der Form sind 
= POY + ype M4. +f, pO +H, 
@,—— fp —fypO-h9—--.—f,pr-O+ Fi, 
und f,,--+,f,, Fi, Fy Funktionen v — 1" Ordnung bedeuten.  Zugleich 
war ersichtlich, daB, wenn H eine in den v*" partiellen Ableitungen von p 
lineare Funktion war, die Funktionen o, uid @, wiederum nur Funktionen 
v — 1*" Ordnung sein werden. 


Wenn die Funktion H der v*" Ordnung zwar nur noch wie bisher 
eine abhiingige, aber mehr als zwei unabhiingige Variable enthilt, wird 
zwar der Satz von der Darstellung der Funktion H als Summe von 
totalen Differentialquotienten erhalten bleiben, aber der Charakter der 
Funktionen @ sich iindern. 
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Untersuchen wir zuniichst wieder die Form der Funktionen @,, @,---, @), 
welche eine abhangige Variable p und deren Differentialquotienten, nach 
den unabhingigen Variabeln ¢,, 4,,---,¢, genommen, bis zur »“” Ordnung 
enthalten und so beschaffen sein sollen, daB der Ausdruck 


da, da, da, 
dt, dt, mee dt, 


(26) H = 


selbst nur von der v" Ordnung ist; dieser wird dann nach dem Friiheren 
wieder der Hauptgleichung 2v** Ordnung 


} Ps d 0H +> d* 
Op dt; _ op = dt, dt, op 's) 
inte : 


+(—1y 2, at, a, di, Gp ty 9 


Ayfae 
identisch Geniige leisten, in welcher 


h« 


(41 f° *é, 
Ot, Ot, st 


und die nach den #,, i,,--- genommenen Summen auf alle Zusammen- 
stellungen der i aus den Zahlen 1, 2,---,@ auszudehnen sind, in welchen 
i, <i, <i,+-- sind, und es werden sich genau wie oben die fiir die 
Funktionen @,, @,,---, @, notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
daraus ergeben, daB die partiellen Differentialquotienten v + 1** Ordnung 
von p aus der Summe (26) herausfallen miissen. 

Es geniigt, wegen der bequemeren Darstellung in der Bezeichnung, 
den Fall zu betrachten, in welchem @,, @,, @, Funktionen zweiter Ord- 
nung der drei Variabeln ¢,, ¢,, 4; sind, und 


(27) H—-%™ + Get Ge 


dt, dt, 


selbst nur von der zweiten Ordnung ist, somit der Hauptgleichung vierter 
Ordnung 
0H a oH d oH d ono ad? .. aol oH 
Cp at, ay (1) dt, ap? at, ap” dt,? ap) © dt,* ap 
a@ 60H m_ a oH d* cH ri a@ @6H 
dt,? gp) ' dtdt, @p@) " dtdt, ap) " dtdt, op 


(28) 
=0 


identisch Geniige leistet. 
Da H eine Funktion zweiter Ordnung sein soll, ergeben sich aus (27) 
unmittelbar die identisch zu befriedigenden Beziehungen 
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0a, ° 0a, + 0a, 6a, 


ne Se. 0a, Oa, 
apt) ? ap 


- = —.. Bcc. = ed —<_ = 
apt = Ere ap?) + ap") ? Op) + ap) 
6a, Oa, 0a, Oa, do, _ 
ap) + pps te + 5509 — 9 500 t+ 5 apis) — Or 55a — 9 


do, 4 Go, on 


0a, Ca, 
e p™ 


ap™ ae p™) + a p®) = 0, ap et 


nach denen, wie unmittelbar zu sehen, @,, @,, @, zuniachst die Form an- 
nehmen 


= ha(v™, p®™) p™ + fis(p™, pO) p& + q, pp 
+ F,(p™, p%®, pe) 
= fay (v™, p&™) pO + fog(p, p™®) p™ + py pt) pl 
+ F, (pp, p™), p)) 
@s = fay (V™, pO) p™ + fxg (p™, p™®) pO + pyp™D pe) 
+ Fy(p, py, ph, 
worin die Funktionen f, gy, F' auBer den bezeichneten Differentialquotienten 
zweiter Ordnung von p noch ¢,, 4, p, p™, p®, p® enthalten werden. 


Setzt man diese Werte von @,, @,, @,; in die Bedingungsgleichungen 
(29) ein, so ergeben sich leicht fiir die Funktionen f, y, F' die Beziehungen 


of, oF, 
= 0, ape +9,=9, apt + fa = 9 





oF, ; 
s+ oy, = 0, 5 pcs + fe =9 a ah + fs. = 


nd oF, 
as > as) + i = 9, pps ths = 9, rm + fes = 9 


at Ohs + Ofss = Ofes 


> 9 (23 o (13 7 9 
ap®™ * Bp) 


Ofer a 0, 
6 p™) + 


ap) 
oF, oF, 
ape * 9 ft + 5 pas 
und daraus fiir die drei Funktionen @,, @,, @, die Formen: 


0, = fp + frp + fep™ + fep™ + frp + g, (pO? — pp) 
+ ga (pp) — pol) p9)) + gg (py) p22) — pot) p29) +. G, 
@,= — fp" + f,p—f, pO + fep™ + fep® + 9, (pO pe — pt pe) 
+ go (pO? — pt p®) + g. (pO p™® — pl) yp) + G, 
@,= — fp") — fp — fep™ — (fi, + fe)p™ — fap 
+ gy (p™ p@ — pO pl) + gy (pO pes) — pp('*)p99)) 
+ 93(p"" — pt p@) + Gs, 


(31) | 
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worin /;, ~~, fs) 1» Jo» Js» G1, Ga, Gz beliebige Funktionen von ¢,, 4, ts, 
p, p®, p®, p® sind. Bemerkt man aber, daB sowohl fiir 


n= FP" + hv + fe + hl + heo™, 
(2) faa — Fa + faa — far + fav + fae, 
@43— — fev — fev™ — fev — (fy + fee — fev™, 


als auch fiir die mit beliebigen Multiplikatoren erster Ordnung versehenen 
Unterdeterminanten zweiter Ordnung von 


| po» p™) ps) | 
| pen p™® p™® 
p® p*) p*) 


i? 
namlich 
@o, = I; (ples? brass pe? p*)), oo = I (p@) p "5 p™ p), 
Wag = J, (pl) pF — p(t) p(2)), 
Og, = So (DOP — pp), Wa = 92(vO” — pUpe), 
sg = Jo(p'p™ — p(t) pi), 
Og, = 9g (pO pO — pl), cayg = gy (pt pp) — pl!) p49, 


. 43 = J (p™** — pt pl?) 
die Funktionen 


(33) 





i 


dt, + at, + “dt, (@ 7 1, 2, 3, 4), 


e2 days 
wie unmittelbar aus ihrer Form zu erkennen, wiederum nur Funktionen 
zweiter Ordnung sind und somit bekanntlich der Hauptgleichung (28) 
identisch geniigen, so folgt: 
daB, wenn fiir drei Funktionen zweiter Ordnung @,, @,, @, einer ab- 

hingigen und dreier unabhingigen Variabeln der Ausdruck 

da da. da 

a, + a + at 
wiederum von der zweiten Ordnung ist und somit der Hauptgleichung (28) 
identisch Geniige leistet, 


@, = yy + Wy + Og, + Oy + G, 

Wy = yz + yg + gg + Dy + Gy 

sy = 3 + Wyg + Msg + Oy + Ge 
ist, worin die 1, @ 3, @,3 durch die Ausdriicke (32) und (33) definiert 
sind, f,, 9g, G, willkiirliche Funktionen erster Ordnung sind, und die Funk- 
tionen 


Ga, , Sts . Me 


dt, dt, at, 
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selbst wieder als Funktionen zweiter Ordnung die Hauptgleichung (28) 
identisch befriedigen. 

Untersuchen wir nun, um die Frage nach der Umkehrung des Satzes 
zu beantworten, die Form einer jeden Funktion zweiter Ordnung H, 
welche der Hauptgleichung (28) identisch geniigt, so liefert das identische 
Verschwinden der Koeffizienten der vierten partiellen Ableitungen von p 
die Bedingungsgleichungen 


oe a. . ee... 
apr > Gp) op?) 


é?H eH 
aap = 0, 


(23) 5. (33) 


ap é pap ” ep dp 
eH eH eH 
ep” 6p) Ap) a a p' (23) ~ ? > (11) 


Op Cp ep 


a ig p®) 
e*H @H _9 9 _#H OH _ 
ap™ ¢ (33) é p? ia —_— 
oH 
(11) 7 p™® + 


7 é p™ a p®®) Cp 


Cp 





ep 
woraus sich zunichst H in der Gestalt ergibt 


H = Hp" + Hp + Hyp + Hyp™ + Hyp? + Hp) 
a K, (p™ p@) — pt?) “p Ky (p% pe) — pp) a K, (p™ p® — pits) 
+ K, (pO) pes) aie pp) + K, (pp? and p™ p@)) 
+ K,(p®p@) — p@") + K, 


worin H,, H,, ---, K,, Ky, ---+ Funktionen erster Ordnung bedeuten, wiih- 
rend K noch die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von p in einer 
héheren Dimension als der zweiten enthalten kann. 

Aus den Gleichungen (34) folgt aber unmittelbar, da8 die siimtlichen 
partiellen Ableitungen vierter Ordnung von H nach den partiellen Diffe- 
rentialquotienten zweiter Ordnung der p verschwinden, wihrend die Ab- 
leitungen der dritten Ordnung von H, nach eben diesen Differentialquo- 
tienten genommen, ebenfalls verschwinden mit Ausnahme der folgenden, fiir 
welche sich die Beziehungen ergeben: 
eH oH . | 
@e pop (33)  Ap@DG pg pe 

eH i e*H 


(22) “ap Me 4 pap)’ 


(12) 5 


ap ~~ Bp g pg pi 


~ ap) p29 p 
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so daB 


K = K, (pp) p89 — pA p23? — p@%) pt2? — py(22) p18? + 292% p18) y(28)) + H 
= K, { p®™(p@p®) — p23?) + pt® (p(t8)p(28) — p(t (85) 
+ p?® (pA®) 2) = pi) p29) } + H 


wird, worin K, und H Funktionen erster Ordnung sind, und somit (35) in 


(36) H= Hp" + Hyp + Hyp + Hyp + Hp + Hep 
+ K, (p™® p22) — yA2P) + IK, (polt2) py? — pot) y(49)) + IK, (pot p68) — oft") 
+ K, (2) (2) 2. p™) pl) + K,(p™ p™ 7 pe) p®)) 
+ K, (pp) — pe) 
+ Ky { p* (pp) — p@8) + pol) (948) 9128) — ppl) (89) 
+ p64) (gy42) (28) — y(t) 9(2)) } H 


iibergeht, worin samtliche Koeffizienten nur Funktionen erster Ordnung 
bedeuten. 

Geniigt nun H der Hauptgleichung (28) identisch, besitzt es also die 
durch (36) dargestellte Form, und bestimmt man eine Funktion erster 
Ordnung g, aus der Gleichung 

7 
a oe) - K,, 
so wird, wie unmittelbar zu sehen, die Funktion zweiter Ordnung 
da da da 
(37) i~-= -a a" 
wiederum die Hauptgleichung (28) identisch befriedigen, und © selbst die 


Determinante der zweiten Differentialquotienten von p nicht mehr ent- 
halten. Wenn aber eine Funktion 


M = M,p* + M,p + Mp + Mp + Mp + M,p*® 
+ P, (pp@) — pA?) + P, (pt pe% — pA%p 4) 4. Py (pt p48) — p(t9)") 
+ P. ( pi 12) ip 28)__(18) p?)) +P, (p p28) — p™ p®)+P, ( p@ (88) pi) +M 


der Hauptgleichung (28) identisch geniigt, so sieht man unmittelbar durch 
Substitution dieses Wertes von M in (28), daB das notwendige Ver- 
schwinden des Koeffizienten des Gliedes p®) p** die Gleichung nach 


sich zieht 

" oP oP eP, oP oP, 
(38) a — ZG an® + apt ‘ : 
Cp Cp’ Cp 


oe 4 i i Me 
ap? ap ap® * dp®Map® * apa? ’ 


und unterwirft man nunmehr fj, f,,---,f, den sechs Gleichungen 
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— oe. Of, _ Of, _ of _ Of, _ 
ap) ap ~~? Bp ap 3 op” ap) 
Of, sof, = Oh, or, Of, Of, _ 

ap) ap 2 ap) 2” 69 po ap” ap?) 4) 
of, Of, Of, Of. _ Pp 
ap = ap® * ap® Ap ” 


welche sich in die Form setzen lassen 


Of; Che _ a P, Oh, 

agit — ap e+ J [aye + apna | 20 

Of, Of, _ Fe O* fF, 

ap — 5p P, “fis 7) sa |e, 

a. 

ap = ap bad 
so ist, wie unmittelbar zu sehen, fiir beliebige Werte von f, und fy ver- 
mége (38) die Integrabilititsbedingung erfiillt, und es werden die so 
gefundenen Werte /,,---,f, vermége der Gleichungen (32) drei Funktionen 
@:,, @9, @,, definieren von der Beschaffenheit, daB auch 


da,, dw, das, +, 
M— dt, dt, ~~” N 


die Hauptgleichung (28) identisch befriedigt, worin 
(89) N= Nip + Nay + Hyp + Np + Ney + Neped +¥ 
ist, und N,,---, N,, WN Funktionen erster Ordnung bedeuten. 


Bestimmt man nun drei Funktionen erster Ordnung @,, @,, @, so, dab 


0a, N, dm, do, =N. Oo, += 6a, wa 


ap) ap” * ap®) 8 op) * ape 
ist, so wird 
d d 2 d 22 7) 
(40) Q—N— 90 — Se 3% — G9 + Qapl + Qp™ + Q, 
worin Q,, Q:, Q3, Q@ Funktionen erster Ordnung sind, wiederum der Haupt- 
gleichung (28) Geniige leisten. 
Die Substitution des Ausdruckes von @Q in diese identisch zu erfiillende 
Gleichung liefert aber durch Identifikation der Glieder 
p@p® — plsr, p) ps) _— p® p®), p?) p35) ani pr 


die Beziehungen 
aQ, _ #Q, _ 6°, _ 
ap — ap? ap®P ” 
also 


(41) Q=Ryp+ Ry, Q= Ry p+ Ry, Os = Rgyp + Rge, 


wahrend die Identifizierung der iibrigen in den zweiten Differential- 
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quotienten von p quadratischen Glieder die von p® freien R,, den Be- 
dingungen unterwirft 
(42) 9 OR, _ ORs, > OR,, OR, 0? Rss OR, Ry, 


apt — ag? Bagi — aye? Gphh + apr ~ Hpi age 
Bezeichnet man nun mit @,, @,, @, drei solche Funktionen von 

t,, t, ty, p, p, p, p®, fiir welche 

Co, do CE") 

op ait) =F p +R, ape) + ap ay = = Ry, p+ By, ra st y = Rs p+ Bye, 


0a, Ow, _ Cm, 


ap® ap) ’, ap” 


(43) 
Oo, Ow, 
+ ape) =O, ap® =, 


so folgen aus den drei letzten Gleichungen 


= Q, (4, ty, ts, p, p, p), ee a oy 23 (4, ty, t, D, p®, p), 
OQ, 
— ap?) PD + Q(t, by, ts, p, p™, p™), 
wihrend nach den drei ersten Q,, Q,, 2; den Bedingungen unterworfen sind: 
07Q, 6?Q 0?Q. 
ry Ry, 2 oP =— fy, apa =—R,, 
OQ eQ 
ap) om £%199 rd =z att = R,, ap® _ Rss, 


fiir welche vermége der Gleichungen (42) die Integrabilititsbedingungen 
erfiillt sind. Da nun der Ausdruck @ nach (40) die Form annimmt 


Q = (Ry, pO + Ryg)p@ + (Ry, p® + Rog) p™ + (Rg, p© + Ryy)p@™ + Q, 


und nach Friiherem, da @,, @,, . Funktionen erster Ordnung sind, 


7 dw, 
ry @, +2 - 
dt, 


ebenfalls der Hauptgleichung wa identisch ‘ites leistet, so wird auch 
i= @= da, do, da, 


a. & 


dieselbe befriedigen, und da S vermége der Gleichung (43) nur von der 
ersten Ordnung ist, somit der Hauptgleichung 


a8 _d 08 _ ad 08 _ ad 08 _ 

Op at, ap®) dt, Ap® ~— dt, Gp 
identisch gentigt und nach Friiherem daher als Summe von nach ¢,, 4, ¢, 
genommenen totalen Differentialquotienten von drei Funktionen von 


t,, &, t,, p darstellbar ist, so folgt zuniichst: 
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daB, wenn eine Funktion 

N —_ N, p™ = N,p) + N, p"®) + N,p®) + N,p®) + N,p**) -b N 
der Hauptgleichung vierter Ordnung identisch Geniige leistet, dieselbe stets 
in der Form darstellbar ist 

> dea : @ da, 
N= aT, + ay + ay? 
Worth @,, @,, @, Funktionen erster I bedeuten. 

Fassen wir nunmehr die einzelnen hier gewonnenen Resultate zusam- 
men, so folgt als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap eine 
Funktion H zweiter Ordnung von einer abhiingigen und drei unabhiingigen 
Variabeln der zugehirigen Hauptgleichung vierter Ordnung identisch Geniige 
leistet, die, daB dieselbe in der Form darstellbar ist 


™ da, da, 
f-B +e + 


da, 

ot, ? 

worin @,, @,, @, durch die in den Unterdeterminanten erster und zweiter 

Ordnung der aus den 2. partiellen Differentialquotienten von p gebildeten 

Determinante linear zusammengesetzten Ausdriicke (31) definiert sind. 
Genau ebenso stellt sich die notwendige und hinreichende Bedingung 

fiir die identische Befriedigung der zugehérigen Hauptgleichung dar fiir 

eine Funktion H beliebiger Ordnung von einer abhangigen und beliebig 

vielen unabhingigen Variabeln durch die Zusammensetzung von nach den 

unabhiingigen Variabeln genommenen totalen Differentialquotienten. 


Wir gehen nun endlich zu Funktionen mehrerer abhangiger Variabeln 
tiber, bei welchen selbst schon fiir solche erster Ordnung nicht mehr, wie 
es fiir den Fall einer abhiingigen Variabeln oben nachgewiesen worden, 
die Funktionen nur von der 0*" Ordnung sein werden. 

Untersuchen wir den Fall einer Funktion H der ersten Ordnung von 
zwei abhiingigen und zwei unabhingigen Variabeln, so ist zunichst wieder 
unmittelbar ersichtlich, daB, wenn , und w, Funktionen erster Ordnung 
von ¢,, 4, P:, Py bedeuten, und 


San @ + ie 


ebenfalls eine Funktion erster Sinan nite soll, somit den beiden Haupt- 
gleichungen 


(44) OH @ GH @ 6H oH 4d @H ad 0H 
Op, dt, Gp) dt Qp®) Op, dt, Bp dt, Bp@) 
identisch geniigen wird, die Bedingungen zu befriedigen sind 


Co, = ats Ow, 0a, Ca, 


Co Oo 0a. 
an > ae ae a 


a + ot = 
po 9, ep?) 0, p py ep?) ? ap , 


aus d 
(45) 

worir 
i 
und : 


und 
beide 


Forn 


die I 
gleic 
gleic 

eH 


~ (1) 
op) 
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aus denen die Formen sich ergeben: 
(45) a,=f,pO+ApPP+F,, a=—f,p?— hop) + F, 
worin die Funktionen /,, fg, F,, F, nur von ¢,, t, p,, p, abhingen. 


Wenn sich somit eine Funktion H der ersten Ordnung zweier abhiingiger 
und zweier unabhingiger Variabeln in der Form darstellen lipt 


und somit den beiden Hauptgleichungen (44) identisch geniigt, so werden die 
beiden Funktionen @, und @, die durch die Gleichungen (45) angegebene 
Form besitzen. 

Um wiederum die Frage der Umkehrung zu beantworten, suchen wir 
die Form einer jeden Funktion H der ersten Ordnung, welche die Haupt- 
gleichungen (44) identisch befriedigt, und finden aus den Bedingungs- 
gleichungen 

_ eS. 9 Fea ews ut ieee 
’ apap =? "apap =” ap an? = anf" 
8. 2g PEs eH a 
aps dn? =? ap”? ep ap Gp?) ap? 
H in der Gestalt 


(46) H—=H,p? + Hyp? + Asp) + Hyp? + A; (pp?) —p? pM) + A, 


0, 





worin H,, H,,---,H nur von ¢,, ¢, p, und p, abhingen, wie z. B. 
H = (typ, +2t,p,)p? + (t.2,—2 bpp) PP + (2p, — bt) (vi? PY —pY pP) 
+ PyPs + Pj. 


Zuniichst ist wiederum ersichtlich, daB, wenn man 


1, = fits be, Pry Pe) PP, = — Fh» te, Py, D2) DI 
setzt, die Funktion erster Ordnung 
da, 
= 
ebenso wie H der Voraussetzung nach, den beiden Hauptgleichungen (44) 
identisch Geniige leistet, und daB daher, wenn /, durch die Gleichung 
bestimmt ist 
Of, 
ap, 
dasselbe fiir die Funktion 


do, 4d R * 
K= HG — Ge = Ka? + Ki? + Kyo? + Kw? + XK, 


worin die K,, K,,---, K wiederum 0* Ordnung sind, der Fall ist. 
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Geniigt aber eine Funktion von der Form K den Hauptgleichungen 
(44) identisch, so finden, wie die Substitution unmittelbar lehrt, die Be- 
ziehungen statt 

@K, 0K, 6K, _ 0K, 
om) OP, Op,’ OP, Op, ’ 
und bestimmt man daher zwei Funktionen 
©, =F (th, ter Pir Po), 2 = F(t, te, Pi, 2) 
mittels der Gleichungen 


Che _ oh, _ 
Op, — K,, Ops ” K,, 


wiederum den Hauptgleichungen (44) identisch geniigen, und L als Funktion 
0" Ordnung von p, und p, frei sein miissen. Setzen wir die beiden eben 
gefundenen Resultate zusammen, so folgt 

als notwendige und hinreichende Pedingung dafiir, daB eine Funktion H 
erster Ordnung von zwei abhdngigen und zwei unabhiingigen Variabeln den 
beiden zugehirigen Hauptgleichungen identisch Geniige leistet, die, dap die- 
selbe in der Form darstellbar ist 


wenn » " 
=APO+fi, ®%=—-ArM+ fe, 
und fi, fx; fe fy Funktionen 0 Ordnung bedeuten. 
In dem oben zu (46) beigefiigten Beispiel ist 


@,= (tt p,— 2t,?p, Py) DP; + t, Py Py — 2b, py? pg, 
Wy = — (t,t Py — 2ty p, py) py + ty py”. 


Ist nun H eine Funktion erster Ordnung von w abhiingigen und 
zwei unabhingigen Variabeln, so findet man ebenso leicht als die not- 
wendige Form dafiir, daB dieselbe den zugehérigen u Hauptgleichungen 


OH_ 4 0H _ ¢@ 0H _ 
Op, dt, Op dt, Op? 


0 (s=1, 2,---,u) 
identisch geniigt: 
H= Hyp, + Hyp, + Hy py + Hyg py + + + + Ayr pi? + Hye pi 
+ 12 (21 ps — p,® p.) + H 13(2 pg — p, ps) + - + - 
+ By ay (PP — BP) + A, 


wor 
ergi 


erst 
Zug 
im | 
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worin die H,,,---,H,:,--:,H Funktionen 0“ Ordnung sind, und es 
ergibt sich somit auf Grund der friiheren Betrachtungen 

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Funktion H 
erster Ordnung von uw abhingigen und zwei unabhingigen Variabeln den 
zugehorigen  Haupigleichungen identisch Geniige leistet, die, dap dieselbe 
in der Form darstellbar ist 
da, da, 


at, * dt,’ 


= APO+fpO+-:-+ fi pP+F, 
0, =— fp, — fp, —---—fip+ F, 
und f,,++*y fy» Fi, Fy Funktionen 0% Ordnung bedeuten. 
Und ebenso folgt allgemein 
als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Funktion H 
der ersten Ordnung von w abhingigen und @ unabhingigen Variabeln den 
zugehdrigen uw Hauptgleichungen identisch Geniige leistet, die, daB diese 
Funktion in der Form darstellbar ist 


H => 
worin 


_ da, da, dw, 
et ee eee 


WOrih Wy, Mg,*-*, @, ebenfalls Funktionen erster Ordnung von der Form 
sind: 
fis PP + fog BY + HPO tha thet: +h +: 
+f, , PO +h, ve + er + hy RP? + F,, 
0, = — fp DY — faq DY? — ee: Pe +9450” +9og P2 ¥ eiee +Iys Po + ar 
+91, PO+I: BY +: +9, 00 + F,, 
0, = — fy PY — fag PP — + — hus PO —Iis PY “Ea 
+h, pi? +h, pe +---+h, pe + F,, 


o,=—f, Pi ~t-w i ons 
+h, Pe thy oP +--+, ope + F. 


Wahrend nun aber bei einer abhingigen und zwei unabhingigen 
Variabeln sich ein Unterschied in der Form der o fiir Funktionen H der 
ersten und einer héheren Ordnung ergab, bleibt fiir mehrere abhingige 
und zwei unabhingige Variable die Form der @ dieselbe, von welcher 
Ordnung H auch sein mag. 
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Ist nimlich H eine Funktion zweiter Ordnung von zwei abhingigen 
und zwei unabhingigen Variabeln, so werden sich, wenn die beiden Haupt- 
gleichungen 


@éH ad eH a oe @ oH, @ GH, @ OH 
Op, at, Ap) dt Bp) © dt,* Qpad " dt, dt, Gp0 * dt? Gp™ 
oH d 0H d 0H ad 0H a 0H d? oH 


Cp, at, Ap) dt, ap@) * dt,* pA) * dt dt, ap) * dt? 9,2) — 
durch dieselbe identisch befriedigt sein sollen, wie durch Substitution 
unmittelbar folgt, die ebenso fiir beliebig viele abhiingige Variable geltenden 
Beziehungen ergeben 


eH = oH 


dp" ap ap ap) apt) ap) ep” _ 


eH oe o°H 
Bp) ap) nh op”? 


i ap) + 


oH aH 


pat) 3,,(22) Ta) 94a) + 


"1 épe = 0, 
Op, OP, an OP, ®) ap" 


(11) 


und daher, weil die dritten Differentialquotienten von H simtlich ver- 
schwinden, H die Form annehmen 
H = H,, p!) + Ay; pi) + Hyg p??) + Hey pt? + Hyg py) + His pS?) 

+ H, (p2 pe) — po?) + Hy (p2 pe) — per) 

+ H, (pi? pt) — po pi) + A, (pit®) pe?) — p{22) p22) 

+ Hs (pf? pl? — pi? pp) + He(pt? po — pi po*)) + H, 
worin H,,,---, H,,---, H Funktionen erster Ordnung bedeuten, und 
man zeigt wieder genau wie oben, dab 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da eine Funktion 
zweiter Ordnung zweier abhingiger und zweier unabhingiger Variabeln den 


beiden zugehirigen Hauptgleichungen 4. Ordnung identisch Geniige leistet, 
die ist, daB dieselbe sich in der Form darstellen lapt 


y. ae da, 
H= + dt, ? 


worin @, und m, Funktionen zweiter Ordnung von der Form sind 


O— f+ fev + fave + foe? + GPP + vs 
oy = — fv — fev — fav? — Fav? — w+ ve, 


wens 
( yter | 


pier | 


und 
wied 
Fun 
die 
unte 
tion 
Var 


Res 


der 
hin 
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wenn fy, fo» fs, fy Funktionen erster Ordnung, 9,, ¥,, Y, Funktionen 
0" Ordnung bedeuten, 

und genau dieselbe Reduktionsform ergibt sich fiir Funktionen H 
v'* Ordnung von uw abhiingigen und zwei unabhangigen Variabeln. 


Sei endlich H eine Funktion zweiter Ordnung von zwei abhingigen 
und drei unabhingigen Variabeln, so werden sich die Funktionen @,, @,, @; 
wieder den Gleichungen (31) analog zusammensetzen, indem nur diese 
Funktionen aus der Summe solcher Ausdriicke bestehen, die sich durch 
die Kombination der Indizes der abhiingigen Variabeln p voneinander 
unterscheiden, und entsprechend werden alle diese Sitze auch fiir Funk- 
tionen H beliebiger Ordnung mit uw abhiangigen und @ unabhingigen 
Variabeln lauten. 


Fassen wir nunmehr die in der vorliegenden Untersuchung gewonnenen 
Resultate zusammen, so ergibt sich das nachfolgende Theorem: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap eine Funktion H 
der v*" Ordnung von uw abhingigen Variabeln p,,p.,--+, p, und @ unab- 
hiingigen Variabeln t,, t,,--+, t, den zu der Variation 


¢ 1 


ty 


off f Hatyaty. 1+ dt, 


0 
oe u atid 2 pier ie 


d oH +>5 
in 2 dt, api * dt, at, aaa 


ity 


6H 
+OY 3 aaa, gh 


it: 





identisch Geniige leistet, ist die, daB H in der Form darstellbar ist 


da, 7 da, 
ro ray he hae 


worm 
I. die Funktionen @,, @,, +--+, @ Funktionen der 0%" Ordnung sind, 
wenn H eine Funktion er ster Ordnung von einer abhiingigen und o unab- 
héingigen Variabeln ist; 
Il. die Funktionen @, und @, die Form haben 
o,= fp + hyp?) 4+---+ fp +4, 
Wg == —f, p — he peo) ame 0 6 6 ous fr por-» + F,, 
worin f, fey +++) fry Fy, F, Funktionen v — 1" Ordnung bedeuten, wenn H 
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eine Funktion v"*" Ordnung (v> 1) von einer abhiingigen und zwei un- 
abhiingigen Variabeln ist, und dhnlich 


o,=> fig? + fos P2 + vee ot F202 + f,3P + fog P2 + coed Fi p® + 
+f, PO + A DY +--+ F, pho +F,, 


a--f,. 7 —'.8'---— 2 PO +913 0 +93 P) + °° +I, 3 PO +] 
FI, , P+ In. PP + °°: ene 


= — fig Py? — fog PY — ++ — fy sP—SigPy? — Iag PP — °° * — Ips PO + 
+h, pe thy pet sooth 


pi +F,, 


&@ oP 


q~—-h _-—-* - Sel, .~ 
+k, pl? +h, py + +: << Py f +f, 


“ue 


worin die Koeffizienten von 0° Ordnung sind, wenn H eine Funktion 
erster Ordnung von w abhingigen und @ unabhiingigen Variabeln ist: 
ferner die entsprechenden Formen 


= fy pl?) + fepl? + fepP? + fevl? + 9, p+ a, 
o, = —f, pi) — f, pt” — fy pt — fp!) — pp + vr, 


wortn f,, fe, fs, fy Funktionen erster, p,, v,, v, Funktionen 0° Ordnung 
bedeuten, wenn H eine Funktion zweiter Ordnung von zwei abhingigen 
und zwei wunabhingigen Variabeln ist, und die thnliche Darstellung 
fiir Funktionen v'” Ordnung mit uw abhingigen, aber zwei unabhiingigen 
Variabeln ; 


Ill. die Funktionen ,, @,, @, die Gestalt haben 


O= P+ frp + fev + fv + feP™ + g, (pO? — pO pO) 
+ 92( pO pO — p™® pe) + gy(p% pe — pO p@®) + G,, 

o,=—f; p@ + fF p™ — fy p™ + fe pp? + fF p™ + I: (pp 99) — pp) y(23)) 
+ gq (pO? — p™ pO) + gy (p™ pe — pO pO) + Gs, 

Os = — fp — fp —fep— (fit fe) PO —fav™ +9; (pO pO? p™ p™) 
+ Is (p® pl) = po p")) + Is ( pas" — p@ p@)) = G . 


worin hy hy a ae fe, 915 Ia» Is) G,, Gs, Gs Funktionen von th, te, ts, P; p”, 
p”, p® sind, wenn H eine Funktion zweiter Ordnung mit einer abhéngigen 
und drei unabhingigen Variabeln ist; und fiir Funktionen v'* Ordnung mit 
einer abhiingigen und 9 unabhingigen Variabeln die entsprechenden additiven 
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Zusammensetzungen aus den Unterdeterminanten der verschiedenen Ordnungen 
der aus den partiellen Differentialquotienten der abhingigen Variabeln ge- 
bildeten Determinanten anzusetzen sind. 

Die analogen Zusammensetzungen der w ergeben sich fiir eine Funktion H 
der zweiten Ordnung mit zwei abhiingigen und drei unabhdngigen Variabeln, 
allgemein fiir eine Funktion H der v'*" Ordnung mit uw abhingigen und 
o unabhiingigen Variabeln. 


Heidelberg, den 24. Juni 1905. 
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Die Existenzbedingungen des verallgemeinerten kinetischen 
Potentials. 
Von 
Joser KirscuAk in Budapest. 


Seien F,, F,,---, F, gegebene Funktionen, die auBer den m unab- 
hangigen Veriinderlichen 2,, x,,---, x, auch noch deren » unbekannte 
Funktionen y,, ¥.,--*,¥, und eine endliche Anzahl von Ableitungen 


youth yon ate grey 
1 dz,’ 7 on Ga,’ .7% dx, dx, ---dx, ’ 
enthalten. Gibt es eine solche Funktion 


= . = , () (i, ige +t, 
AC a Yrs Ins Mion Di) 
daB jedes F, in der Gestalt 


_viy—af_ 4 ef _4 éf 
F, =) lf) ~~ OU, dz, oy) dx, oy)? 


a Oéf ad* of 
aaj dy” T da, da, dy T°" 
d® éf a oéf 


dz gy) datda, dy 


dargestellt werden kann, dann sagen wir mit Leo Koenigsberger, das 
System F,, F,,---, F, besitzt das verallyemeinerte kinetische Potential f. 
Unsere Aufgabe soll sein, die Richtigkeit der eleganten Existenz- 
bedingungen eines solchen Potentials, die Arthur Hirsch*) aufgestellt, 
jedoch aufer fiir m= 1 nur in sehr speziellen Fallen bewiesen hat, allgemein 
darzulegen. Ich befolge bei der Ableitung der Notwendigkeit dieser Be- 
dingungen genau den von Hirsch eingeschlagenen Weg. Hingegen mubte 


*) A. Hirsch, Uber eine charakteristische Eigenschaft der Differentialgleichwngen 
der Variationsrechnung. Math. Annalen Bd. 49 (1897), 8. 49—72. 

Die Existenzbedingungen des verallgemeinerten kinetischen Potentials. Math. 
Annalen Bd. 50 (1898), S. 429—441. 
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ich zum Beweise der Hinliinglichkeit der als notwendig erkannten Be- 
dingungen einen neuen Weg suchen. 

1. Bevor wir uns dem Gegenstande selbst zuwenden, schicken wir 
einige Betrachtungen voraus iiber Systeme linearer Differentialausdriicke, 
die zueinander adjungiert sind. 


Bezeichnen wir mit 


Uy, Ugy sty Uy 


n unbestimmte Funktionen von 2,, 2, -+-, #,, und mit 
Py,(u) = 
: , du / du 
= yy (L, + %y Hy) Ut Big (15° *%y Zp) da, Feet tye (215775 2m) dz, dz,---da, ni 
(h, k =1, 2,-++,n) 


n® lineare homogene Differentialausdriicke, aus denen wir » Summen 


(1) > Parla), > Parl); - 55 > Pan) 
k=1 k=1 


k=1 
zusammensetzen, so liegt es nahe zu fragen: wie miissen » Funktionen 


A ? y Vy, Voy **"y Un 
beschaffen sein, damit sich 


(2) 3 > Parl) + v2 >) Pax(m) oe Om >) Parl) 
k=1 k=1 


k=1 
durch ein Aggregat von m exakten, nach den einzelnen Argumenten 
Ty, %y,***y %, genommenen Differentialquotienten darstellen laBt? 
Die vom Ausdrucke (2) geforderte Eigenschaft soll im folgenden zur 
Abkiirzung mit ~ 0 bezeichnet werden. Um die Forderung 


(3) > >», Pix (ty) ~ 0 


Azl k=l 


auch in anderer Weise auszudriicken, ziehen wir in Betracht, daB der 
zu P,,(w) adjungierte Differentialausdruck 


adj. P,,(w) = 
d a’ : ’ 
U°a,— da, By) +++ +(—1)" da, dx, .--dx, (Ws Uy) °° 
bekanntlich*) als solcher véllig durch die Eigenschaft 
v- P,,(u) — u-adj. P,,(v) ~ 0 


*) G. Frobenius, Uber adjungierte lineare Differentialausdriicke. Journal fiir 
Mathematik, Bd. 85 (1878), S. 207. 
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charakterisiert ist. Unsere obige Forderung kann also auch so geschrieben 
werden: 


(4) b > -adj. P,,(v,) ~ 0. 


A=1 k=1 


Da hier die «, unbestimmt sind, so miissen die einzelnen Koeffizienten 


n 


a adj. P,,(v,) 


k=1 
fiir sich verschwinden. 


Die Summen 
n n nu 


(5) > 24. Prs(r) > adj. Pya(v,), +++, S'adj. P,,(v,); 


h=1 h=1 h=1 


die demnach die linken Seiten bemerkenswerter Differentialgleichungen 
bilden, nennen wir das zum Systeme (1) adjungierte System von linearen 
Differentialausdriicken. 

Fallen die beiden Systeme (1) und (5) zusammen, sobald wir die 
Zeichen w, und v, identifizieren, so nennen wir das System (1) zu sich 
selbst adjungiert. 

Das notwendige und untriigliche Kriterium fiir das Eintreffen dieses 
Falles wird durch die Gleichungen 

adj. P,,(u) = P,,(u) 

(hk, k=1, 2, ---+,m) 
ausgedriickt, die wir auch in der Gestalt 
(6) u-P,,(v)—0- P,,(u) ~ 0 

(h, k= 1, 2,-- +, n) 
schreiben kénnen. 

2. Das vom kinetischen Potential 
f(a, %,°* +, Gini Yir Yor? * 2 Uns *s yee), +++) 
abgeleitete System 
FL =V,(f), Fy =V2(f), + Fa = VCP) 

wird, wie aus der Variationsrechnung bekannt ist, durch die Eigenschaft 
definiert, daB die Differenz von u,-F', und 


of 


0, P om of U of uid) oe a ‘ aed . y(rtz fy) ex 
uf oy, + dy va + + aye *) h + 


sich durch ein Aggregat von m exakten, nach den einzelnen Argumenten 
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dy, %q,***, %, genommenen Differentialquotienten darstellen lit. Es kann 
dies mit Hilfe des Zeichens ~ so ausgedriickt werden: 


0, f~ %, 5 F, 
(h=1, 2,+--m). 


Wenden wir auf diese Relationen den ProzeB 


. of of of digest, 
Oof = bes % + dy oe tee often) 4 


a ye *iy) 


und 0,,: 


d 
dx 


an, so ergibt sich zufolge der Vertauschbarkeit von 


d,, (8,,f) ~ M+ 9», Fy. 


3, (do,f) ~ %e* Oy, Fy 


In Anbetracht der Vertauschbarkeit der beiden Prozesse 0, und 0,, folgt 
hieraus 


(7) u,°9, Fy ~ %-9,, F;- 
(h, k=1, 2,---+, m). 


Ebenso gilt: 


Fiihren wir noch fiir 0, F, das Symbol P,,(w,) ein, so gehen diese 
Formeln tiber in das System (6). Ihr Inhalt kann also durch den folgen- 
den Satz ausgedriickt werden: 

I. Das aus den Funktionen 


F, =V,(f), F, =V,(f),-++, F, 2 = Vif) 
abgeleitete System linearer Differentialausdriicke 


(8) OF, = 6, F, +6, F,+-°--+ 4, F, 
(h=1,2,+-+,m 
ist zu sich selbst adjungiert. 
3. Der soeben bewiesene Satz liBt sich umkehren. Dies ist fast 
selbstverstindlich, wenn in den F, die Ableitungen von y,, 4%, +++, Yp 
nicht enthalten sind, sondern auf8er 


Hy, Ug, & 


m 


Yx> Yor ***s Yn 
selbst vorkommen. In diesem Falle hat namlich das zu 
oF, oF, ,, 
by, “? A 2" 
(h—=1,2,--+m 
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adjungierte System die folgende Gestalt 
oF, 


oF, 
Ou, . 


oF, . 
% FGy 2 to + Oy, % 
(h=1, 2,---,m). 
Fallen diese beiden Systeme zusammen, sobald wir die Zeichen w, und », 
identifizieren, so ist 
OF, _ ¢F, 
OW OY 
(h, k=1,2,-+-,m). 
Wird diese Bedingung in der Umgebung einer Stelle 
Ly = Ay, Ly = Ag,++ Ly, = A,, Y, = b,, Y2 = b;,--+y, = 5, 
befriedigt, so ist dort 
(9) F dy, + Fydyy + +--+ F,dy,, 
wenn man 2, Z,,---, Z,, nur als Parameter betrachtet, ein vollstiindiges 
Differential. Es kénnen also dann in der besagten Umgebung F,, F,,---, F, 
in der Gestalt 
eee ee 
F, “V1 59 F, = V3(f) = 5y-» 7 FL = VAD = ay 
dargestellt werden. Wahlen wir als f das geradlinige Integral des Dif- 
ferentials (9) von (b,,b.,--.,b,) bis (Y¥,, Yo,-- +) Yq), 80 ist 


1 
(10) f= D>) [Re ty —D,) +04, °+tY,—,) +, dt 
h=l1 
0 


4. Die Verallgemeinerung der bekannten Formel (10) fiihrt in ein- 
facher Weise zu der folgenden allgemeinen Umkehrung des Satzes I: 
Il. Seien F,, F,,---, F, gegebene Funktionen der Gripen 


yy Uy°* "> Uns Yr Yor’ * y Yn °°» erm), +e Hy 
und es bedeute 
Hy =A, , Ly Ag y°**y Ly = Ay 5 y=), Ya = bg ,°°+) Yn =,; oe ofr) apf“)... 
eine solche Stelle (S), daB die in dem Systeme 
(8) OF, = 6, F, +4, F,+--- +4, F, 

(h=1, 2,---,m) 

und in dem hierzu adjungierten Systeme vorkommenden Koeffizienten sowohl 
an dieser Stelle, wie in einer gewissen Umgebung (C) dieser Stelle existieren. 
Auferdem sei in (C) das System (8) zu sich selbst adjungiert. Dann 
kann man mit Hilfe einer Quadratur eine Funktion 


f(y, ey ***> Sn Yay Yor? Yes Yr? ™ a) 
19 2) >”m?) Yr» Ye» . 2 Uns Yi ’ 
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konstruieren, vermittels deren sich die Funktionen F,, wenigstens in einer 
gewissen Umgebung (C’) von (S) in der Gestalt 


F,=V,(f), Fy =¥2(f),-- + F, =V,(/) 
(h=1, 2,-++,) 
darstellen lassen. 
Bezeichnen wir 6, F, wieder durch das Symbol P,,(u,), so kann 
unsere Voraussetzung, daB das System (6) zu sich selbst adjungiert ist, 
durch die folgenden Gleichungen ausgedriickt werden: 


(11) > Pix (My) - >i P,i(%) 


(h=1, 2,-++,n). 


Diese Gleichungen sind nach unserer Annahme identisch befriedigt; bleiben 
also auch dann noch richtig, wenn wir in ihnen fiir die y,, #, und deren 
Ableitungen andere Gréfen einsetzen. Wir wollen vor allem fiir 


Yir Yor" * "9 Yn 
und deren nN i die Funktionen 
t(Yr— 1) + Pir CY2— Ga) + Pa» °°» (Yn— Pn) + Pn 
und deren Ableitungen einsetzen. Hier bedeuten die g, beliebige, aber 


gegebene Funktionen von 2,, %,---,,,; der Buchstabe ¢ bezeichnet einen 
neuen Parameter, der in den g, nicht vorkommt. Nach der besagten 
Substitution, fiir die wir das Symbol [ | einfiihren, gehen die Gleichungen 
(11) tiber in 


(12) Suto — dpi P(e) 


k=1 


(h=1, 2,-- +, 2). 
Hier ist 


(13) [Pal =| Fah] +5 mn |e?+- + ool yaar) ey. 


te 


| adj. P,(w)] =| \- las, (™ | tt) |— 


‘ a’ eF, \- 
+(-3) pers («- at a) + 


Ziehen wir noch in Betracht, daB fiir jede Funktion ® 


alo] -[=8 ao ate 
by ay ig* vty) wa ty) 


und 
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do] +4 
dx, (da; 
ist, so kénnen wir auch schreiben 


(14) t[adj. P,,(u)] sama e[ Fy) “ (« ; ar) _. 


+ (—1y a (u. ofa) * ree 


d x; dx, ay! ig-++ ty) 


Ersetzen wir nun noch u,, w.,---, #, und deren Ableitungen durch 
die Funktionen 
Y1 — Pr» Yo — Par ***> Yn — Pn 
und deren Ableitungen, so geht die Summe >’ [P,,(u,)] tiber in 
az=l 
olf] 
ét 


und das Produkt ¢[adj. P,,(u)] in 
VO. — PALA) — %nlFil, 
wo 0,, Eins oder Null bedeutet, je nachdem / und k& gleich oder ver- 
schieden sind. Die Gleichung (12) geht also schlieBlich in die folgende tiber 
bi F n : . 
¢ 1) — SV, -o FD) — Fl 
k=1 


(h _ 1, 2, a) n), 


d. h. in 


CLAD = > .—9 AD 
k=1 


(h=1, 2,-°;, n) 


Wenn wir nun nach ¢ von ¢=0 bis ¢=1 integrieren und dabei in 
Betracht ziehen, daB diese Integration mit der Operation V, vertauschbar 
ist, so erhalten wir in der Tat 


F,=V,(f), 


wo 
1 
(15) f-> J (y,—9,) [Filat. 
k=1e 


Das ist die gesuchte Verallgemeinerung von (10). 
Die Formeln, welche uns zu diesem Resultate fiihrten, diirfen natiir- 
lich nur in einem gewissen Giiltigkeitsbereich angewendet werden. Wir 
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miissen also noch einen Bereich feststellen, in dem unser Resultat unbedingt 
richtig ist. 
Die Umgebung (C) der Stelle (S), in der wir die Gleichungen (11) 
als identisch befriedigt angenommen haben, sei durch 
u,—a,| <9,, |y,—b,| < &, | petites. “spilling < gies 
definiert. Fiir o,, p,,---, 9, Wahlen wir solche rationale ganze Funk- 
tionen, daB fiir 7, = a,,---,”,, =a, die Ableitung 


da” 
dx. dz. ---da. Pr(%; Uay**'y Im) 
4 fo ty 


gleich b("*"") oder Null werde, je nachdem y("*""™ in F,, Fy, ---, F, 
vorkommt oder nicht. Die Anfangswerte der , seien natiirlich 
9 (4, M3,***, ay) mic b,. 
Wir bestimmen nun 0,’, 0,',---, 0, so, daB fiir 
[Uy —4a,; < 0,;, ne) — ay < dy’, aay Xm —4,,| < 0), 
die Ungleichheiten 
lp, — 4, < = ’ 
ae ie (/1/a*** fy) 
higrerdy ty fgs sty) | é 

c: )— Uf <4 
bestehen. Definieren wir nun die Umgebung (C’) von (S) durch die 
Ungleichheiten 
, é fipdg reed Fypdgessd. fet 
4—a,\<9;, 9, —-b, < : » |gft) — ae4)| 


so gelten in diesem Bereiche fir 0<¢<1 alle unsere Formeln. Es 
besitzt also das System 
I » F;, a F 


in (C’) wirklich das verallgemeinerte kinetische Potential (15). 


Budapest, den 8. Juni 1905. 
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Zur ersten Verteilung des Bolyai-Preises. 


(Bericht, der Ungarischen Akademie der Wissenschaften erstattet.) 
Von 


Gustav Rapos in Budapest. 


Hochansehnliche Akademie! 


AnlaBlich der hundertsten Jahreswende der Geburt von Johann Bolyai 
hatte die hochansehnliche Akademie — um auch ihrerseits zur Feier dieses 
denkwiirdigen Tages beizutragen — beschlossen, zum Andenken dieses 
Forschers von unverginglichem Ruhme sowie seines Vaters und Lehrers 
Wolfgang Bolyai eine das Symbol der Akademie und das Bild von 
Budapest zeigende Medaille, sowie ferner einen internationalen Preis von 
10000 Kronen zu stiften, der fiir immerwihrende Zeiten die Benennung 
»DBolyai-Preis der ungarischen Akademie der Wissenschaften‘ zu fiihren 
hat. Im Sinne des Stiftungs-Statutes hat derselbe zum ersten Male im 
Jahre 1905 zur Verteilung zu gelangen und ist nachher jedes fiinfte Jahr 
dem Autor der hervorragendsten mathematischen Untersuchungen des ver: 
flossenen Lustrums zuzuerkennen, ohne Riicksicht auf die Sprache und die 
Art der Veréffentlichung dieser Untersuchungen. Es hat jedoch auch die 
Gesamtleistung des mit dem Preis zu krénenden Forschers in Betracht zu 
kommen. Fiir die Zuerkennung dieses Preises hat die mathematische und 
naturwissenschaftliche Klasse der Akademie in der Miirz-Sitzung der 
Falligkeitsjahre eine aus zwei internen und zwei auswiirtigén Mitgliedern 
bestehende Kommission einzusetzen, die im Oktober dieses Jahres in 
Budapest zusammentritt und aus ihrer Mitte ihren Prisidenten und Re- 
ferenten wihlt. Der Prisident ist stimmberechtigt und entscheidet im 
Falle von Stimmengleichheit durch sein Votum. 

Die Akademie hat fiir das Jahr 1905 eine Kommission eingesetzt, 
die bestanden hat aus den internen Mitgliedern: Herrn Julius Konig, 
Sekretiir der mathematischen und naturwissenschaftlichen Klasse, und 
Gustav Rados, Mitglied derselben Klasse, und aus den zwei auswiirtigen 
Mitgliedern: Herrn Gaston Darboux, secrétaire perpétuel de l’Academie 
des Sciences de |’Institut de France, und Herrn Felix Klein, Mitglied der 
kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen. Die Kommission 
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war am 11. und 12. Oktober zu ihren miindlichen Verhandlungen in 
Budapest vereint und wihlte Herrn Gaston Darboux zum Prisidenten, 
Herrn Felix Klein zum Referenten. 
Der Schlu8 des von der Kommission aufgenommenen Protokolls lautet: 
»Die Kommission konstatierte zuvérderst, daB die neuen 
Gesichtspunkte, von denen die moderne mathematische Forschung 
beherrscht wird, eine sehr ansehnliche Zahl von mathematischen 
Arbeiten zutage geférdert haben, deren hohen Wert die Kom- 
mission mit Freude anerkennt; allein gerade dieser Umstand 
hat die Aufgabe der Kommission auch zu einer fuferst 
schwierigen gestaltet.“ 
»Die Kommission war iiberzeugt, den Intentionen der 
Akademie am besten nachzukommen, indem sie sich entschloB, 
nur diejenigen Arbeiten in Verhandlung zu ziehen, die auf die 
allgemeine Entwicklung der Mathematik von bedeutendster Ein- 
wirkung waren. In diesem Sinne konnte die Kommission sich 
darauf beschriinken, die Werke zweier Forscher in Erwigung 
zu ziehen, deren Verdienste allseitig anerkannt sind. Es sind 
dies die Herren David Hilbert und Henri Poincaré“ 
»Die Kommission hat nun den einhelligen BeschluB gefaBt, 
den Bolyai-Preis Herrn 


HENRI POINCARE 
zuzuerkennen, indem sie im Sinne des Statutes die Gesamt- 
leistung des Herrn Poincaré in Betracht zog, dessen Unter- 
suchungen bereits im Jahre 1879 einsetzen und sozusagen einen 
Kreislauf um das Gesamtgebiet der Mathematik vollendet haben, 
wobei sie der mathematischen Forschung iiberall neue Gesichts- 
punkte eréffneten. Die Kommission hat jedoch zu gleicher 
Zeit beschlossen, um Herrn Hilbert ein ganz besonderes Zeichen 
ihrer groBen Wertschiitzung darzubringen, ihren Referenten — 
entgegen dem herkémmlichen Brauch — damit zu beauftragen, 
in seinem Berichte der Arbeiten des Herrn David Hilbert in 
derselben ausfiihrlichen Weise zu gedenken, wie derjenigen des 
Herrn Poincaré. Denn sie wiirdigt die universelle Bedeutung 
derselben im vollen MaSe und ist iiberzeugt, daB sie je linger, 
je mehr zu einer Rolle von gréBter Bedeutung berufen sind.“ 
G. Darboux, Priisident. 
F. Klein, Referent. 
Julius Kénig. 
Gustav Rados. 
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Im Sinne dieser Beschliisse hitte Herr Felix Klein als gewahlter 
Referent der Kommission die Werke der Herren Henri Poincaré und 
David Hilbert in gleicher Weise hinsichtlich ihrer Einwirkung auf die 
Entwicklung neuer mathematischer Ideen und Methoden des Eingehenden 
besprechen und wiirdigen sollen. Leider war Herr Felix Klein infolge 
seines Schonung heischenden Gesundheitszustandes gezwungen, seine 
Referentenstelle niederzulegen, und so muBte denn die Kommission und — 
wie ich hinzufiigen darf — das gesamte mathematische Publikum mit 
lebhaftem Bedauern auf Herrn Kleins Bericht verzichten. Herr Klein hatte 
mit demselben gewif in gliinzender Weise einen hochbedeutenden Beitrag 
zur Geschichte der modernen mathematischen Forschung geliefert. Um 
fiir den Ausfall des erwarteten Berichtes einigermafen Ersatz zu schaffen, 
hat die Bolyai-Kommission mich der unverdienten Ehre teilhaftig gemacht, 
an Stelle des Herrn Klein zu treten. Angesichts der kurzen Zeit, die mir 
zum Studium des reichen Materials zur Verfiigung gestanden hat, nicht 
minder aber auch wegen der groBen Schwierigkeit der mir zugefallenen 
Aufgabe, fiirchte ich derselben nur in héchst unvollkommener Weise zu 
entsprechen. Um den gestellten Anforderungen auch nur einigermafen 
gerecht zu werden, mufte ich mir -von Haus aus die Beschriinkung auf- 
erlegen, aus der groBen Zahl der in Betracht kommenden Leistungen nur 
diejenigen herauszugreifen, welche gelegentlich der miindlichen Verhand- 
lungen der Kommission als besonders maBgebend hervorgehoben wurden. 

Henri Poincaré ist unstreitig im Augenblicke der wirksamste 
Forscher auf dem Gebiete der Mathematik und mathematischen Physik. 
Seine scharfausgepragte Individualitit liBt ihn als intuitiven Gelehrten 
erkennen, der sich die Anregung zu seinen weitausgreifenden Unter- 
suchungen aus dem unerschépflichen Born geometrischer und physikalischer 
Anschauungen holt, diese jedoch mit bewundernswerter logischer Schirfe 
auch ins einzelne zu verarbeiten vermag. Neben gliinzender Erfindungs- 
gabe kennzeichnet ihn die Fahigkeit zur kiihnen und erfolgreichen Ver- 
allgemeinerung mathematischer Beziehungen, die es ihm oft ermiéglichte, 
die Grenzen der Erkenntnis auf den verschiedensten Gebieten der reinen 
und angewandten Mathematik weit hinaus zu schieben. 

Hiervon zeugen gleich seine ersten Arbeiten iiber die automorphen 
Funktionen, mit denen er die Reihe jener glinzenden Publikationen 
erdffnete, die zu den gréBten mathematischen Leistungen aller Zeiten 
gezihlt werden miissen. In dem Bestreben, fiir die Lésungen von Dif- 
ferentialgleichungen eindeutige und iiberall konvergente Darstellungen zu 
ermitteln, wandte er sich zunichst der einfachsten bis dahin genauer 
untersuchten Klasse von totalen Differentialgleichungen zu, den linearen 
gewohnlichen Differentialgleichungen mit rationalen oder auch algebraischen 
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Koeffizienten. Er gelangte hierbei zu neuen Transzendenten, die als weit- 
tragende Verallgemeinerung der elliptischen Funktionen oder auch der 
elliptischen Modulfunktionen aufgefaBt werden kénnen und _hinsichtlich 
der Lésung von linearen Differentialgleichungen dasselbe leisten, was die 
elliptischen und Abelschen Thetafunktionen fiir die Integrale algebraischer 
Differentiale geleistet hatten. Diese neuen transzendenten Funktionen sind 
dadurch gekennzeichnet, daB® sie sich gegeniiber den Transformationen 
gewisser diskontinuierlicher Gruppen von linear gebrochenen Substitutionen 
invariant verhalten. Sind in diesen Substitutionen ( 


Determinante ad — be = 1 alle Koeffizienten reelle Zahlen, so lassen diese 
die Achse der reellen Zahlen fest. Werden derartige Substitutionen mit 
einer solchen komponiert, deren Koeffizienten beliebige komplexe Zahlen 
sind, so lassen die komponierten Substitutionen einen Kreis unverandert. 
den Poincaré als Fundamentalkreis bezeichnet. Die hierdurch gekenn- 
zeichneten Gruppen sind es, die Poincaré Fuchssche Gruppen nennt, 
wihrend er die allgemeinsten diskontinuierlichen Gruppen von linearen 
Substitutionen Kleinsche Gruppen benannt hat. Vermittels der Auffassungs- 
weise der nichteuklidischen MaBbestimmung gelang es nun Poincaré, die 
Beschreibung und Bestimmung der in Frage stehenden Gruppen an- 
schauungsmaBig zu gestalten. Jede dieser Gruppen gibt AnlaB zu einer 
reguliren Gebietsteilung der Ebene oder des Raumes und es kann dem 
Problem, alle Fuchsschen oder Kleinschen Gruppen aufzustellen, die 
Wendung gegeben werden, daB alle reguliren Gebietseinteilungen der 
nichteuklidischen Ebene beziehungsweise des nichteuklidischen Raumes zu 
bestimmen sind. Durch Einfiihrung der sogenannten Zyklen konnte nun 
Poincaré die méglichen Fundamentalbereiche der Fuchsschen Gruppen in 
sieben Familien einordnen und schlieBlich die den jeweiligen Gebietsein- 
teilungen zugehérigen Gruppen auch wirklich aufstellen. Es handelte sich 
nun ferner um die Lisung des wichtigen Problems, diejenigen eindeutigen 
Funktionen zu bestimmen, die sich gegeniiber den Substitutionen einer 
Fuchsschen Gruppe invariant verhalten. Es sind dies die von Poincaré 
sogenannten Fuchsschen Funktionen. Hierbei liBt sich Poincaré wieder 
durch die Analogie mit den elliptischen Funktionen leiten. Bekanntlich 
sind die elliptischenThetafunktionen selbst nicht periodisch, sondern ver- 
iindern sich bei Vermehrung des Argumentes mit einer Periode durch das 
Hinzutreten eines Exponentialfaktors. Poincaré bildet nun Reihen, an denen 
die Einwirkung der Transformationen einer Fuchsschen Gruppe schon 
aiuBerlich in Evidenz tritt und deren Verhalten dem der ae Theta- 
funktionen ahnlich ist. Dieselben sind von der Form 


O(2, H@) = 2H (2 + 2) @et+a)-", — (m>1) 
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wo die Summe iiber alle Transformationen der Gruppe zu erstrecken ist 
und H das Zeichen einer beliebigen rationalen Funktion bedeutet. Die 
durch diese Reihen definierten eindeutigen analytischen Funktionen sind 
es, die Poincaré als Fuchssche Thetafunktionen bezeichnet. Dieselben 
geniigen der Funktionalgleichung 


a+b 
° (ae) = 0(z) (¢,2+d,)*™ 


fiir jede Substitution (<, ne) der vorgelegten Fuchsschen Gruppe. 
Ubrigens muf man zwei Arten von Fuchsschen Gruppen und dement- 
sprechend von Fuchsschen Thetafunktionen unterscheiden. Fiir die eine 
ist der Fundamentalkreis eine sogenannte natiirliche Grenze und sie existiert 
nur innerhalb dieses Kreises, fiir die andere Art finden sich an der Peri- 
pherie des Fundamentalkreises nur isolierte singuliire Stellen vor und die 
Funktionen dieser Art kénnen iiber diesen Kreis hinweg iiber die ganze 
Ebene fortgesetzt werden. 

In Analogie zu dem iiblichen Ansatze in der Theorie der elliptischen 
Funktionen stellt nun Poincaré durch Quotienten von 0-Funktionen gleichen 
Grades m solche Funktionen her, die gegen alle Transformationen der 
vorgelegten Fuchsschen Gruppe unempfindlich bleiben. Es sind dies die 
Fuchsschen Funktionen, fiir die nun analoge Gesetze gelten, wie fiir die 
elliptischen Funktionen. Die Zahl der Null- und Unendlichkeitsstellen 
innerhalb eines Fundamentalpolygons ist die gleiche. Zwei Fuchssche 
Funktionen derselben Gruppe sind stets durch eine algebraische Gleichung 
verbunden, deren Geschlecht mit dem anschauungsmiiBig definierten Ge- 
schlechte der Gruppe iibereinstimmt. So ist ein Ankniipfungspunkt an 
die Theorie der algebraischen Funktionen gegeben, den Poincaré in erfolg- 
reicher Weise zum Beweise des wichtigen Satzes beniitzt: Die Koordinaten 
der Punkte einer beliebig vorgelegten algebraischen Kurve kénnen stets 
als eindeutige Funktionen eines Parameters dargestellt werden. Als aihnlich 
wirksames Instrument der Untersuchung haben sich die Fuchsschen Funk- 
tionen fiir die Theorie der Abelschen Integrale erwiesen, fiir deren Redu- 
zibilitat auf Integrale niedereren Geschlechte Poincarés Untersuchungen 
als diejenigen zu erwihnen sind, die in das Wesen der Frage aufs tiefste 
eindringen. 

Durch die Einfiihrung der sogenannten Fuchsschen Zetafunktionen, 
die als Quotienten einer Reihe mit rationalen Gliedern und einer O0-Reihe 
definiert werden, gelang es Poincaré schlieBlich, zu beweisen da ver- 
mittels dieser neuen Transzendenten die Lésungen von linearen Differential- 
gleichungen, deren Koeffizienten algebraische Funktionen der unabhingigen 
Veriinderlichen sind, in analoger Weise ausgedriickt werden kénnen, wie 
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etwa die Integrale von algebraischen Differentialen durch Abelsche 
9-Funktionen. 

Hiermit hatte Poincaré fiir das Studium der automorphen Funktionen 
und deren Anwendungen ein weites Feld eréffnet und durch die Klarlegung 
des Zusammenhanges dieser Theorie mit derjenigen der linearen Differen- 
tialgleichungen die letztere mit neuen und fruchtbaren Methoden bereichert. 

Von Poincarés weiteren funktionentheoretischen Untersuchungen sei 
ferner die Abhandlung «Sur un théoreme de la théorie générale des 
fonctions» (Bulletin de la Société mathématique de France 1883) hervor- 
gehoben. Es handelte sich hier darum, allgemein die Theorie der mehr- 
deutigen analytischen Funktionen auf diejenige der eindeutigen Funktionen 
zurtickzufiihren. In der Tat ist es Poincaré gelungen, den folgenden 
grundlegenden Satz von groBer Allgemeinheit aufzustellen: Ist y eine 
beliebige mehrdeutige analytische Funktion von 2, so kann man stets 
eine Veriinderliche z¢ von der Art bestimmen, daB x und y als eindeutige 
Funktionen derselben dargestellt werden kénnen. 

Es sei hier ferner der wichtigen Arbeit Poincarés gedacht, die sich auf 
das Laguerresche Geschlecht von transzendenten ganzen Funktionen bezieht 
und deren Hauptsiitze fiir die transzendente ganze Funktion f(x) = 2A,2" 
vom Geschlechte p die Wachstumseigenschaft |f(x)|< e!*\?** und fir die 
Koeffizienten die Beziehung 1 

lim A, (n!)?+! = 0 
liefern, die in spiiteren wichtigen Untersuchungen eine Rolle spielen. 

Fiir die allgemeine Theorie der analytischen Funktionen war es von 
groBer Bedeutung, die Frage zu beantworten, von welcher Michtigkeit die 
Menge der Funktionswerte einer mehrdeutigen analytischen Funktion an 
einer beliebigen Stelle ihres Bereiches sein mége. Poincaré hat nun be- 
wiesen, daB die vollstiindige Bestimmung einer analytischen Funktion 
stets durch eine abzihlbare Menge von Funktionselementen bewirkt werden 
kann, und da8 demnach die Menge der Funktionswerte an einer beliebigen 
Stelle ihres Bereiches auch abzihlbar ist. 

DaB die Verwendung von divergenten Reihen unter gewissen Voraus- 
setzungen als legitimes Mittel mathematischer Forschung wieder wirksam 
wurde, ist vornehmlich dem Umstande zuzuschreiben, daB sich Poincaré 
der von ihm als asymptotisch bezeichneten Darstellungen sowohl gelegent- 
lich seiner Untersuchungen iiber die irreguliren Lésungen von linearen 
Differentialgleichungen als auch in seiner beriihmten Abhandlung <Sur le 
probléme des trois corps et les équations de la dynamique» im reichlichsten 
MaBe bediente und damit zu ihnlichen Untersuchungen die Anregung 
gegeben hat. 


Mathematische Annalen. LXII. 11 
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Eine neue Wendung gab er auch der Theorie der aus » Hauptein- 
heiten gebildeten Zahlen durch den Hinweis auf den Zusammenhang der- 
selben mit Lies Gruppentheorie, wodurch die Theorie der komplexen 
Zahlen in ganz nevem Lichte erscheint und an die Lésung ihrer Grund- 
probleme mit den Hilfsmitteln der Gruppentheorie herangetreten werden 
konnte. 

Erwahnt sei noch die Theorie linearer Gleichungssystemen von un- 
begrenzt vielen Gleichungen mit unbegrenzt vielen Unbekannten, in welcher 
Poincaré, als erster, allgemeine Konvergenzkriterien fiir die auftretenden 
unendlichen Determinanten gab. 

Ich muB noch in Kiirze derjenigen Arbeiten Poincarés gedenken, die 
den Boden fiir den Ausbau einer allgemeinen Theorie der analytischen 
Funktionen von mehreren Verinderlichen vorbereiten. Hier ist zuerst 
seine Abhandlung «Sur les résidus des intégrales doubles» zu nennen. 
Zwischen der Theorie der Funktionen einer Verinderlichen und derjenigen 
von mehreren Verinderlichen zeigen sich schon in den Anfangsgriinden 
tiefreichende Unterschiede. Die direkte Ubertragung von Siitzen der einen 
Theorie auf die andere gelang bisher in den seltensten Fiillen. Poincaré 
hat nun gezeigt, auf welche Weise die grundlegenden Cauchyschen Re- 
siduensiitze fiir mehrfache Integrale ausgesprochen werden kénnen, und 
wendet dieselben auf das Studium der Periodizitiitsmoduln der mehrfachen 
Integrale und der Abelschen Thetafunktionen an. 

In diesem Zusammenhange seien noch seine Untersuchungen auf dem 
Gebiete der Analysis situs von héheren Mannigfaltigkeiten hervorgehoben 
* (1895—1904). Er gelangt hierbei u. a. zu dem wichtigen Resultat, daB eine 
Mannigfaltigkeit héherer Dimension durch die Angabe der Bettischen 
Zusammenhangszahlen allein im Sinne der Analysis situs noch nicht be- 
stimmt ist, vielmehr lassen sich zu einem System von Bettischen Zahlen 
noch unendlich viele Mannigfaltigkeiten bilden, die nicht ineinander 
deformierbar sind. Insbesondere ist hier zu erwihnen die Ausdehnung 
des Eulerschen Polyedersatzes auf Polyeder von beliebiger Dimension und 
beliebigem Zusammenhang. 

Poincaré war es, der als erster fiir das folgende WeierstraBsche 
Theorem einen Beweis gefiihrt hat: Ist eine analytische Funktion von 
zwei komplexen Variabeln iiberall meromorph, so kann sie stets als 
Quotient von zwei ganzen Funktionen derselben Variabeln dargestellt 
werden. 

Ferner sei noch einer bemerkenswerten Verallgemeinerung des Abel- 
schen Theorems gedacht, die folgendermafen ausgesprochen werden kann: 
Sind (2, %, 4), -*+ (%,» Yy #,) die Koordinaten der Schnittpunkte einer 
algebraischen Fliche mit einer algebraischen Raumkurve C, sind ferner 
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(a, + dx;, y¥,+dy;, 2,+dz,) die Koordinaten der Schnittpunkte einer der C 

benachbarten Raumkurve C’, so besteht eine Anzahl von Beziehungen 
X,dz,+ X,dx,+---+ X dz, =0, 

wobei die X; rationale Funktionen der 2, y, 2 sind. 

Ks mégen noch seine Untersuchungen iiber das Verschwinden der 
Abelschen Thetafunktionen, sein Beweis fiir die Darstellung der Abelschen 
Funktionen durch Thetaquotienten und schlieBlich die Verallgemeinerung 
des Satzes von der Residuensumme der elliptischen Funktionen auf Abelsche 
hervorgehoben werden (1902). 

Auch die Theorie der allgemeinen gewéhnlichen Differentialgleichungen 
hat durch Poincarés Untersuchungen eine Bereicherung erfahren. Ich denke 
hierbei in erster Linie an jene topographischen Untersuchungen der 
Lésungen von Differentialgleichungen, die gewissermaBen eine qualitative 
Analyse der Integrale noch vor deren Ermittelung zulassen. Diese lange 
Reihe von Untersuchungen, mit denen Poincaré seine Arbeit iiber das 
Dreikérperproblem gewissermafen vorbereitet hat, sind vermége der Fiille 
der enthaltenen Resultate noch zu einer bedeutungsvollen Rolle berufen. 

Von Poincarés zahlentheoretischen Arbeiten sei zuvérderst seine Ab- 
handlung «Sur un mode nouveau de représentation géométrique des formes 
quadratiques définies ou indéfinies» erwaihnt, in der er zunichst eine 
Arithmetik der Gittersysteme (réseaux) entwickelt und vermittels derselben 
die Aquivalenztheoreme und die GauBsche Theorie der Komposition von 
quadratischen Formen in sinnreicher Weise geometrisch darstellt. Die 
Ubertragung der hier entwickelten Methoden auf Mannigfaltigkeiten von 
héheren Dimensionen fiihrte ihn spiiter zu einer interessanten Verall- 
gemeinerung des Kettenbruch-Algorithmus. Zu erwahnen sind ferner seine 
Arbeiten iiber arithmetische Invarianten, die er durch Reihen und Integrale 
darstellt und auf die Erledigung von Aquivalenzfragen anzuwenden weiB. 
Durch die Betrachtung derjenigen diskontinuierlichen Gruppen von linearen 
Substitutionen, die eine terniire indefinite quadratische Form unverindert 
lassen, gewinnt er einen Anschlu8 an die Theorie der automorphen Funk- 
tionen. Jede dieser Gruppen ist mit einer speziellen Fuchsschen Gruppe 
isomorph. Die zu dieser Fuchsschen Gruppe gehérigen sogenannten 
arithmetischen Fuchsschen Funktionen zeichnen sich dadurch aus, dab 
sie ein Additionstheorem besitzen, was bei allgemeinen Fuchsschen Funk- 
tionen nicht der Fall ist. Die mannigfachen Beziehungen, die zwischen 
arithmetischen Fuchsschen Funktionen bestehen, eréffnen der Zahlentheorie 
und Algebra ein aussichtsreiches Feld fiir neue Untersuchungen. Alge- 
braisch-arithmetischen Charakters sind seine Arbeiten tiber die Aquivalenz 
von. Formen héherer Ordnung, die als wesentliche Weiterfiihrung der be- 
ziiglichen Hermiteschen und Jordanschen Untersuchungen zu betrachten sind. 

11* 
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Ich gehe nun iiber zu den Arbeiten Poincarés, die sich auf Probleme 
der Mechanik und theoretischen Physik beziehen. Als bedeutendste in 
dieser Reihe ist an erster Stelle seine grofe preisgekrénte Abhandlung 
«Sur le probleme des trois corps et les équations de la dynamique» (Acta 
Mathematica Bd. XIII, 1890) zu erwiihnen. Angesichts der groBen Schwierig- 
keiten, die sich der Integration der Differentialgleichungen des Dreikérper- 
problems entgegenstellen, haben auch Poincarés Untersuchungen im wesent- 
lichen nur zu negativen Resultaten gefiihrt. Aber als groBes Verdienst 
ist es ihm anzurechnen, daB er auf die Unzulinglichkeit der heutigen 
mathematischen Methoden fiir die Lisung des Problems nicht bloB hin- 
gewiesen, sondern dieselbe auch bewiesen hat. Es gelang ihm, mit voller 
Strenge den Nachweis zu fiihren, daB es auBer den bekannten Integralen 
des Problems keine weiteren eindeutigen analytischen Integrale geben 
kénne, so daB die Lésung des Problems ganz andere Hilfmittel erheischt, 
als diejenigen, iiber die wir heute verfiigen. Hiner eingehender Unter- 
suchung unterzieht er den speziellen Fall des Problems, in welchem die 
Masse A groB, B klein und C unendlich klein angenommen wurden und 
A und B Kreisbewegungen ausfiihren. Er fiihrt zur Behandlung die auch 
mathematisch héchst fruchtbaren Methoden der Integralinvarianten, variierten 
Differentialgleichungen, charakteristischen Exponenten, periodischen und 
asymptotischen Lésungen ein, und es gelingt ihm, fiir den erwahnten 
Spezialfall nachzuweisen, daB im Falle, daB AC endlich bleibt, die Massen 
A, B, C ihren urspriinglichen Positionen unendlich oft wieder beliebig nahe 
kommen. Uberdies ist die bewundernswerte Abhandlung reich an weit- 
tragenden Prinzipien fiir die praktische Erledigung der Probleme der 
himmlischen Mechanik, die heute auch der praktische Astronom anerkennt. 

Von nicht geringerer Wichtigkeit ist seine folgenreiche Abhandlung 
«Sur l’équilibre d’une masse fluide animée d’un mouvement de rotation» (1885). 
Fiir das alte klassische Problem der Gleichgewichtsformen rotierender 
Flissigkeiten schafft hier Poincaré eine auBerst sinnreiche neue Theorie. 
Nach der Einfiihrung der sogenannten Bifurkations- und Grenzformen, der 
Stabilitiits-Koeffizienten, sowie nach einer héchst interessanten neuen Be- 
griindung der Theorie Laméscher Funktionen, gelingt es ihm nicht allein 
den Beweis fiir die Existenz der von Mathiessen und W. Thomson an- 
gegebenen Gleichgewichtsformen zu fiihren, sondern auch die Existenz 
von unendlich vielen anderen nachzuweisen. Insbesondere sei hier die 
durch Poincaré als pyriforme (birnenférmig) bezeichnete Gleichgewichtsfigur 
erwihnt, die zu bekannten kosmogenetischen Untersuchungen AnlaB ge- 
boten hat. Betreffs der Stabilitit der Gleichgewichtsformen hat sich durch 
die Diskussion der Vorzeichen der Stabilitiits-Koeffizienten folgendes Re- 
sultat ergeben. Rotationsellipsoide, die weniger abgespaltet sind als das 
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Jacobische Ellipsoid F, falls dasselbe’ auch ein Rotationsellipsoid ist, 
sind stabile Gleichgewichtsfiguren. Die dreiachsigen Ellipsoide sind stabil, 
wenn sie linglich sind. Diese Resultate bestehen auch fiir den Fall, dab 
eine Viskositat vorhanden ist. Rotationsellipsoide, deren Abplattung gréBer 
als diejenige von EF ist, sind nur fiir reibungslose Fliissigkeiten stabile 
Gleichgewichtsfiguren. 

Zu erwihnen ist hier ferner die Abhandlung «Sur les équations 
aux derivées partielles de la physique mathématique» (1886). Eine groBe 
Anzahl von Problemen der theoretischen Physik hat auf die Laplacesche 
oder iihnliche partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung gefiihrt. Trotz 
der groBen Mannigfaltigkeit der vorkommenden Grenzbedingungen lat das 
Wesen und die Behandlung dieser Probleme sozusagen einen gewissen 
gemeinschaftlichen Familienzug erkennen, so daS man auch fir die 
Lisungen dieser Probleme eine Anzahl von gemeinschaftlichen Eigen- 
schaften zu erwarten hat. Ein hervorstechender gemeinschaftlicher Zug 
zeigt sich ungliicklicherweise in den enormen Schwierigkeiten, die sich 
bei dem Existenzbeweis der Lésungen einstellen. Poincaré unternimmt 
es in dieser Abhandlung, diese Schwierigkeiten fiir eine Reihe dieser 
Probleme zu bekimpfen. So gelangt er hinsichtlich der Lésung des 
Dirichletschen Problems zu seiner iiuferst originellen «méthode du balayage». 
In der gleichen ausfiihrlichen Weise hat noch Poincaré das von Fourier 
herriihrende Probleme der Erkaltung eines Kérpers behandelt. 

Im engen Zusammenhang hiermit steht seine Abhandlung «Sur les 
équations de la physique mathématique» (1894), in welcher er eine Reihe 
der schwierigsten und bedeutendsten Probleme der mathematischen Physik 
der Lisung zuzufiihren vermag. Das Problem der Schwingungen einer 
gespannten Membran, die Elastizitiitstheorie, die Fouriersche Theorie der 
Wirmeleitung und auch noch zahlreiche andere Probleme der mathe- 
matischen Physik fiihren gleicherweise auf die Lésung der partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

2a, 2 2 

) + fet ge téetf—-0, 

in welcher & eine Konstante, f aber eine gegebene Funktion der Koordi- 
naten bedeutet. Poincaré behandelt insbesondere die allgemeine Rand- 
wertaufgabe: Es soll v als Funktion der Koordinaten derart bestimmt 
werden, daB es die Gleichung (I) befriedigt, nebst seinen ersten und 
zweiten Ableitungen innerhalb eines gegebenen Gebietes kontinuierlich ist 
und an den Stellen der Grenzfliiche desselben Gebietes die Bedingung 


dv 
dat bv =0 
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erfiillt, wobei = den Differentialquotienten nach der Normale, b aber 
eine Konstante bedeutet. 

Durch jfiuBerst scharfsinnige Anwendung von Methoden, die teils von 
Schwarz und teils von C. Neumann herriihren, gelingt ihm die strenge 
Lésung des Problemes fiir die tiberwiegende Zahl von Fallen. Hervor- 
zuheben sind hierbei die Reihe von an sich bedeutenden Hilfssiitzen, die 
sich auf Integrale von der Form / [(2)'+ (=) + (<*)"] dt beziehen 
und die Poincaré als wirkungsvolles Instrument seiner Untersuchung an- 
zuwenden verstanden hat. 

In diesem Zusammenhange mége noch seine Abhandlung «La méthode 
de Neumann et le probleme de Dirichlet» hervorgehoben werden. Bekannt- 
lich hat C. Neumann eine Methode entwickelt, vermittels deren man eine 
harmonische Funktion innerhalb eines Gebietes durch konvergente Aus- 
driicke darstellen kann, falls ihre Werte fiir alle Stellen der iiberall 
konvexen Grenzfliche dieses Gebietes gegeben sind. Poincaré gelang es 
nun, die Neumannsche Methode auf Begrenzungsfliichen zu erweitern, die 
in allen Punkten eine bestimmte Tangentialebene und zwei bestimmte 
Hauptkriimmungsradien besitzen, imi tibrigen aber hinsichtlich ihrer Ge- 
stalt beliebig gegeben sind. Von besonderer Wichtigkeit sind hier Poincarés 
Entwicklungen, die sich auf die sogenannten Fundamentalfunktionen be- 
ziehen. Zu jeder Begrenzungsfliche gehért eine unendliche Reihe solcher 
Fundamentalfunktionen, die fiir kugelférmige Begrenzungsflichen in die 
bekannten Kugelfunktionen iibergehen. Poincaré bemerkt, daB eine will- 
kiirliche Funktion sich nach Fundamentalfunktionen entwickeln lasse, 
wobei die Entwicklungskoeffizienten durch mehrfache Integrale ausge- 
driickt werden, die iiber diejenige Flache zu erstrecken sind, der die 
Fundamentalfunktionen angehéren. Sind diese Fundamentalfunktionen einer 
Flache bekannt, so kann das Dirichletsche Problem sowohl fiir den Innen- 
raum als den AuBenraum der Fliche ohne Schwierigkeit gelist werden. 

Erwihnt sei noch die statiliche Reihe von Biichern, mit denen 
Poincaré die mathematische Literatur bereichert hat. Besonders seien die 
Werke: Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, Legons de 
Mécanique céleste (1905), La théorie de Maxwell et ces oscillations hertziennes, 
La télégraphie sans fil und La Science et |’Hypothése (1902) herver- 
gehoben, ferner auch seine Cours de physique mathématique: Théorie 
mathématique de la lumiére (1887, auch ins Deutsche iibertragen); 
Electricité et Optique (1890, auch iibersetzt); Thermodynamique (1890); 
Théorie de )’élasticité (1890); Théorie des tourbillons (1891); Les oscillations 
electriques (1892); Capillarité (1895); Théorie analytique de la propagation 
de la chaleur (1895); Calcul des Probabilités (1897); Cinématique et 
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mécanismes (1899); Théorie du potentiel newtonien (1899); Figures 
d’équilibre d’une masse fluide (1902). 

Ich habe in meinen bisherigen Ausfiihrungen nur eines geringen 
Bruchteiles von den mehr als 300 Publikationen Poincarés fliichtig ge- 
denken kinnen; ich glaube jedoch, da8 auch schon aus dem Angefiihrten 
klar hervorgeht, welch’ beherrschende Stellung wir Poincarés Leistungen 
in der mathematischen Literatur zuerkennen miissen, deren Entwicklung 
er durch eigenes Forschen nahezu auf allen Gebieten auf das wirksamste 
geférdert, iiberall aber durch die Fiille der durch ihn ersonnenen neuen 
Ideen und Methoden weitgehend befruchtet hat, so daB er sich wiirdig 
jenen groBen franzésischen Mathematikern anschlieBt, in deren Reihen 
die Namen Laplace, Galois, Cauchy, Hermite von unverginglichem 
Glanze sind. 

Zum Schlusse sei mir noch gestattet, seines letzterschienenen Werkes 
«Sur la Valeur de la Science» (1905) zu gedenken, in welchem er gewisser- 
mafen das Glaubensbekenntnis des Gelehrten niedergelegt hat. 

Ich méchte aus diesem hochinteressanten Buche eine Stelle wértlich 
zitieren, an der er den Gegensatz anschauungsmiiBiger und logischer Denk- 
weise des Niiheren ausfiihrt. Beziiglich der Logiker meint nun Poincaré: 
«En rejetant le secours de |’imagination, qui, nous l’avons vu, n’est pas 
toujours infaillible, ils peuvent avancer sans crainte de se tromper. 
Heureux donc ceux qui peuvent se passer de cette appui! Nous devons 
les admirer, mais combien ils sont rares!» 

Einer dieser Bewundernswerten und Seltenen ist David Hilbert, der 
Meister der logischen Analyse in der Mathematik. Mit glinzender logischer 
Kombinationskraft begabt, schafft er aus sich selbst heraus, lediglich durch 
die Verallgemeinerung, durch das Trennen und Verkniipfen, durch das 
Sammeln von mathematischen Begriffen, so daB eine aéuBere, durch An- 
schauung vermittelte Anregung gar nicht erkennbar wird. 

Logische Strenge und Schlichtheit der Beweisfiihrung gelten ihm als 
adiiquate Anforderungen, und er ist davon iiberzeugt, daB logische Schirfe — 
richtig erfaBt — niemals zur Sterilisierung, sondern vielmehr stets zur 
fruchtbaren Weiterentwicklung mathematischer Ideen fiihren miisse. Er 
wendet sich in seinen Forschungen mit Vorliebe den schwierigsten, lange 
Zeit unerledigt gebliebenen Problemen zu, deren Kern er mit bewunderns- 
wertem Scharfsinn so zu erfassen vermag, daB seine Betrachtungen nicht 
allein diese Probleme vollstindig erledigen, sondern oft auch der ganzen 
Disziplin, der diese Probleme angehérten, einen Abschlu8 geben. 

Von diesem Charakter sind schon seine ersten groBen Abhandlungen, 
in denen Hilbert eine Begriindung fiir den Fundamentalsatz der Invarianten- 
theorie entwickelt. Diesen Satz hatte Gordan fiir den Fall von Systemen 
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bindrer Grundformen bewiesen; die Methoden, die er hierbei angewendet 
hat, versagten jedoch in den Fallen, wo die Grundformen mehr als zwei 
Verinderliche enthalten, oder auch dann, wenn die Grundformen mehrere 
Reihen von zwei Verinderlichen enthalten, die verschiedenen linearen 
Transformationen unterliegen. Um sich die Mittel fiir den lange gesuchten 
Beweis des allgemeinen Theorems zu schaffen, stellt Hilbert eine ganz 
neue Theorie der Modulsysteme von Formen voran, in welcher er Sitze 
von der gréBten Bedeutung entwickelt. Ein bereits klassisch gewordenes, 
tief erdachtes Theorem bildet hierzu den Ausgangspunkt. Es lautet wie 
folgt: Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen der n Ver- 
anderlichen 2,,2,,---, 2, vorgelegt, etwa F,, F,, F;,---, so gibt es stets 
eine Zahl m von der Art, daB jede Form jener Reihe sich in die Gestalt 


F=A,F, + 4,F,-::+A,,F,, 
bringen liBt, wo A,, A,,---, A,, geeignete Formen der nimlichen Ver- 
ainderlichen sind mit Koeffizienten, die demselben Rationalitiitsbereiche 
angehéren wie diejenigen der F’. Diesem Satz gab er auch eine arithmetische 
Verfeinerung, indem er seine Giiltigkeit fiir den Fall erweisen konnte, 
da8 den auftretenden Koeffizienten die Beschriinkung, ganze rationale 
Zahlen zu sein, auferlegt wird. Fiir die Modultheorie haben diese Sitze 
die Bedeutung, daB man aus den Formen eines Moduls stets eine endliche 
Anzahl von Formen so auswihlen kann, da jede andere Form des Moduls 
durch eine lineare Kombination jener ausgewahlten Formen darstellbar 
ist. In geometrischer Deutung heiBt das so viel, daB sich durch eine 
gegebene algebraische Raumkurve stets eine endliche Zahl von Flichen 
F, =0, F, =0,---, F, =0 

hindurchlegen lasse derart, daB jede andere die Kurve enthaltende Fliche 
durch eine Gleichung von der Gestalt 


A, F,+A,F,+---+A,F,, = 0 
dargestellt werden kann, wo unter A,,---, A,, quaterniire Formen zu ver- 
stehen sind. 

Im weiteren Verlauf dieser Untersuchungen wendet sich Hilbert dem 
Studium gewisser Systeme von linearen Diophantischen Gleichungen zu, 
aus deren Liésungen er die sogenannten abgeleiteten Systeme bildet, und 
durch auferst scharfsinnige Betrachtungen gelangt er zu folgendem ab- 
schlieBenden Resultat: Ist das Gleichungssystem 


ES ¢U,s::- 4 <0 


tm“"m 


(t= 1, 2,---,m) 


vorgelegt, worin F,, -. F,,, gegebene Formen von 2,, x,,---, 2, bedeuten, 
so fiihrt die Aufstellung der Relationen zwischen den Lésungen desselben 
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zu einem zweiten Gleichungssystem von derselben Gestalt, zum sogenannten 
abgeleiteten System, das wiederum ein abgeleitetes System liefert u. s. f. 
Das so begonnene Verfahren erreicht nun immer (spiitestens beim n-ten 
abgeleiteten System, das sicher keine Lésung mehr hat) ein Ende. Durch 
die Kette von abgeleiteten Gleichungssystemen gewinnt Hilbert einen tiefen 
Kinblick in die algebraische Struktur des Modulsystems (F,, Fj, ---, F,,) 
und ist in den Stand gesetzt, die Anzahl derjenigen Bedingungen zu 
ermitteln, welche die Koeffizienten einer Form von der R-ten Ordnung 
za erfiillen haben, um nach dem Modulsystem (F,, F,,---, F,,) der Null 
kongruent zu sein. Die Anzahl der voneinander linear unabhingigen Be- 
dingungen z(R) stellt Hilbert durch die bemerkenswerte Formel 


1(B) = 10+ m(4) +++: + 20 (4) d<n 


dar, WO %;%2)°**, Yq gewisse dem Modulsystem (fF, F,,---, F,,) eigen- 
tiimliche ganze Zahlen bedeuten und iibrigens R oberhalb einer bestimmten 
Grenze genommen werden muB, ferner die Symbole () Binomialkoeffizienten 
bezeichnen. Diese ganzzahlige Funktion 7(R) nennt Hilbert die charakte- 
ristische Funktion des Moduls und beweist den fiir die Modultheorie 
wichtigen Satz, daB die Summe der charakteristischen Funktionen zweier 
Modulsysteme stets gleich ist der Summe, die aus den charakteristischen 
Funktionen des gréBten gemeinsamen und des kleinsten enthaltenden 
Modulsystems gebildet wird.*) Nebenbei ist es von Interssse zu bemerken, 
daB die Koeffizienten zy), ---, 7, mit den von Néther definierten Ge- 
schlechtszahlen der durch das Modulsystem definierten Raumkurve auf 
das engste zusammenhingen. 

Mittels dieser Sitze und eines Satzes iiber den Q-ProzeB, dessen 
wesentlicher Inhalt von Gordan und Mertens herriihrt, gelingt es nun 
Hilbert, den Fundamentalsatz der Invariantentheorie unter den allgemeinsten 


*) Sind (F,, F,,---, F,,) und (A,, H,,---, H,) zwei Moduln, und ist fiir die 
Gleichung 
FX, +-+> + Fa Xn = AH, Y¥,+:-+:- +H, Yn 
das volle Lésungssystem 
X,=F,,, X, =F,,,°- +; Xn=F 


ms? 
Y, = 4H,,, Y¥, = Hy,,-++, Yx = Fis 
(s = 1, 2,---,k) 
und bildet man die Formen 


m h 
K, = 2h F.— 2H H,,, 
i= j= 


so ist (K,, K,,---, Ks) der kleinste enthaltende Modul, wiahrend bekanntlich 
(F,, Fy, +--+, F,,; H,, H,,---, H)) als der gréBte gemeinsame Modul bezeichnet wird. 
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Voraussetzungen nachzuweisen. Derselbe lautet in Hilberts Formulierung 
wie folgt. Ein System von Grundformen mit beliebig vielen Veriinder- 
lichen, welche in vorgeschriebener Weise gleichen oder verschiedenen 
Transformationen unterliegen, hat stets eine endliche Zahl von ganzen 
und rationalen Invarianten, durch welche sich jede andere ganze und 
rationale Invariante in ganzer und rationaler Weise ausdriicken laBt. 

Das gleiche gilt von den Kovarianten, Kombinanten und Kontra- 
varianten, da diese Bildungen sich unter den Invariantenbegriff zusammen- 
fassen lassen. 

Versteht man unter einer irreduziblen Syzygie eine solche Relation 
zwischen den Invarianten des Grundformensystems, deren linke Seite 
nicht durch lineare Kombination von Syzygien niederer Art erhalten 
werden kann, so bestehen die beiden abschlieBenden Sitze Hilberts: 

Ein endliches System von Invarianten besitzt nur eine endliche Zahl 
von irreduziblen Syzygien. 

Die Systeme irreduzibler Syzygien verschiedener Arten bilden eine 
Kette abgeleiteter Gleichungssysteme, die spiitestens beim (m-+1)-ten Glied 
abbricht, wenn m die Zahl der Invarianten des vollen Systems bezeichnet. 

Nachdem Hilbert die Existenz des vollen Invariantensystemes nach- 
gewiesen hatte, war nun das Problem gegeben, die wirkliche Aufstellung 
desselben auf eine endliche Anzahl, von Beginn der Rechnung iiberseh- 


barer Prozesse zuriickzufiihren. Hilbert gab nun seinen Untersuchungen 
eine merkwiirdige Wendung, die die ganze Invariantentheorie in neuem 
Lichte erscheinen laBt. Es kann niimlich die Invariantentheorie der Theorie 


der algebraischen Funktionenkérper derart untergeordnet werden, daB sie 
lediglich als bemerkenswertes Beispiel fiir diese Theorie erscheint, etwa 
so, wie in der Zahlentheorie der Kreisteilungskérper heute nur mehr als 
Beispiel unter den allgemeinen Zahlkérpern gelten kann, an dem die Sitze 
der allgemeinen Zahlkérper zuerst erkannt wurden. Hilbert fiihrt nun den 
Nachweis dafiir, daB sich zu jedem Grundformensystem stets ein alge- 
braischer Funktionenkérper konstruieren lasse, dessen ganze algebraische 
Funktionen genau mit den ganzen rationalen Invarianten des vorgelegten 
Grundformensystems iibereinstimmen. Dies ist der Invariantenkérper. 
Unter Heranziehung des Kroneckerschen fundamentalen Theorems iiber 
das Fundamentalsystem eines Kérpers ist es nun klar, daB nach der 
Kenntnis des Invariantenkérpers zur Aufstellung des vollen Invarianten- 
systems nur noch die Lésung elementarer Aufgaben aus der arithmetischen 
Theorie der algebraischen Funktionen nétig ist: 

Im weiteren Verlauf der Untersuchung beweist Hilbert einen Satz, 
der sich den friiher erwiihnten schénen Theoremen iiber Modulsysteme 
wiirdig anreiht, und den ich seiner Wichtigkeit und vielseitigen Verwend- 
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barkeit wegen besonders hervorheben méchte. Derselbe lautet: Sind m 
ganze rationale homogene Funktionen f,, fy, ---, f,, der » Veranderlichen 
@,)%,***, %, vorgelegt und sind ferngr F, F’, F’’,--- irgendwelche ganze 
rationale homogene Funktionen von 2,, 2%,---,%,, von der Beschaffenheit, 
daB sie fiir alle diejenigen Wertsysteme dieser Verianderlichen verschwin- 
den, fiir welche die vorgelegten m Funktionen f,, fy, ---, f,, samtlich 
gleich Null sind, dann ist es stets méglich, eine ganze Zahl r zu bestim- 
men derart, daB jedes Produkt TT von beliebigen r Funktionen der Reihe 
F, F’, F'”, --- dargestellt werden kann in der Gestalt 


TH) = asf, + Ogfg +--- + 4aha 


m geeignet gewihlte ganze rationale homogene Funktionen 
der Veriinderlichen z,, x,,---, 2”, sind. Dieser Satz, den Hilbert in einer 
spiteren Arbeit in sinnreicher Weise zu einem iiberaus einfachen Beweis 
eines Dedekindschen Theorems iiber hyperkomplexe Zahlen angewendet 
hat, bildet den Kern der ganzen Theorie der algebraischen Invarianten. 
Die weitere Theorie wird auf die Bestimmung der sogenannten Nullformen 
aufgebaut, d. h. von Formen, deren Koeffizienten solche numerische Werte 
besitzen, daS alle ihre Invarianten verschwinden. Eine jede dieser Null- 
formen kann durch eine unimodulare Substitution auf eine kanonische 
Form gebracht werden, und die Aufgabe alle Nullformen aufzustellen ist 
somit auf die Bestimmung aller kanonischen Nullformen zuriickgefiihrt. 
Die hierzu notwendige Lésung von Diophantischen Ungleichungen geschieht 
am besten auf graphischem Wege. Fiir die Aufstellung des vollen In- 
variantensystems gibt Hilbert schlieBlich das folgende Verfahren an: 

1. Man stelle ein System S, von Invarianten auf, durch welche sich 
alle anderen Invarianten der Grundform als ganze algebraische Funktionen 
ausdriicken lassen; ein derartiges System S, erhalt man, indem man solche 
Invarianten auswahlt, deren Verschwinden iiberhaupt das Verschwinden 
aller Invarianten zur Folge hat. 


WO Q,, Ag,***,4 


2. Man stelle ein System S, von Invarianten auf, durch welche sich 
alle tibrigen Invarianten rational ausdriicken lassen. 

3. Man berechne ein vollstiindiges ganzes System von ganzen alge- 
braischen Funktionen in dem durch die Systeme S, und S, bestimmten 
Funktionenkérper. Die Funktionen dieses Systems S, sind Invarianten und 
bilden, zusammengenommen mit den Invarianten S,, das gesuchte volle 
Invariantensystem. 

Von diesen drei Aufgaben ist die erste die schwierigste; sie wird 
gelist, indem man, wie bereits erwihnt wurde, solche Invarianten ermittelt, 
deren Verschwinden notwendig das Verschwinden aller Invarianten zur 
Folge hat; zu ihrer Ermittelung geniigt es, alle diejenigen Invarianten 
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in Betracht zu ziehen, deren Gewicht eine gewisse Zahl nicht iibersteigt. 
Ubrigens zeigt Hilbert, daB das volle System der Invarianten auch ohne 
Kenntnis eines Systems S, aufgestellt werden kénne. 

Hilberts Arbeiten haben somit fiir alle wesentlichen und bis dahin 
ungeliésten Fragen der Invariantentheorie die langgesuchte Erledigung in 
der vollkommensten Weise gebracht, so da® dank denselben die Lehre 
von den Invarianten hinsichtlich der theoretischen Fragen als abgeschlossen 
betrachtet werden kann. 

Ich wende mich nun den arithmetischen Untersuchungen Hilberts zu. 
Die Zahlentheorie hat vermége der Schlichtheit ihrer Grundlagen, der 
Exaktheit ihrer Begriffe, der methodischen Reinheit ihrer Schltisse von 
jeher als Muster fiir alle anderen mathematischen Disziplinen gegolten, 
hat jedoch zu ihrer Beherrschung und Foérderung ein groBes Abstraktions- 
vermégen zur unerliBlichen Voraussetzung. Wir kénnen uns daher nicht 
wundern, da sie auf Hilbert, den abstrakten Denker, auch ihren 
Zauber ausiibte und ihn zu tiefgehenden Untersuchungen anreizte. Ich 
fihre seine eigenen Worte an, die sein Empfinden hierfiir am klarsten 
zum Ausdruck bringen. ,,Die Theorie der Zahlkérper ist wie ein Bauwerk 
von wunderbarer Schinheit und Harmonie; als der am reichsten aus- 
gestattete ‘Teil dieses Bauwerkes erscheint mir die Theorie der Abelschen 
und relativ-Abelschen Kérper, die uns Kummer durch seine Arbeiten tiber 
die héheren Reziprozitiitsgesetze und Kronecker durch seine Untersuchungen 
iiber komplexe Multiplikation der elliptischen Funktionen erschlossen haben. 
Die tiefen Kinblicke, welche die Arbeiten dieser beiden Mathematiker in 
die genannte Theorie gewiihren, zeigen uns zugleich, daB in diesem Wissens- 
gebiete eine Fille der kostbarsten Schiitze verborgen liegt, winkend als 
reicher Lohn dem Forscher, der den Wert solcher Schiitze kennt und die 
Kunst, sie zu gewinnen, mit Liebe betreibt.“*) Diesen schénen Worten 
Hilberts haben wir nur hinzuzufiigen, dab Hilbert selbst es ist, dem es 
gelang, die tiefstverborgenen und kostbarsten dieser Schiitze zu heben. Von 
seinen arithmetischen Untersuchungen sei als erste ,,Ein neuer Beweis des 
Kroneckerschen Fundamentalsatzes itiber Abelsche Zahlkérper“ (1896) er- 
wiihnt. Kronecker hatte schon im Jahre 1853 den fundamentalen Satz 
aufgestellt, daB die Wurzeln aller Abelschen Gleichungen im Bereiche der 
rationalen Zahlen sich durch Einheitswurzeln ausdriicken lassen. Lange 
Zeit blieb dieser fundamentale Satz unbewiesen und erst nach 30 Jahren 
hatte fiir denselben H. Weber unter Heranziehung von transzendenten 
Hilfsmitteln einen iiuBerst schwierigen Beweis erbracht. Hilbert. liefert 
nun mit Hilfe einer Reihe durch ihn eingefiihrter Begriffsbildungen und 


*) Die Theorie der algebraischen Zahlkirper. Bericht von D. Hilbert 1897. 
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unter Anwendung des Diskriminantensatzes von Minkowski einen einfachen 
arithmetischen Beweis dieses Satzes, aus dem zugleich ersichtlich wird, 
auf welche Weise man alle Abelschen Kérper von gegebener Gruppe und 
Diskriminante aufstellen kann. 

Ich muB des ferneren seines schon friiher zitierten Berichtes ,,Die 
Theorie der algebraischen Zahlkérper“ gedenken. Es ist dies ein Bericht 
iiber die Entwicklungsgeschichte der Theorie der algebraischen Zahlkérper, 
der infolge seiner klaren Anordnung, der prizisen Beweisfiihrung als 
Musterbild einer Zusammenfassung gelten kann, hieriiber hinaus aber ver- 
moge der Fiille in demselben zuerst veréffentlichter neuer Begriffsbildungen 
und Methoden als wesentliche Weiterfiihrung der Theorie der algebraischen 
Zahlkérper zu betrachten ist. Relativkérper, Relativnorm, Relativdiskri- 
minante, Verzweigungskérper usw. sind alles von Hilbert herriihrende 
Begriffsbildungen, die hier zuerst im systematischen Zusammenhang ent- 
wickelt wurden. Als besonders folgenreich hat sich die von Hilbert hier 
entwickelte Theorie des Kummerschen Zahlkérpers erwiesen, ferner die 
Bildung des Begriffs der Normenreste dieses Kérpers. Mittels dieses Be- 
griffes gelingt es, das allgemeine Reziprozititsgesetz fiir Potenzreste 
durch die Formel 


ITs) =! 


darzustellen, wo ("*) eine gewisse Kinheitswurzel bedeutet und das Pro- 


dukt iiber alle Primideale w des Kérpers zu erstrecken ist. 

In seiner Abhandlung ,Uber die Theorie der relativ-quadratischen 
Zahlkérper* hat er die Theorie der quadratischen Reste fiir den Fall ent- 
wickelt, daB der Grundkérper / imaginiir und von ungerader Klassenzahl 
ist. Als wichtigstes Resultat dieser Untersuchungen kann das Reziprozi- 
tiitsgesetz in k gelten und jener Satz, demzufolge in einem relativ-quadra- 
tischen Kérper stets die Hiilfte aller denkbaren Charakterensysteme 
wirklich durch Geschlechter vertreten ist, und der als Verallgemeinerung 
der bekannten Siitze von Gau8 gelten kann. 

In seiner wichtigen Abhandlung ,,Uber die Theorie der relativ-Abel- 
schen Kérper“ wird die Giiltigkeit dieser Siitze auf beliebige Kérper k 
ausgedehnt. Als grundlegend wichtiges Hilfsmittel der Untersuchung wird 
hier die Begriffsbildung des Klassenkérpers eingefiihrt. 

Hs ist dies jener in bezug auf k relativ-Abelsche Zahlkérper von 
der Relativdiskriminante 1, der alle in bezug auf k unverzweigten Kérper 
als Teilkérper enthilt. Kronecker wurde schon im Jahre 1856 zu der 
iiberraschenden Bemerkung gefiihrt, daB es zu jedem imaginiiren quadra- 
tischen Kérper einen zu assoziierenden Zahlkérper von der Relativdis- 
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kriminante 1 gibt, nach dessen Adjunktion die siimtlichen Ideale des 
Grundkérpers zu wirklichen ganzen algebraischen Zahlen werden. Er 
bezeichnet es als héchstes, erstrebenswertes Ziel der Zahlentheorie, die 
Natur dieses zu assoziierenden Zahlkérpers zu ergriinden. Die Hilfsmittel 
hierzu hat nun Hilbert geschaffen, durch dessen grundlegende Unter- 
suchungen angeregt, es Ph. Furtwiingler (1904) gelungen ist, den Klassen- 
kérper fiir einen beliebig vorgelegten Zahlkérper wirklich zu konstruieren. 

Als Meisterwerk und Beleg seines groben Talentes fiir die Verein- 
fachung schwieriger Beweise sei noch einer seiner iilteren Arbeiten ,Uber 
die Zerlegung der Ideale eines Zahlenkérpers in Primideale“ gedacht (1894), 
in welcher er den bekannten Dedekindschen Satz unter der Zugrunde- 
legung des Galoisschen Zahlkérpers aufs lichtvollste und iibersichtlichste be- 
weist. Kerner auch seines Beweises fiir die Transzendenz der Zahlen e und z. 
Hier hat er den Kern des Hermiteschen und Lindemannschen Beweises 
seines unnétigen Beiwerkes entkleidet, indem er das Nichtverschwinden 
eines Ausdruckes nicht auf schwierige Abschiitzungen, sondern auf den 
Nachweis griindet, dab er eine ganze Zahl vorstellt, welche modulo einer 
geeigneten Primzahl gewiB nicht zur Null kongruent ist. 

Im AnschluB an diese arithmetischen Untersuchungen sei noch einer 
interessanten Abhandlung ,,Uber die Irreduzibilitit ganzer Funktionen mit 
ganzzahligen Koeffizienten“ gedacht. In dieser Abhandlung fiihrt Hilbert den 
Nachweis des Satzes: Ist eine Funktion F(a, y, ---, w; t,7,--+,q) in einem 
gewissen durch eine algebraische Zahl bestimmten Rationalitiitsbereich 
irreduzibel, so ist es stets auf unendlich viele Weisen méglich, in dieser 
Funktion fiir ¢, r,---,q ganze rationale Zahlen einzusetzen, so dab dadurch 
die Funktion in eine Funktion allein der Veranderlichen z, y,---, w tiber- 
geht, welche im gegebenen Rationalitiitsbereiche irreduzibel ist. Hieraus 
ergibt sich alsdann der Beweis des bis dahin nur vermuteten Satzes, dab 
es unbegrenzt viele Gleichungen n-ten Grades geben miisse, deren Gruppe 
im Bereiche der rationalen Zahlen die symmetrische Gruppe ist. Das 
gleiche gilt auch fiir die alternierende Gruppe. 

Indem ich nun auf die geometrischen Untersuchungen Hilberts itiber- 
gehe, habe ich iiber sein Werk ,,Grundlagen der Geometrie“ (1899, 2. Auflage 
1905) zu berichten. Diese ,,Grundlagen“ sind eine kritische Untersuchung 
der Prinzipien der Geometrie, fiir die er ein einfaches und vollstandiges 
System von Axiomen aufstellt und die wichtigsten Grundtheoreme (den 
Satz von Desargues und einen Spezialfall des Pascalschen Satzes) in der 
Weise ableitet, daB die Tragweite der aus den einzelnen Axiomen zu 
ziehenden Schliisse in Evidenz tritt. Er ordnet die Axiome in finf 
Gruppen ein und beweist die Widerspruchslosigkeit derselben, indem er 
arithmetische Mannigfaltigkeiten konstruiert, die den Axiomen geniigen. 
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SchlieBlich werden die geometrischen Elementarkonstruktionen eingehend 
erértert und auf Grund tiefliegender arithmetischer Siitze die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafiir entwickelt, daB sich eine vorgelegte 
Konstruktionsaufgabe allein durch Ziehen von Geraden und Abtragen von 
Strecken lésen lasse. 

In diesem Zusammenhang sei noch seiner wichtigen Untersuchung 
iiber die Begriindung der Geometrie vom Standpunkte der Transformations- 
gruppen aus gedacht, die durch die gréBere Allgemeinheit ihrer Voraus- 
setzungen die hierauf beziiglichen Untersuchungen von Sophus Lie iiberholt. 

Hilberts hier genannte Arbeiten, die hinsichtlich ihrer groBen Be- 
deutung schon von Poincaré auf das Eingehendste gewiirdigt wurden, 
haben eine reiche Literatur hervorgerufen, gewissermafen die von Hilbert 
wiederholt ausgesprochene Uberzeugung bekriiftigend, daB die logische 
Strenge der Untersuchungen stets die Keime fruchtbarer Weiterentwicklung 
in sich triigt. 

Und nun noch einiges tiber Hilberts Forschungen auf dem Gebiete 
der Funktionentheorie. Ich méchte zuerst seines bewunderungswiirdigen 
Beweises gedenken, den er fiir das Dirichletsche Prinzip gefiihrt hat, 
welches die Existenz der Liésung des bekannten Randproblemes der Po- 
tentialtheorie aus der als selbstverstiindlich angesehenen Existenz des Mini- 
mums eines Integrals folgert. Dieses Prinzip hatte sich vermége seiner 
Kinfachheit und mannigfachen Anwendbarkeit auf die Theorie der alge- 
braischen Integrale sowie auf Probleme der mathematischen Physik als 
eines der wirkungsvollsten Hilfsmittel der mathematischen Forschung 
erwiesen. Nun kam die WeierstraBsche Kritik, in der an einem sehr 
einfach gewihlten Beispiele die Unzulissigkeit der Dirichletschen Schlub- 
weise evident dargetan wurde. Dem Dirichletschen Prinzip war hierdurch 
scheinbar der Lebensnerv abgeschnitten. Nur mit dem Aufwand groBer 
Miihe konnten C. Neumann, H. A. Schwarz und H. Poincaré Ersatz fiir das 
so leistungsfihige Dirichletsche Prinzip schaffen. Um so héher ist nun 
Hilberts Verdienst anzurechnen, das Dirichletsche Prinzip in seiner ur- 
spriinglichen Einfachheit mit den einfachsten Mitteln wieder belebt zu 
haben. Die Hilbertsche ebenso lichtvolle wie einwurfsfreie SchluBweise 
zeichnet sich neben ihrer Schlichtheit noch durch den Umstand aus, daB 
sie, nur die Minimumseigenschaft beniitzend, von den speziellen Eigen- 
schaften der Potentialfunktionen keinen Gebrauch macht, daher auch auf 
allgemeinere Probleme der mathematischen Physik angewendet werden kann. 

Von groBer Bedeutung sind ferner Hilberts ,,Grundziige einer all- 
gemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen“ (von 1902 ab). Unter 
Integralgleichungen sind solche Gleichungen zu verstehen, in denen eine 
unbekannte Funktion explizit und tiberdies unter dem Zeichen eines be- 
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stimmten Integrals im Integrandus enthalten ist. Hilbert hatte sich bald 
iiberzeugt, daB der systematische Aufbau der Theorie dieser Gleichungen 
fiir die ganze Analysis, insbesondere fiir die Theorie der bestimmten 
Integrale und fiir die der Entwicklung willkiirlicher Funktionen in unend- 
liche Reihen, fiir die Theorie der linearen Differentialgleichungen, fiir die 
Potentialtheorie und Variationsrechnung von gréBter Bedeutung ist. 

Er untersucht den Zusammenhang der Higenschaften von Lésungen 
solcher Integralgleichungen unter der wesentlichen Voraussetzung, daB die 
von ihm als ,,Kern“ bezeichnete Funktion in bezug auf ihre beiden 
Argumente symmetrisch ist. Hierbei gelangt er zu Entwicklungen einer 
willkiirlichen Funktion nach sogenannten Eigenfunktionen, in denen die 
bekannten Entwicklungen nach trigonometrischen, Besselschen, Laméschen, 
Sturmschen uad Kugelfunktionen als spezielle Fille enthalten sind. Es 
gelingt ihm ferner, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir 
die Existenz von unendlich vielen Eigenfunktionen aufzustellen. Uberaus 
charakteristisch fiir Hilberts Art zu schaffen ist es, daB den Grundgedanken 
seiner Arbeit ein als heuristisches Hilfsmittel oft angewandtes Verfahren 
liefert, das er mit groBem Scharfsinn zu einem beweisenden Prinzip um- 
gestaltet. , 

Ich méchte auch noch seiner Untersuchungen auf dem Gebiete der 
Variationsrechnung gedenken, die fiir diese Disziplin von der gréBten 
Bedeutung zu sein scheinen. Einen Weg verfolgend, den Weierstra$ 
angebahnt hatte, zeigt er, daB dieser zu einer iiberraschenden Vereinfachung 
der Variationsrechnung fiihrt, indem zum Nachweis der notwendigen und 
hinreichenden Kriterien des Eintretens eines Extremums die Berechnung 
der zweiten Variation und zum Teil sogar die miihsamen an die erste 
Variation ankniipfenden Schliisse vermieden werden kénnen. 

Doch ich breche diese Reihe dieser leider fliichtigen Schilderung von 
Hilberts Untersuchungen nun ab. Dieselben lassen in Hilbert einen 
Mathematiker von den seltensten Qualitiiten erkennen, der Strenge mit 
Vielseitigkeit, logische Schirfe mit groBer Erfindungskraft, ruhiges Erwiigen 
mit flammender Begeisterung fiir seine Wissenschaft in sich vereint. 
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Ein Satz tber die konforme Abbildung einfach zusammenhangender 
Riemannscher Flachen auf den Einheitskreis. 


Von 


Severn Jonansson in Kotka (Finland). 


Der Satz. 


1. F sei das Symbol einer iiber der z-Ebene ausgebreiteten, in einer 
endlichen Anzahl von Punkten dieser Ebene verzweigten, einfach zusam- 
menhiangenden Riemannschen Fliiche; falls Windungspunkte von unendlich 
hoher Multiplizitét vorkommen, werden dieselben als singuldére Punkte der 
Fliche angesehen, zum Unterschied von allen iibrigen Punkten der Fliche, 
die wir reguldre Punkte nennen. 

Auf dieser Fliche /’ nehmen wir an, es giibe ein harmonisches 
Potential U folgender Beschaffenheit: 

1) U ist auf F eindeutig und positiv; 

2) diejenigen kritischen Punkte 0, 0’, 0”, ---, wo U aufhért harmonisch 
zu sein, hiufen sich, falls sie in unendlicher Anzahl vorkommen, gegen 
keinen reguliren Punkt der Fliche; in der Umgebung eines kritischen 
Punktes ist U + log r, wo r den Abstand vom kritischen Punkte bedeutet, 
harmonisch. 

Unter dieser Voraussetzung tiber die Flache F' laBt sich zeigen, dap 
man die Fliche F auf das Innere des Einheitskreises schlicht und liicken- 
los abbilden kann. 

Den Beweis dieser Behauptung zu erbringen beabsichtigt die folgende 
Untersuchung. 

2. Weil F eine einfach zusammenhiingende Fliiche ist, so kénnen 
wir um den Punkt o herum eine Schar knotenfreier Kurven C,, C,,--- 
derart festlegen, daB C, von C,,, umschlossen wird und da8 schlieBlich 
fiir einen hinreichend hohen Wert von y jeder reguliire Punkt der Fliche 


innerhalb C, liegen wird; die singuliren Punkte liegen auBerhalb simt- 
licher Kurven C,*). 


ass Vel. Poincaré, Bull. de la Soc. Math. de France, t. XI (1881), und meine 
Abhandlung: Uber die Uniformisierung Riemannscher Flichen mit endlicher Anzahl 
Windungspunkte, Acta Soc. Sc. Fenn. T. XXXII, Nr. 7 (1905). 
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3. C, umschlieBt, wie jede geschlossene Kurve, auf F ein einfach 
zusammenhingendes Gebiet. Innerhalb dieses Gebietes liegt der Punkt o. 

Zu diesem einfach zusammenhingenden Gebiete sei u, die Greensche 
Funktion, die also lings C, verschwindet und innerhalb C, in allen 
Punkten mit Ausnahme eines kritischen Punktes harmonisch ist; in der 
Umgebung des kritischen Punktes ist u,+ logr, wo r den Abstand vom 
kritischen Punkte bedeutet, harmonisch. Als kritischen Punkt wihlen wir 
den Punkt 0. 

4. Das Potential 

UWan — % (u=1, 2,-+*) 

ist iiberall innerhalb C, reguliir und auf der Berandung positiv. Also ist 
fiir alle Stellen innerhalb C, und fiir alle positiven Werte von u 


Uy, — 4, > 0 
oder 


Wen > U,- 
U—u, 
ist fiir alle Punkte innerhalb C, regular oder logarithmisch singulir, 


wahrend es lings C, positiv ist. Folglich kénnen wir schlieBen, daB fiir 
alle Punkte innerhalb C, 


Das Potential 


U—u,>0 
oder 
U>u,. 

Nun umschlieBt aber C,,,, immer C,, und wir kénnen den SchluB 

ziehen, daB fiir alle Stellen innerhalb C, 
U > u, +u 
fiir alle Werte von u. 

5. Wahlen wir nunmehr auf F ein beliebiges Gebiet G, so kénnen 
wir immer v so groB wiahlen, daB G von C, umschlossen wird. Dann 
ist aber fiir alle Stellen dieses Gebietes G 

U>u,,,>%, 
fiir alle Werte von u. 

Falls aber ein positives harmonisches Potential u, fiir alle Werte 
n >m fiir jeden Punkt eines Gebietes mit wachsendem » wichst, und 
falls lim wu, fiir eimen einzigen inneren Punkt des Gebietes existiert, so 


a=@ 


lehrt das Harnacksche Prinzip*), daB u, fiir alle inneren Punkte des 
Gebietes konvergiert und da lim w, ein harmonisches Potential ist. 


n=@ 


Nach diesem Prinzip existiert also lim u 


ed 


. und ist fiir G ein har- 


*) Harnack, Logarithmisches Potential, Leipzig 1887, p. 167. 
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monisches Potential. Falls der Punkt o dem Gebiete G angehirt, ist 
dieser Punkt auszuschlieBen; daselbst hat lim u, einen kritischen Punkt. 


Die Punkte o’, 0”,--- dagegen spielen keine besondere Rolle. 

Allgemein la8t sich schlieBen, da8 

“= = Ue 

fiir alle Punkte von F' existiert und ein harmonisches Potential auf F 
darstellt. Der einzige singulire Punkt ist der Punkt o. 

Das hiermit vollstiindig definierte Potential wu ist ersichtlich fiir alle 
Stellen auf F positiv. Die Funktion 

e~* 

ist also iiberall auf F kleiner als 1. 

6. Nach dem Harnackschen Prinzip konvergiert die Reihe 


U = Uy + (ty — My) + (Ug — ty) + °-- 
gleichmaBig. Dasselbe gilt dann auch von den Reihen 


f-2+62-)+6 


Cx Cx Ox Cx 


ve 


Cx 
und 
Ge om 5 (8% _ 9m) . OH _ 99) 4... 
5-H tw +e -a 
Zu u und u, bilden wir die konjugierten Potentiale 


(x,y) 
ou Gu 
v= J (sp dy — ay a), 
Zo Yo) 
oy) aa 
u, du 
vy, ={ (3 dy —_ oy dz) . 
(Zo Yo) 


Aus dieser Definition und den obigen Formeln geht hervor, daB 


lim v, = v, 
ro 


und daB die Reihe fiir v 


v=, + (X, —0) + (O%—%) ++ 
gleichmaBig konvergiert. 
7. Nach diesen Vorbereitungen setzen wir 
-m 
und behaupten, daB die so gewonnene analytische Funktion (2) eindeutig 


und einwertig auf F ist wnd diese Fliche auf das Innere des Einheits- 
kreises abbildet. 


12° 
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Was zuerst die Eindeutigkeit betrifft, so ist zu zeigen, daB »(z) bei 
allen geschlossenen Umlaufen auf F' in sich iibergeht. Beim Durchlaufen 
einer derartigen Kurve kann v nur um Multipla von 22 sich verindern. 
Diese Verinderungen aber kénnen keinen neuen 4-Wert veranlassen. Also: 

n(2) ist eindeutig auf F. 

8. Um nachzuweisen, daB y(2) auch einwertig auf F ist, wird nétig 
sein, die Funktionen 

ny(2) = Crt %") 
mit in die Untersuchung hineinzuziehen. 

Weil u, gleichmiBig gegen u und v, gegen v gleichmifig konvergiert, 
so konvergiert y,(z) gleichmaBig gegen (2), d. h. 


lim 4, = 7. 
r=@ 


Angenommen nun, es nihme (2) in zwei verschiedenen Punkten von 
F denselben Wert a an. G sei ein Gebiet, welches diese beiden Punkte 
einschlieBt und iibrigens so gewahlt ist, daB (2) nirgends sonst innerhalb 
oder auf dessen Berandung S den Wert a aufweist. J sei so groB, dab 
fiir vy >1 das Gebiet G von C, umschlossen wird. 

Auf S ist also 

|n(z)—a| >m 

wo m eine positive Konstante ist. 

v, >! wihlen wir weiter so groB, dab fiir v > 


in,— | <m 
fiir alle Punkte von S. Wir schreiben so 


"ty — @ = (n,—0) + (a—@) = (Ga) | 1+ 
Nun ist auf S 


qy—7 
na 


‘ 
| 


Ny— 7 


Se 


x 5. 
woraus erhellt: 
1) »,(2) nimmt auf S nirgends den Wert a an. 
2) Wenn z einmal S in positiver Richtung durchliuft, so nimmt 


arg E + at 


n—a 
den Ausgangswert wieder an. 
Weil nun 


arg (1, —a) = arg (7—a) + arg [1 +™—"], 


so folgt, dab, wenn z die Kurve S beschreibt, der Zuwachs von arg (y,—4) 
gleich demjenigen von arg(y—a) ist; das aber besagt, daB (»,—a) 
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innerhalb S zweimal verschwindet, was in Riicksicht auf die Einwertigkeit 
der Funktion »,(z) unméglich ist. Also: 

y(2) ist auf F einwertig. 

9. Die Funktion y(z) bildet F auf ein einfach zusammenhingendes 
Gebiet H in der »-Ebene ab. Zufolge der Ungleichung 

er<l 

hat dieses Gebiet keine auBerhalb des Einheitskreises liegenden Punkte. 
Wir wollen zeigen, daB es gerade mit dem Einheitskreise zusammenfillt. 

Die Kurven C, auf F werden auf ebenfalls geschlossene Kurven y, 
innerhalb H abgebildet; die Kurve y, wird von y,,, umschlossen. 

Das Potential «, geht in ein ebenfalls harmonisches Potential iiber, 
das lings y, verschwindet und im Punkte 7 =O unstetig wird; nennen 
wir dieses Potential wiederum w,. Fiir alle Stellen von H ist 


lim u, = u = — log | y|, 


wo || ja der Abstand vom Nullpunkte ist. 
10. g, sei nunmehr der kleinste Wert von |y(2)| lings C,. Nach 
den obigen Angaben ist 
1 > Q, +1 - Q,- 


Ein mit dem Radius e, innerhalb H um den Nullpunkt geschlagener 
Kreis wird von y, beriihrt, wihrend die Kurven y,,,, (u=1, 2,---) diesen 
Kreis, ohne zu beriihren, vollstiindig umschlieBen. 

Die GréBen oe, haben eine obere Grenze 


lim 9, = @, 


die sicher nicht gréBer als 1 ist. Falls es ums nun gelingt zu zeigen, 
daB @ gerade gleich Eins ist, so ist damit auch bewiesen, daB H mit 
dem Einheitskreise zusammenfillt. DaB aber 9 = 1 ist, liBt sich folgen- 
dermaBen dartun. 

Sei «, einer der Beriihrungspunkte von 9, mit y,, z. B. derjenige mit 
dem kleinsten Argumentwert. Die Punkte «, bilden eine isolierte Menge, 
deren Hiufungsstellen auf der Peripherie des mit dem Radius g@ um den 
Mittelpunkt geschlagenen Kreises liegen. ine dieser Hiufungsstellen 
sei @; @,,@,,-+-- seien Punkte «, derart, dab 

lim a, = @. 

Der Punkt « kann innerhalb keiner Kurve y, liegen, denn in jeder 
Nahe von «@ liegen Punkte der Kurven y,, wahrend innerhalb y, keine 
Punkte der Kurven 


Vertu (u= 1, 2, Ms ‘) 
vorkommen. 
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11. Zum Punkte « adjungieren wir zwei beliebige auBerhalb des 
Einheitskreises liegende Punkte 6 und y. Die Dreiecksfunktion (elliptische 
Modulfunktion) 

99. 0-7 
s=s(0,0,0;2 = i=) 

definiert dann eine in a, B und y verzweigte regulire unendlichblattrige 
Riemannsche Fliiche ©. Aus der Funktionenschar 

as+b 

est+d 
wihlen wir diejenige Funktion s, aus, die die ganze Fliiche ® auf das 
schlichte Innere des Einheitskreises abbildet. Diese Funktion s, hat fiir alle 
Werte von 7 Werte, deren Moduln kleiner als Eins sind. Falls wir uns 
den Punkten @, 6 oder y niihern, so nahert sich |s,| dem Werte Eins. 

Das Potential*) 


@ = — log |s,| 


ist also fiir alle y-Werte positiv und hat, wenn wir den Nullpunkt von s, 
in den Punkt 7 = 0 von H verlegen, seinen kritischen Punkt in diesem 
Punkte. Also ist fiir alle Werte von v 


o> u, 


und somit auch 
a> u. 

12. Die Werte von @ in den Punkten a,, a,,--- streben ersichtlich 
dem Wert Null zu. Dasselbe gilt dann auch von denjenigen Werten, 
die « in diesen Punkten annimmt. Das besagt aber, daB die Werte 
von || in diesen Punkten gegen Eins zunehmen, was nicht méglich ist, 
falls nicht @ der Peripherie des Einheitskreises angehért. 

Hiermit ist also bewiesen, daB @ =1 ist. H deckt sich folglich mit 
dem Einheitskreise und unser Satz ist in seiner ganzen Ausdehnung bewiesen. 


Folgerungen. 


13. Mit Hilfe des oben bewiesenen Satzes ist es mir gelungen, einige 
allgemeine Rekursionssiitze aufzustellen. 

Es ist ja bekanntlich eine zentrale Aufgabe der Theorie der auto- 
morphen Funktionen zu zeigen, daB, falls wir eine endliche Anzahl be- 
lieviger Punkte a,, a,,---, a, in der z-Ebene markieren, denen wir beliebige 
ganze Zahlen gréfer als Eins k,,k,,---,k, (co eingeschlossen) zuordnen, 
eine derartige linear-polymorphe Funktion sich angeben laBt, daB sie die 
geeignet zerschnittene z-Ebene auf ein Grenzkreispolygon von der Signatur 


* Vergl. oor Trans. of the Amer. Math. Soc., vol. 1 Nr. 3, pp. 310—314 
(1900). 
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(0; m; ky, ky, +++, &,) abbildet. In meiner auf Seite 177 genannten Ab- 
handlung zeige ich gerade mit Anwendung des obigen Satzes: falls es 
miglich ist, die mit a,,a,,---, a, (wo 4, eine der Zahlen k,, k,,---, k,, und 
v <n ist) signierte Ebene auf ein Grenzkreispolygon von der Signatur 
(0; »; h,, k,, +++, %,) abzubilden, so ist auch die oben postulierte Abbildung 
ausfiihrbar. 

Ein zweites Fundamentalproblem der Theorie der automorphen Funk- 
tionen ist zu zeigen, da® auf jeder Riemannschen Fliche des Geschlechtes p 
eine unverzweigte polymorphe Funktion existiert, welche die kanonisch 
zerschnittene Fliche auf ein Grenzkreispolygon von der Signatur (p; 0) 
abbildet. Dieses Fundamentalproblem kann ich lésen, indem ich nimlich 
mit Hilfe meines Satzes zeige, daB, wenn diese Aufgabe fiir alle Flichen 
vom Geschlechte p lésbar ist, sie sich auch fiir alle Flaichen vom Ge- 
schlechte p +1 lésen JaBt. 

Drittens kann man eine Riemannsche Fliche vom Geschlechte p mit 
n beliebigen Punkten a,, a,,---, a, signieren und nach einer polymorphen 
Funktion fragen, welche die kanonisch zerschnittene Flache auf ein Grenz- 
kreispolygon von der Signatur (p; ; k,, k,,-+-+,%,) abbildet. Von diesem 
Fundamentalproblem li8t sich unmittelbar zeigen, daB es lésbar ist, falls 
die zweite Aufgabe erledigt ist. 

Die genaue Behandlung dieser Probleme wird in dem nachstehenden 
Aufsatze gegeben werden. 








Severin Jonansson. 


Beweis der Existenz linear-polymorpher Funktionen vom 
Grenzkreistypus auf Riemannschen Flachen. 


Von 


Severin Jonansson in Kotka (Finland). 


Das Problem. 


1. In der vorliegenden Abhandlung wird das folgende Problem gelést. 

Sind auf einer beliebig gegebenen Riemannschen Fiche des Geschlechtes p 
tiber der 2-Ebene n willkiirlich gewéihlte Stellen a,, a,,---, a, markiert, so 
verlangt man den Nachweis der Existenz und eindeutigen Bestimmtheit einer 
an diesen Stellen verzweigten, sonst aber auf der Fliiche unverzweigten, linear- 
polymorphen Funktion » = (2; (p, 3 ky, ky, +++, k,)), welche die kanonisch 
zerschnittene F'liche auf ein Polygon mit Grenzkreis und von der Signatur 
(p, 0; ky, hy, +++, k,) abbildet, unter den k, beliebige ganze Zahlen >1 
oder co verstanden.*) 

Diese Fragestellung ist von grundlegender Bedeutung innerhalb der 
Theorie der automorphen Funktionen. Sie wurde von Klein und Poin- 
caré, den beiden Schépfern der genannten Theorie, aufgestellt und be- 
zeichnet eines der Theoreme, welche Klein ,,Fundamentaltheoreme“ (der 
Theorie der automorphen Funktionen) benennt. Klein und Poincaré haben 
auch eine weitreichende Methode zur Lésung dieses Fundamentalproblems 
gegeben, die sogenannte ,méthode de continuité“**), Indessen selbst die 
eingehenden Entwicklungen von Poincaré, obwohl scharfsinnig und be- 
wundernswert, diirften lange nicht alle Schwierigkeiten der Methode 
iiberwinden. Neuerdings hat sich Herr Fricke***) mit dem Kontinuitiits- 
beweise eingehend beschiftigt und hat den Beweis von dem Standpunkte 
einer entwickelten Theorie der diskontinuierlichen Gruppen aus in Angriff 


genommen, ohne aber bis jetzt mehr als die einfachsten Spezialfalle er- 
ledigt zu haben. 


*) Dabei muB >" <2p+n—2 sein, damit der Grenzkreisfall iiberhaupt 

vorliegt. ™ 
**) Klein, Math. Ann. Bd. 21, p. 208ff. Poincaré, Acta mathem., Bd. 4, p. 233 ff. 
***) Gott. Nachr. 1903; Math. Ann. Bd. 59, pp. 449—513. 
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Weitaus kiirzer und schirfer kommt man zum Ziele mittels der so- 
genannten Methode der Liouvilleschen Differentialgleichung. Diese Methode, 
deren Grundgedanke wohl auf Schwarz zuriickgeht, ist von Picard und 
Poincaré ausgebildet worden.*) 

Im folgenden entwickle ich eine wesentlich neue Methode, indem ich 
nimlich durch ein rekurrentes Verfahren die Lésung des Problems erbringe. 
Dabei kniipfe ich an denjenigen Satz an, den ich in dem yorhergehenden 
Aufsatze bewiesen habe. **) 

2. Das zu lésende Problem ist mit den folgenden drei fiquivalent. 

Problem I Sind in der z-Ebene n willkiirlich gewiihlte Punkte 
(,, %,***, @, markiert, so fragt man nach der Evxistenz einer an diesen 
Stellen verzweigten, sonst aber in der Ebene unverzweigten, linear-polymorphen 
Funktion 4 = (2; 0, ; k,, hy, +++, k,)), welche die geeignet zerschnittene 
Ebene auf ein Grenzkreispolygon von der Signatur (0; n; ky, ky, +++, k,) ab- 
bildet, unter den k,, beliebige ganze Zahlen >1 oder co verstanden. Dabei 
muB pa (> — a) > 1 sein. 

Problem II. Ist eine beliebige Riemannsche Fliche vom Geschlechte 
p = 2 gegeben, so fragt man, ob es auf dieser Fliche eine unverzweigte linear- 
polymorphe Funktion » = (2; (p,)) gibt, die die kanonisch zerschnittene 
Fliiche auf ein Grenzkreispolygon von der Signatur (p, 0) abbildet. 

Problem IIL. Sind auf einer beliebig gegebenen Riemannschen Fiche 
mit p>1 irgend n>1 Punkte markiert, so fragen wir nach einer in 
diesen Punkten verzweigten, sonst aber auf der Fliiche unverzweigten linear- 
polymorphen Funktion » = (2; (p, 3 ky, ky, +++, k,)), welche die kanonisch 
zerschnittene Riemannsche Fiche auf ein Grenzkreispolygon von der Signatur 
(p, ns ky, ks, gee k,) abbildet. 

Die zugrunde liegende Riemannsche Fliche nennen wir allgemein 
w(p, n; ky, ky, +++, k,,), oder speziell beim ersten Problem (0, ; k,, ky,-++,k,) 
und beim zweiten g(p, 0). 


*) Picard, Journ. de Math. sér. 4, t. 9, p. 195ff, pp. 273—291, Compt. Rend. 
t. OXVI, p. 1075. Poincaré, Journ. de Math. sér. 5, t. 4, pp. 187—230. 

**) Diese Methode habe ich fir das erste der unten folgenden Probleme schon 
in meiner Dissertation: ,,Uber die Uniformisierang Riemannscher Flichen mit end- 
licher Anzahl von Windungspunkten“ (Acta Soc. Sc. Fenn. T, XXXII (1905)) entwickelt, 
die tibrigen Siitze habe ich im Sommer 1905 mehreren Mitgliedern der Géttinger 
Mathematischen Gesellschaft vorgetragen. Durch Herrn Geh. Rat Klein bin ich auf 
eine unterdessen erschienene einschligige Broschiire von Herrn Brodén (Lund 1905) 
aufmerksam gemacht worden. Diese Arbeit kommt aber fiir meine Siitze nicht in 
Betracht: sie gibt wesentlich nur die Resultate von Poincaré (Bull. Soc. Math. de 
France t. 11 (1883)) und die auch in meiner Dissertation bewiesene Tatsache, da8 das 
Poincarésche Verfahren zu einer Abbildung auf das ganze Innere des Einheitskreises 
fiihrt. Weitere Bemerkungen iiber diese Arbeit werde ich gelegentlich spiter machen. 





Severin JoHAnsson. 


I. Die Fliche O(p, n; ki, ka, eee Kn). 


3. Auf der Fliche o(p, n; k,,k,,---,k,) ist die gesuchte Funktion 
(2; (p, 0; ky, k,-+-,%,)) umendlich vieldeutig. Fiihren wir aber auf der 
Fliche eine kanonische Zerschneidung ein, die in bekannter Weise aus p 
Paaren von Riickkehrschnitten a,, b,; a, b,;---;a@,,b, und  Kinschnitten 
d,, d,,-+-,d, nach den Verzweigungsstellen a,,a,,---, a, besteht, so ist 
auf der so zerschnittenen Fliche die Funktion (2; (p, ; k,, ky, -- -, k,)) 
eindeutig. Der Inbegriff der Werte, welche 7 auf ihr annimmt, bildet einen 
Funktionszweig der vieldeutigen Funktion. 

Auf einer so zerschnittenen Fliche g’(p, ; k,,k,,---,k,) kann nun 
jeder Zweig der Funktion y ausgebreitet werden. Entsprechend den un- 
endlich vielen Zweigen, entstehen so unendlich viele genau kongruente 
Flichen g’. 

Ist die Funktion 7 gegeben, so sind in diesen unendlich vielen Flichen 
diejenigen Uferpunkte zusammenzuheften, wo 7 mit demselben Werte auf- 
tritt. Auf der so entspringenden unendlichblittrigen Fliche ist dann y 
eindeutig und einwertig. 

4. Die Frage ist nun, wie man jetzt, wo die Existenz von 7 gerade 
zu beweisen ist, diese unendlichblittrige Flaiche herstellen kann. Um diese 
Frage zu beantworten, ziehe ich irgend welches kanonische Grenzkreis- 
polygon von der Signatur (p, ”; k,, k,,---,k,) in Betracht. Zwischen den 
Seiten dieses Polygons und den offenen Kanten von g’(p, ; k,, ky,--+,k,) 
fiihre ich eine Zuordnung folgendermaBen ein. Ich biege das kanonische 
Polygon zusammen, so daf die aiquivalenten Randpunkte einander gegentiber 
zu liegen kommen; so entspringt eine mit einer kanonischen Zerschneidung 
ausgestattete Riemannsche Fliche vom Geschlechte p. Diese Fliche trigt 
also p Paare von Riickkehrschnitten a,, b,; a,,b,;---; @,,b, und » Ein- 
schnitte d,, d,,---, d,. Ist nun die kanonische Zerschneidung der Fliche 
p(p, n; ky, ky,-+-,k,) so gewahlt, daB die beiden Schnittsysteme, das der 
eben definierten Fliche und das von (p, ”; k,, kj,---,k,), in genau 
gleicher Ordnung bei positiver Umkreisung der zerschnittenen Flichen 
durchlaufen werden, so ordnen wir in der durch diese Umkreisung fixierten 
Ordnung die beiden Ufer der Schnitte a;, b; und d; der einen Fliiche den 
beiden Ufern der gleichgenannten Schnitte der anderen Fliiche zu. Dadurch 
gewinnen wir aber auch eine Korrespondenz zwischen den Stiicken der 
Berandung von g'(p, »; k,, ky, ---, k,) und den Seiten des kanonischen 
Polygons. 

Die Fliche g’(p, ; k,, k,, ---, k,,) denken wir uns also in unendlich 
vielen kongruenten Exemplaren vorhanden. Andererseits reproduzieren wir 
das kanonische Polygon durch die zugehérigen Gruppensubstitutionen. 
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Die beiden Mengen — die Menge der Flachenexemplare und die der 
Polygone — ordnen wir einander eineindeutig zu. In zwei zugeordneten 
Individuen ordnen wir wieder diejenigen Berandungsstiicke einander zu, 
die kongruent bez. aiquivalent mit zwei zusammengehérigen Berandungs- 
stiicken in der Ausgangsfliche und im Ausgangspolygone sind. 

Nunmehr fiigen wir die unendlich vielen Riemannschen Flichen 
Exemplar tiber Exemplar genau so zusammen wie die zugeordneten Poly- 
gone im Polygonnetze zusammengefiigt sind, so daB immer, wenn zwei 
Polygone mit zwei Seiten zusammenstoBen, die zugeordneten Filaichen mit 
den entsprechenden Berandungsstiicken zusammengeheftet werden. 

Es entspringt durch diesen ProzeB eine unendlichblattrige Riemann- 
sche Fliche ®(p, ; k,, k,,---,%,), die grade die gesuchte Fliche ist. 

5. Die Fliche O(p, n; k,, ky, ---, &,) ist ersichtlich einfach zusam- 
menhiingend. 

Sie ist weiter in bezug auf p(p, ”; k,, ky, ---, k,) als Grundgebilde 
oder ,,Blatt“ reguldr, indem nimlich jedes Flachenexemplar oder ,,Blatt“ 
genau so mit den iibrigen verzweigt und verschlungen ist wie jedes andere. 
6. Auf der hiermit definierten Flaiche ist die gesuchte Funktion 
(23 (p, 23 hy, ky, +++, h,)) eindeutig und einwertig. Jedes ,,Blatt“ trigt 
einen Zweig der gesuchten Funktion und wird durch dieselbe auf ein 
Grenzkreispolygon von der Signatur (p, ; k,,k,,-++,k,) abgebildet. Die 
ganze Fliche O(p, ; k,, k,,---, k,) wird somit durch die Funktion 
(23 (p, 23 ky, ky,---, %,)) auf das Innere des Hinheitskreises schlicht und 
liickenlos abgebildet. 


If. Ein grundlegender Satz. 

7. Von der Fliche O(p, »; k,, k,--+-, k,) gilt num aber auch um- 
gekehrt folgender grundlegender Satz: 

Falls es eine auf O(p, n; k,, ky,--+,k,) eindeutige und einwertige 
Funktion gibt, die die Fliiche auf das Innere des Finheitskreises schlicht 
und liickenlos abbildet, so ist diese Funktion eine Lisung des Fundamental- 
problems. 

8. Dieser Satz hingt mit dem folgenden zuerst zu beweisenden Satze 
eng zusammen: 

Zwei Funktionen »,(2) und 7,(2), die dieselbe einfach zusammenhiingende 
Riemannsche Fliiche F auf das Innere des Einheitskreises abbilden, gehen 
durch eine lineare Transformation, welche den Einheitskreis in sich ver- 
schiebt, auseinander hervor. 

Um den Beweis dieses Satzes zu erbringen, definieren wir eine dritte 
Funktion 4,(2) durch die Gleichung 


1s(@) = Sns(#), 
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wo wir die lineare Verschiebung S des EKinheitskreises in sich so wihlen, 
daB (2) gleichzeitig mit »,(z) verschwindet, und daB die beiden Funk- 
tionen in einem gegebenen Punkte denselben Argumentwert aufweisen. 
Die so festgelegte Funktion (2) ist nun auch eindeutig und ein- 
wertig auf F. Die Funktionen y,(¢) und »;(z) sind also eindeutige Funk- 


tionen voneinander, und der Quotient - ist somit eindeutig innerhalb des 


8 
Einheiskreises sowohl der 7,- als der 9,-Ebene; iiberdies bleibt der Quotient, 
da y, und 4, gleichzeitig verschwinden, daselbst stets endlich und von 
Null verschieden. 
Das harmonische Potential 


u = log | * 
1 “s | 


ist also innerhalb des Einheitskreises der 4,-Ebene eine eindeutige, end- 
liche und stetige Funktion der reellen Verinderlichen @, und @,, wo 
Ty = @, + tas. 


Betrachten wir nunmehr in der y,-Ebene einen mit dem Einheits- 
kreise konzentrischen Kreis, dessen Radius ry kleiner ist als Eins. Wenn 
yn, auf der Peripherie dieses Kreises verbleibt, so ist 


Im|<1 
und folglich 


u < log . 
Wenn aber ein harmonisches Potential fiir ein Gebiet eindeutig, end- 
lich und stetig ist, so erreicht das Potential sein Maximum auf der Be- 


randung des Gebietes. 
Also kann wu innerhalb des Kreises mit dem Radius ry nirgends Werte 


ae : 
annehmen , die log — tiberschreiten. 
Lassen wir r gegen Eins zunehmen, so ist 


lim log — 0, 
r=1 r 


und wir schlieBen, daf innerhalb des Einheitskreises der 4,-Ebene wu 
nirgends positiv wird. Es ist also in jedem Punkte von F 


| Ms 
. Sl. 


Genau ebenso folgt, daB 
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Wir haben also in jedem Punkte von F' notwendig 


In| =| "5 | 
und also 


" = me"! 
wo @ eine reelle Konstante ist. 
Nach der Voraussetzung aber haben 4, und y, in einem gewissen 
Punkte denselben Argumentwert; also ist 


*=0 
und 

13 = 1 
oder 

m = Sn, 


womit der Satz bewiesen ist*). 

9. Sei nunmehr 7(z) eine Funktion, die unsere Fliche 0(p, n; k,, k,,---,k,) 
auf das Innere des Einheitskreises abbildet; 7,,,,--- seien ihre Zweige, 
deren jeder also auf seinem Exemplare der Fliche o(p,; k,, ky,-+-, k,) 
ausgebreitet ist. Wir wollen beweisen, daB diese Zweige durch eine 
lineare Verschiebung des Einheitskreises in sich zusammenhingen. 

Unsere Fliche O(p,; k,,k,»---,k,) ist eine regulire Fliche. Wir 
kénnen also die Wertemenge der Funktion (2) insoweit beliebig auf der 
Fliche ausbreiten, ohne da (2) aufhért auf der Fliche eindeutig und 
einwertig zu sein, daB wir nach Willkiir ein ,,Blatt“ als Trager des Aus- 
gangszweiges ,(¢) waihlen kénnen. Denken wir uns zwei verschiedene 
derartige Ausbreitungen so vollzogen, daB ein und dasselbe ,,Blatt“ das 
eine Mal »;(z), das andere Mal »,(2) trigt. Dann gehen nach dem obigen 
Satze diese Zweige durch lineare Verschiebungen des Hinheitskreises in 
sich auseinander hervor. 

Die Zweige von 4(2) gehen also auseinander durch lineare Ver- 
schiebung des Einheitskreises in sich hervor. Diese Verschiebungen bilden 
eine Gruppe, die ersichtlich von der Signatur (p, ; k,,k,,---,k,) ist. 
Hiermit ist aber der auf der Seite 187 formulierte, grundlegende Satz 
bewiesen. 

10. Durch Vermittelung dieses Satzes tritt an Stelle des Funda- 
mentalproblems ein neues fquivalentes Problem uns entgegen. Dieses 
verlangt eine konforme Abbildung der Fiche (p, n; k,, ky, +++, k,) auf das 
schlichte und liickenlose Innere des Einheitskreises. 


*) Zu dem obigen Beweise vergl. Poincaré, Acta math. 4, pp. 231—232, und 
meine Abhandlung Uber die Uniformisierwng etc. Acta Soc. Sc. Fenn. T, XXXII, Nr. 7. 
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Ill. Die Rekursionssitze. 


11. An die Spitze dieser Abteilung stelle ich den Satz, den ich in 
der vorhergehenden Note*) ausgesprochen habe. Dieser Satz lautet: 

Falls auf einer gegebenen unendlichblittrigen einfach zusammenhiingen- 
den Riemannschen Fliche F ein eindeutiges positives Potential existiert, 
dessen kritische Punkte, falls sie in unendlicher Anzahl vorkommen, gegen 
keinen reguliren Punkt der Fliiche sich hiiufen, so lépt sich diese Fliche F 
immer auf das Innere des Einheitskreises abbilden. 

12. Mit Hilfe dieses Satzes und des in der vorigen Abteilung be- 
wiesenen grundlegenden Satzes kann ich, den drei mit dem Fundamental- 
probleme fiquivalenten Problemen (S. 185) entsprechend, drei Rekursions- 
sitze aufstellen. 

Der erste lautet: 

Satz 1 Falls es unter den Punkten a, (xn =1,2,---,) im ersten 
Probleme v <n solche gibt, a,,4,,---, a,, dap das Problem fiir die mit 
diesen Punkten signierte Ebene und die zugehirigen Zahlen k,,k,.,---, ky 
lisbar ist, so ist das Problem auch fiir die gegebene Ebene lisbar. 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach. Nach der Voraussetzung 
existiert nimlich 4 = 7 (e; (0, v3 hh +-; k,)). Diese Funktion ist aber 
auf unserer Fliche (0, »; k,, k,,---,k,) eindeutig und nimmt daselbst 
keine Werte an, deren Moduln gréBer sind als Eins; diejenigen Stellen 





der Fliche, wo 7 (2; (0, v5 hy, By +++, k; )) verschwindet, liegen iibereinander 


in der z-Ebene und hiufen sich folglich gegen keinen reguliren Punkt der 
Fliache. 


Das Potential . 
——— log n(e; (0, v: k,, k,, ie k, )) | 

ist folglich auf der Fliche ein eindeutiges positives Potential, dessen 
kritische Punkte, die ja mit den Nullstellen von 7 (2; (0, v5 hi, hays k, )) 
zusammenfallen, die Bedingung meines Satzes erfiillen. Also kénnen wir 
schlieBen, daB man die Flaiche (0, »; k,,k,,---,k,) auf das Innere des 
Einheitskreises abbilden kann. Das besagt aber nach unserem grund- 
legenden Satze, daB das erste Problem lésbar ist. Der Satz I ist folg- 
lich richtig. 

Satz Il. Falls das zweite Problem fiir alle Flichen vom Geschlechte p 
gelist ist, so léBt es sich auch fiir alle Flachen vom Geschlechte p + 1 lésen. 

Um den Beweis dieses Satzes zu erbringen, gehen wir aus von der- 
jenigen Normalform der Riemannschen Fiche, die dadurch charakterisiert 
ist, daB sie lauter einfache Windungspunkte triigt und daB diejenigen Win- 
dungspunkte, die dieselben Blatter verbinden, immer paarweise vorkommen; 


*) Seite 177—183 dieses Bandes. 
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die Verzweigungsschnitte verbinden diese Windungspunkte genau so wie 
auf einer gewodhnlichen Verzweigungsfliche der hyperelliptischen Funk- 
tionen.*) 

y(p+1, 0) sei die in diese Normalform gebrachte Riemannsche Fliche 
vom Geschlechte p+1, (p+ 41,0) die zugehérige unendlichblattrige 
Flache der unverzweigten polymorphen Funktion. 

Wenn wir auf m(p+1,0) ein Paar Verzweigungspunkte dadurch 
verschwinden lassen, daB wir die zu demselben Blatte gehérenden Ufer 
des zugehérigen Verzweigungsschnittes zusammenheften, so entsteht eine 
Fliche vom Geschlechte p, p(p, 0). 

Jede auf »(p, 0) unverzweigte Funktion ist nun ersichtlich auch auf 
gy(p+1, 0) unverzweigt. Auf p(p, 0) existiert aber nach unserer Voraus- 
setzung die unverzweigte polymorphe Funktion 7(2; (p, 0)). Diese Funk- 
tion ist folglich auch auf m(p+1,0) unverzweigt und somit eindeutig 
auf ®(p+1, 0). 

Das Potential 

U = — log |n(¢; (p, 9))| 
ist also ein positives eindeutiges Potential auf (p+1,0), und wir 
kénnen wieder genau so wie beim ersten Satze schlieBen, daB man die 
Fliche ®(p+1,0) auf das Innere des Einheitskreises abbilden kann. 
Hiermit ist aber auch der Satz II bewiesen. 


Satz Ill. Wenn das Problem II gelist ist, so léBt sich auch das 
Problem III lésen. 

Die Richtigkeit dieses Satzes erhellt unmittelbar. Denn die zur 
Fliche p(p, ”; k,, ky,+--, k,) gehérende unverzweigte polymorphe Funktion, 
die ja nach der Voraussetzung existiert, ist auch auf O(p, n; k,, k,,---,k,) 
eindeutig. Das Potential 


U = — log |n(#; (p, 9) | 
ist also ein eindeutiges positives Potential auf (p, n; k,, ky, ---, k,). 


Diese Fliche 1aBt sich folglich auf das Innere des Hinheitskreises abbilden. 
Der Satz III ist also bewiesen. 


IV. Die Lésung des Problems. 


13. Mit Hilfe der obigen Rekursionssiitze kénnen wir von einfachen 
Spezialfillen ausgehend die drei Probleme und somit das ganze Funda- 
mentalproblem lésen. 

*) Liroth, Math. Ann. Bd. 4, p. 181 (1871), Minch. Abh. Bd. 15, p. 329ff. 


(1885); Clebsch, Math. Ann. Bd. 6, p. 216 (1872); vergl. Stahl, Theorie der Abel- 
schen Funktionen (1896) p. 31 ff. 
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Problem I. Hier ist nun erstens zu beachten, daB dieses Problem 
fiir drei Windungspunkte eine Lisung hat, falls die zugehérigen Zahlen 
k,, k, und k, die Ungleichung 


were. 
kt E+E<! 
befriedigen; diese Lisung ist die Dreiecksfunktion 


1 1 1 Z— — 
n(23 0, 3; k,, ky, ks)) =S§ (E> ky’ I? =. 2 =) . 


a, — a, 
Also kénnen wir mit Hilfe des ersten Rekursionssatzes schlieBen, daB das 


erste Problem jedenfalls dann zu lésen ist, wenn unter den Zahlen k, drei 


k,, k,, wnd k, vorkommen, die der Ungleichung 


1 1 1 
ki; + ki, + ki, < 1 


geniigen. 

Um aber ganz allgemein das erste Problem zu erledigen, kniipfen 
wir an die Untersuchungen von Herrn Fricke an. In Math. Ann. Bd. 59, 
p. 497ff. hat Herr Fricke nimlich mit der Kontinuitiitsmethode die 
Lésung fiir vier Windungspunkte sichergestellt, auBer natiirlich im Falle 
k, =k, =k, =k,=2, welcher ja gar nicht zum Grenzkreistypus gehdrt. 
Mit Hilfe von Satz I ist nun daraus zu schlieSen, daB das Problem I fir 
beliebig viele Windungspunkte eine Lésung hat, falls nur nicht alle Zahlen 
k,(x=1,2,---,m) gleich 2 sind. 

Um aber auch diesen Fall zu beherrschen, miissen wir die Liésung 
fiir den Fall k, =k, =k, =k, =k, = 2 zuerst bringen. Nun hat wieder 
Herr Fricke in Math. Ann. Bd. 59 gezeigt, daB auf jedem elliptischen 
Gebilde eine in einem Punkte verzweigte polymorphe Funktion unserer 
Art, 4(2; (1, 1,4), vorkommt. Wir denken uns folglich ein zweibliittriges 
elliptisches Gebilde, dessen vier einfache Windungspunkte mit den Win- 
dungspunkten a,, a,, a, und a, der Fliche (0, 5; 2, 2, 2, 2,2) zusammen- 
fallen, und markieren den Punkt a, der z-Ebene in dem einen Blatte des 
Gebildes. Auf dem elliptischen Gebilde existiert alsdann die Funktion 
n(2; (1,1; 2)), deren Windungspunkt auf der Fliche im Punkte a, liegt. 
Diese Funktion ist aber auf der Fliche (0,5; 2,2,2,2,2) eindeutig. 
Das Potential 

U = — log |n(2; (1, 1; 2))| 
ist folglich ein eindeutiges, positives Potential auf derselben Fliche, woraus 
wiederum in schon bekannter Weise zu schliefen ist, daB das Problem I 
fiir die Signatur (0, 5; 2, 2,2, 2,2) eine Lésung hat. 

Dann hat aber auch fiir den Fall, daB alle k,(x=1,2,---,m) gleich 2 
sind, das Problem I eine Lésung. Das Problem I ist also vollstiindig gelést. 





Fundamentaltheorem der automorphen Funktionen mit Grenzkreis. 193 


Problem II. Bei diesem Probleme stehen wir schlieBlich vor der 
Aufgabe, das Problem fiir die Signatur (2,0) zu erledigen. Denn mit 
Hilfe des Satzes Il kann man daraus auf die Lésung fiir die Signatur 
(p, 0) schlieBen. 

Nun sind aber alle Flichen vom Geschlechte 2 hyperelliptisch. Durch 
birationale Transformation erteilen wir also unserer Grundfliche (2, 0) 
die Gestalt einer gewéhnlichen zweiblittrigen Fliche mit sechs Windungs- 
punkten @,, dy, @3, @, @, und a,. Nach dem Vorausgehenden existiert 
nun die Funktion »(2; (0,6; 2,2,2,2,2,2)) mit Windungspunkten in 
@,, Gy, Ay, %, @, und a,. Diese Funktion ist aber auf der Fliche (2, 0) 
eindeutig, und wir kénnen wieder in bekannter Weise schlieBen, daB die 
Funktion 4(2; (2, 0)) existiert. 

Hiermit ist also das Problem II in seiner ganzen Ausdehnung gelést. 

Problem Ill. Die Méglichkeit der Lésung dieses Problems folgt 
nunmehr unmittelbar aus dem Satze III. 


Kotka, im Januar 1906. 
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Sulla totalita delle curve algebriche tracciate sopra una 
superficie algebrica*). 


Di 


Francesco Sreveri a Padova. 


Nelle ricerche sia di Geometria che d’Analisi, s’incontra oggi molto 
spesso, per categorie svariatissime di enti, la questione della base, che pud 
formularsi in generale cosi: 

Dato un insieme di elementi qualunque, fissare, se @ possibile, alcuni 
tra essi, in guisa che ogni altro elemento dell’ insieme risulti legato agli 
elementi fissati, mediante operazioni ben definite. 

La questione della base @ fondamentale nella teoria dei campi di 
razionalita, e si presenta inoltre nelle ricerche di Dedekind e Weber 
sulle funzioni razionali appartenenti ad una data curva algebrica; nelle 
ricerche di Hilbert sui moduli di forme algebriche; nelle ricerche di 
Hurwitz sulle corrispondenze tra i punti di una curva algebrica; nello 
studio degli integrali abeliani e degl’ integrali di Picard; ecc, ecc. 

In questo lavoro io stabilisco l’esistenza della base per l’insieme delle 
curve (algebriche) tracciate sopra una superficie algebrica F, provando 
che, se pid curve della superficie diconsi algebricamente legate quando una 
combinazione lineare (a coefficienti interi e positivi) di aleune di esse, 
sta in un medesimo sistema algebrico irriducibile, con una combinazione 
analoga delle rimanenti, si pud determinare un intero positivo 9, tale che, 
fissate comunque sulla superficie F @ curve algebricamente distinte, ogni altra 
curva della F risulti algebricamente legata ad esse (Teor. VI). 

Il numero eg dicesi il nwmero-base della superficie; e l'insieme delle 
@ curve algebricamente distinte si dice una base per la totalita delle curve 
algebriche tracciate su F. 


*) Un riassunto dei principali risultati di questa Memoria trovasi nei «Comptes 
rendus» del 6 febbraio 1905. 
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Dard un cenno della via seguita per giungere a questo risultato. 

Fissato sopra F' un gruppo di curve algebriche C,, C,,---, C,, di 
ordini m,,---, m,, definisco come matrice discriminante del gruppo la 
tabella: 





| My My °° My, | 
| Max Ngo ° “My | 
| aia 
| "a Mer My 
| M, Mg-++ Mm, | 


ove ,, @ il grado virtuale della curva C,, ed m,, @ il numero dei punti 
comuni alle curve C,, C,. 

Dimostro poi, in modo puramente geometrico, che l’annullarsi della 
suddetta matrice (cioé l’annullarsi di tutti i suoi determinanti d’ordine 1), 
da la condizione necessaria e sufficiente affinché le / curve siano algebri- 
camente legate (Teoremi I e II); e ne deduco che le curve logaritmiche 
di un integrale semplice di 3° specie, appartenente ad F’, son sempre al- 
gebricamente legate. 

Di quest’ ultima proposizione @ vera anche la reciproca; sicché la 
condizione necessaria e sufficiente affinché pid curve siano legate algebri- 
camente, si pud esprimere sotto forma trascendente mediante |’esistenza 
di un integrale semplice di 3* specie, che possegga singolarita logarit- 
miche soltanto lungo quelle curve (Teor. III). 

Profittando allora di un teorema fondamentale del sig. Picard, sugli 
integrali di 3* specie appartenenti ad una superficie algebrica*), mediante 
il criterio trascendente sopra riferito, giungo a risolvere la questione 
della base. 

Accanto a questi risultati se ne presentano altri; ma per non dilun- 
garmi di soverchio, riferird soltanto i pid notevoli. 

Nel § 5, tenendo conto del fatto che una superficie regolare @ carat- 
terizzata dalla mancanza di sistemi algebrici completi, non lineari; nonché 
dalla mancanza diintegrali di Picard della 2* specie**), deduco dal 
teor. III, che la condizione necessaria e sufficiente affinché glintegrali di 
Picard appartenenti ad una superficie algebrica, riducansi a combinazioni 
algebrico-logaritmiche, é che la superficie sia regolare, cioé che il suo ordine 
di connessione lineare p, sia uguale ad 1 (Teor. V). 

Resta cosi risoluta negativamente l’importante questione, pid volte 


*) Cfr. ad es. Picard et Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux 
variables indépendantes (Paris, Gauthier-Villars, 1904); t. II, fascicolo 2°, pag. 241. 
**) Per le citazioni relative a questi teoremi, rimando al § 5. 
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posta dal sig. Picard*), di sapere cioé@ se esistano superficie col p, = 1 
i cui integrali semplici non si riducano tutti a combinazioni algebrico- 
logaritmiche. 

Il teor. V rende inoltre pid stretta l’analogia che, da vari punti di 
vista, sussiste tra le curve razionali e le superficie regolari. 

Infatti anche gl’integrali abeliani appartenenti ad una curva razionale, 
riduconsi tutti quanti a combinazioni algebrico-logaritmiche. 

Nel § 7 studio leffetto di una trasformazione birazionale sulla base 
e sul numero-base, e stabilisco, in particolare, che i] mwmero-base é un in- 
variante relativo, cioe che rimane immutato per quelle trasformazioni bi- 
razionali della superficie, che non introducono curve eccezionali di 
1* specie.**) 

Per una trasformazione birazionale qualunque, il numero-base varia 
come il numero dalle curve eccezionali di 1* specie. 

Nello stesso paragrafo si vedra inoltre come la considerazione della 
base dia luogo ad un altro invariante (assoluto). 

Alla fine della Memoria (§ 8) deduco dall’ esistenza della base il teo- 
rema di Bézout sopra una superficie algebrica qualunque, calcolando il nu- 
mero dei punti comuni a due curve qualsiansi C, D della superficie, in 
funzione dei numeri delle intersezioni di C, D colle curve della base. 

In particolare, nel caso del piano, prendendo come base una retta, si 
ha lordinario teorema di Bézout. 

Quando le due curve (©, D coincidono, la formola che esprime il 
teorema di Bézout sopra una superficie qualunque, da il grado virtuale di C; 
e dalla conoscenza del grado si deduce poi anche Iespressione del 
genere virtuale, in funzione dei numeri delle intersezioni di C colle curve 
della base. 

L’esistenza della base si conosceva, oltreché sul piano (e in con- 
seguenza sulle superficie razionali), sulle superficie generali nel loro ordine, 
ove come base si pud assumere una sezione piana***); sulla superficie di 
Kummer, ove si pud pure assumere come base una sezione pianay); 
sulle superficie che rappresentano le coppie di punti di una o di due 


*) Ved. ad es. il rapporto dal titolo, Sur la théorie des surfaces algébriques, 
riprodotto nei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (t. IX, 1895, pag. 164); 
nonché il Cap. IX (n° 10, pag. 244) della Théorie des fonctions algébriques, t. IL. 

**) A proposito della distinzione delle curve eccezionali in due specie, ved. il 
§ 3 della Memoria di Castelnuovo-Enriques, Sopra aleune questiont fondamentali 
nella teoria delle superficie algebriche (Annali di Matematica, (3), VI, 1901). 

**) Néther, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Rawmkurven (Ab- 
handlungen der Berliner Akad., 1882; §$ 11, 12.) 

+) Humbert, Théorie générale des surfaces hyperelliptiques (Journal de Math. 

1893; pag. 72). 
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curve algebriche*) (ed in particolare sulle rigate e sulle superficie 
iperellitiche); e sulle superficie i cui integrali semplici riduconsi a com- 
binazioni algebrico-logaritmicbe. **) 

Il campo delle questioni che si connettono all’ esistenza della base, 
@ ben lungi dall’ essere esaurito dal presente lavoro! Accennero p. e. alla 
questione della base minima, che si affaccia in primo posto, quando si 
vogliano proseguire le indagini in questo campo. Intendo che sopra una 
superficie F’, il cui numero-base sia g, un gruppo di 9, > @ curve, costi- 
tuisca una base minima, quando nel legame algebrico che passa tra le 
0, curve ed una curva qualunque C di F, sia uguale all’ unita il coeffi- 
ciente della C; senza peraltro che si verifichi la stessa proprieta per meno 
di 9, curve. 

Sul piano e sopra una superficie generale del proprio ordine, una 
base minima @ costituita da una sezione piana; mentre sopra la super- 
ficie di Kummer K una sezione piana non costituisce una base minima, 
perché @ soltanto il doppio di una curva di K, che equivale ad un multiplo 
di una sezione piana. Perd unendo ad una sezione piana le coniche di 
K, si ottiene ivi una base minima.***) 

La base minima si conosce pure sulle superficie che rappresentano 
le coppie di punti di una o di due curve.+) 

Alcuni esempi (come quello sopra addotto della superficie di Kummer) 
mostrano come per ottenere una base minima, occorre talora aumentare 
il numero delle curve che costituiscono la base. 


$ 1. 
Definizioni e notazioni. 


1. Siano C,, C, due curve algebriche, tracciate sopra una superficie 
algebrica (irriducibile) F. Diremo che le due curve sono algebricamente 
equivalenti, quando esiste su F’ un sistema algebrico di curve, che le 
contiene entrambe totalmente. Parlando di un sistema algebrico, sottin- 
tendiamo sempre, salvo avviso coutrario, ch’ esso sia ,,jrriducibile“, cioe 
che riguardando le sue curve come elementi, si abbia come immagine una 
varieta algebrica irriducibile- 

Per denotare l’equivalenza algebrica tra le curve C,, C,, scriveremo 
C,. 

Se il sistema algebrico che contiene C,, C, @ lineare, cioe se esso @ 


*) Severi, Sulle corrispondenze tra i punti di wna curva algebrica e sopra certe 
classi di superficie (Memorie della R. Acc. di Torino, t. 64, 1903); n' 16, 21. 
**) Picard et Simart, loc. cit., Cap. IX, n° 12. 
**) Humbert, loc. cit. 
+) Severi, loc. cit. n‘ 17, 22. 
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costituito dalle curve di livello costante di una funzione razionale dell’ 
ente F, le curve C,, C, si diranno linearmente equivalenti, e si scrivera 
C,=C,. Riserveremo il segno = per esprimere la coincidenza di due 
curve. 

Un sistema algebrico contenente una data curva C, s’indichera con 
{C}; mentre s’indichera con |C| il sistema lineare individuato dalla 
curva C. 

Siano C,, C,,---, C, pid curve tracciate sulla superficie F, e sup- 
poniamo che sussista tra esse una relazione del tipo: 


(1) Ay Oy dg Oy + FAC, SS tyr Crys te + mG, 
ove le 4, w son numeri interi positivi, non tutti nulli. Si dira allora che 
le 1 curve date son legate algebricamente. 

Spesso il legame algebrico (1) verra scritto sotto la forma simbolica: 


(2) A Gy te FAG + Ay Cy t+ +4650, 
ove: 

Ag = — Mega 9 = 
I numeri interi 4,,---, 4, si chiameranno coefficienti del legame, e quando 
occorrera tenerne presenti i valori, si dira che le C,, ---, C, son legate se- 
condo i numeri A,, +--+, 4. 

Se poi tra le C,,---, C, non sussiste alcuna relazione del tipo (2), 
per valori non tutti nulli delle 4, si dira che le 7 curve sono algebrica- 
mente distinte. 

In particolare parleremo di curve linearmente legate, quando sia pos- 
sibile una relazione del tipo: 

(3) 4,0, +---+4,0,=0, 
per valori non tutti nulli dei numeri interi, positivi o negativi, 4. E nel 
caso contrario parleremo di curve linearmente distinte.*) 

Indicheremo col simbolo (C,C,) il gruppo dei punti comuni alle curve 
C,, C,, e con [C,, C,] il numero dei punti di questo gruppo. 

Se sopra la curva C, esiste la serie caratteristica, il che, com’ @ noto, 
avviene allora e soltanto allora che la C, appartiene ad un sistema con- 
tinuo almeno co'**), con (C,C,) si denotera un gruppo caratteristico, e 


*) Ho qui adottato le locuzioni ,,legate linearmente“ o ,,linearmente distinte“, 
perché le locuzioni ,,linearmente dipendenti o indipendenti* (che ho usate nella 
mia nota dei Comptes rendus), si sogliono riferire, in un senso diverso da quello del 
testo, a curve di uno stesso sistema lineare. 

**) Ved. le mie Note, Osservazioni sui sistemi continui di curve appartenenti ad 
una superficie algebrica (Atti della R. Acc. di Torino, t. 39, 1904); Intorno alla co- 
struzione dei sistemt completi non lineart che appartengono ad una superficie irregolare 
(Rend. del Circolo Mat. di Palermo, 1905). 
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con [C,C,] il numero dei punti di tale gruppo, cioé il grado di C,. Ma 
lo stesso simbolo [C,C,] verra usato in ogni caso per indicare il grado 
virtuale della curva C,, anche quando su questa non esista la serie carat- 
teristica. 

Consideriamo ancora sulla F le curve C,, C,,---, C,, di ordini 
m,, My, °° +, M, @ poniamo per brevita: 


Ny = m; = [C,C,]. (i,k=—1,---,D 


Per matrice discriminante dell’ insieme delle / curve date, s’intendera 
la matrice: 


| My, Mg °° My 


| Mg, Mag + Mo, 
(4) ies Fr 


| My Mgrs My 


| 
| 
MH, My M, | 


costituita da / verticali e da 1+ 1 orizzontali.*) 
Il determinante |»,,| formato dalle prime / orizzontali, si chiamera 
semplicemente determinante dell’ wnsieme delle curve date. 


§ 2. 
Criterio aritmetico per riconoscere quand’ 8 che due curve dello 


stesso ordine, tracciate sopra una superficie algebrica, son legate 
algebricamente. 


2. Se tra due curve algebriche A, B, dello stesso ordine m, tracciate 
sulla superficie F, sussiste il legame algebrico: 
4A+uB=0, 
sara: 
Am + um =0, 
e quindi risultera: 
w=—A, 
cioe il legame algebrico si ridurra alla forma: 
4A=AB, 
ove A @ un intero positivo. 
Da cid segue che le A, B hanno lo stesso grado virtuale n, lo stesso 
genere virtuale x, e che segano nello stesso numero di punti una mede- 
*) La matrice discriminante definita nella mia Nota citata dei Comptes rendus, 
contiene una orizzontale di pit, formata coi numeri virtuali delle intersezioni delle 


date curve, con una curva canonica della superficie. — Si vedra dal seguito come la 
considerazione di quest’ orizzontale sia superflua. 
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sima curva della superficie. In particolare si deduce che il loro grado n 
@ uguale al numero [4B] delle loro intersezioni. 

Dimostriamo ora, viceversa, il 

Teorema I. Avendosi sulla superficie F due curve algebriche dello 
stesso ordine A, B, soddisfacenti alle condizioni aritmetiche: 


[AA] =[BB] = [AB] =xn>0, 
esse hanno lo stesso genere virtuale, e inoltre esiste un numero intero posi- 
tivo 4, tale che: 


14 = 28. 
Indicheremo con: 


a, B i generi virtuali delle A, B, e supporremo ad es. B >a; |C| il 
sistema delle sezioni piane o iperpiane di F’; | Z| il sistema canonico di 
F, non spogliato dalle eventuali componenti fisse eccezionali. 

Si pud sempre scegliere un multiplo || cosi elevato del sistema 
|C|, che siano soddisfatte le condizioni seguenti: 

a) Le curve E abbiano l’ordine maggiore delle L, sicché ogni sistema 
avente lo stesso ordine di | Z| sia non speciale. 

b) La dimensione virtuale: 

ie + Pa + 1, 
del sistema | Z|, di grado v e genere g, tracciato sulla superficie F' di 
genere aritmetico p,, sia maggiore di zero. 

Il grado e il genere della curva virtuale E + A — B*), saranno ri- 
spettivamente uguali a: 

% e@ta—B; 
sicché la dimensione virtuale di | E+ A— B| sara espressa da: 
v—e+p,+1+6 —«. 

Poiché la curva E + A — B, in forza dell’ ipotesi a) @ non speciale, 
e d’altronde la dimensione virtuale di |Z + A— B\|, in forza dell’ ipo- 
tesi b), @ maggiore di zero, esisteranno certamente curve effettive 

E+ A— B**) 
ed avranno lo stesso ordine delle E. Posto: 
|E,|—|E+4—B, 
si vede similmente che la dimensione virtuale di |, + A — B| é es- 
pressa da: 





*) Ved. la mia Nota, Sulle curve algebriche virtuali appartenenti ad wna super- 
ficie algebrica (Rend. del R. Istituto lombardo, (2), t. 38, 1905). 

**) Cfr. Severi, Sul teorema di Riemann-Roch e sulle serie continue di curve 
appartenenti ad una superficie algebrica (Atti della R. Acc. di Torino, t. 40, 1905); e 
Sulle curve algebriche virtuali . . . 
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y—o+t+p,+1+2(6—a); 


e siccome la curva EF, + A — B @ non speciale, esistera anche il sistema: 
| E,|=|£,+A—B| =|E+2(A—B)|. 
Cosi proseguendo si vede che esistera pure il sistema: 
|Z,|=|E+t(A—B), 
ove ¢ @ un intero positivo, comunque grande. 


Anzi le E, avranno lo stesso ordine delle E, e inoltre la dimensione 

virtuale di | E,| sara espressa da: 

y—et+p,t1+t(b—a); 
dal che segue che, se fosse 8 >a, col crescere di ¢ la dimensione vir- 
tuale di | E,|, e quindi la sua dimensione effettiva, si potrebbero render 
maggiori di un numero prefissato, comunque grande. 

Ma cid é assurdo, perché sulla F' le curve dello stesso ordine delle E, 
si distribuiscono in un numero finito di sistemi algebrici, e quindi, 
qualunque sia ¢, la dimensione di |E£,| non pud superare la dimensione 
del pid ampio dei sistemi suddetti. ) 

Si conclude che B = «. 

Riprendiamo adesso in esame Ja successione indefinita di sistemi lineari 


(5) |E|, |£,|, |Ey|, +--+, |E,|,-->. 


Poiché tutti questi sistemi lineari debbono esser contenuti totalmente 
in un numero finito di sistemi algebrici, due casi posson presentarsi: 

1°) Nella successione (5) si trova soltanto un numero finito di 
sistemi lineari tra loro distinti. 

2°) Esiste qualche sistema algebrico completo, non lineare, contenente 
totalmente infiniti sistemi lineari distinti della (5). 

Nel 1° caso l’operazione + A — B é periodica, a partire da un certo 
termine della (5) (che potrebbe essere anche il primo); e quindi risulta: 


4A =AB, 

ove 4 @ il periodo dell’ operazione + A — B. 

Nel 2° caso, indichiamo con 2 un sistema algebrico contenente 
gl’infiniti sistemi lineari distinti: 

|E,.|, | E,.|, | E,, 7 (74¥< 1% <Ig< ee *). 
Il grado ed il genere della curva virtuale: 
E,+4A—D, 

ove 2 @ la differenza r,—r, tra i termini 7,, 7, della successione: 


(6) "1 Tey Ns, °° 
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e D una generica curva di 2, sono rispettivamente uguali a: 
An, n(;) +Aa(a—1) +1; 

e quindi la dimensione virtuale di 


(7) |E,,+4A—D\, 


é espressa da: 
(8) n(“$")—a@—-1) +2. 


Ora, poiche n> 0, scegliendo r, abbastanza innanzi nella succes- 
sione (6), la dimensione virtuale (8) risultera maggior di zero, e inoltre 
la curva virtuale EZ, + 4A — D sara non speciale. Per quel valore di r, 
(e pei successivi) esistera dunque il sistema (7), qualunque sia la curva 
Dd &. 

Al variare continuo della D entro 2, il sistema (7) varia con con- 
tinuita descrivendo un sistema algebrico 2’. 

Riguardando come elementi di X’ i sistemi (7), e come elementi di 
= i sistemi lineari |D|, dalla costruzione di =’ si rileva che le due 
varieta algebriche 2, =’ son riferite birazionalmente; e poiché la 2 é 
irriducibile, si conclude che X’ é irriducibile come varieta degli elementi (7), 
e, per conseguenza, anche come varieta delle curve EL, + 4A — D. 

Quando D viene a coincidere con una E, o con una E,, il sistema 
(7) vien rispettivamente a coincidere con: 


|Z, +4A—E, | =|4A|, |(E+r,A—1r,B)+1A—(E+1r,A—r,B)|=| 1B); 
dunque le curve 1A, AB appartengono al medesimo sistema &’; cioe: 
AA=AB, oad. 


Osservazione 1*. — L’ipotesi che le due curve A, B abbiano lo 
stesso ordine, si pud anche abbandonare, senza che il teor. I cessi di valere. 

Bastera ripetere la dimostrazione sostituendo al sistema |E|, di cui 
sopra, il sistema: 


r,? 


‘K(A+B)), 
ove k @ un intero positivo, abbastanza grande. 
Osservazione 2*.— Nel caso in cui le due curve A, B dello stesso 
ordine, soddisfino alle condizioni aritmetiche: 


[AA] = [BB] = [AB] =0, 
aggiungendo alle A, B una sezione piana C, e ponendo A, = C+ A, 
B, = C + B, avremo: 


[ A, A,] teats [B, B,] a [A, B,) > 0; 
AA, =AB,, 


onde risultera: 





Curve algebriche sopra una superficie algebrica. 
cioe: 
(9) 4C+A4A=AC+ AB. 
Ma da cid non si pud in ogni caso dedurre: 
1A=AB, 
perché non sempre togliendo una curva da un sistema algebrico irriducibile, 
si ottiene come resto un sistema algebrico irriducibile. 

E anzi facile costruire esempi di curve A, B, per le quali non @ 
soddisfatta nessuna relazione 4A = AB, per quanto lo siano le condizioni 
[AA] = [BB] = [AB] = 0*). 

Perd quel che si pud senz’ alcun dubbio rilevare dalla relazione (9), 
@ che le A, B segano nello stesso numero di punti non soltanto wna sezione 
piana della superficie F, ma anche un’ altra curva qualunque di F. 

Invero, se D @ un’ altra curva di F’, si ha: 

A[CD] + aA[ AD] = a[CD] + a[BD], 
donde, essendo 4 > 0, si trae: 
[AD] = (BD). 

Se dunque D @ una curva di grado virtuale >0, oppure una curva di 
grado 0, che incontri ciascuna delle A, B almeno in un punto, ponendo: 
A,=D+A, B=D+B, 

[A, A,] = [B, B,] = [A,B] > 0, 

e quindi risultera pure: 
uD+uA=uDd + uB, 


ove w @ un intero positivo conveniente. 


avremo: 


§ 3. 
Criterio aritmetico per riconoscere quand’ é che pit curve d’una 
superficie son legate algebricamente. 


3. Dal teorema dimostrato nel § precedente, si deduce il seguente: 

Teorema II. La condizione necessaria e sufficiente affinché 1 curve 
algebriche C,, C,, +--+, C, tracciate sopra una superficie F, siano legate 
algebricamente, é che sia nulla la matrice discriminante dell’ aggruppamento 
(¢, C, ++: C)). 


*) Si consideri ad es. la superficie F' che rappresenta le coppie (non ordinate) 
dei punti di una curva irrazionale [; e s‘indichi con Z il sistema algebrico, d’indice 2 
e grado 1, immagine dei punti dif. Si trasformi quindi birazionalmente la F, in 
modo da mutare il punto # di F in una curva eccezionale HE’, e si assumano come 
curve A, B le trasformate (astrazion fatta da EH’) delle curve di Z che escono da E. 
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Detti m,, m,,---,m, gli ordini delle C,, C,,---, C,, e posto: 
n= [0,¢,] (i, k=1,---, l), 


dimostriamo anzitutto che la condizione enunciata @ necessaria; cioe che 
se si ha tra le C un legame algebrico: 


(10) 4,0, +4,0,+---+4,0,=0, 


ove le 4 sono interi, positivi o negativi, non tutti nulli, si annullano in 
conseguenza tutti i determinanti d’ordine J, estratti dalla matrice: 
My "7a | 
est "oe My, | 
(11) re ees © 
hy "os My | 
| m, “+5 my | 
Invero, indicando con D una curva algebrica della F, dalla (10) 
si trae: 
4,[C,D] + 4,[C,D] +--+ + 4[6,D] = 0. 
Facendo coincidere successivamente la D con una curva dei sistemi 
lineari |C,|, |C,|,---, |C,|, e com uma sezione piana o iperpiana di F, 
avremo quindi le relazioni: 


Ay My + Ag My +--- +4, m,,=0, 


Ay May + Ag Mog + +> + A, mg, = 9, 


(12) 
Ay My + dy Me +--+ + 4, n, =O, 
A, m, + Ay my, +--+ +A,m, =0. 

Poiché queste son soddisfatte per valori non tutti nulli delle 4, 
dovranno esser nulli tutti i determinanti d’ordine / estratti dalla (11); 
come volevasi provare. 

Osservazione. — Se la curva C,, ad es., non appartiene ad un sistema 
lineare (né ad un sistema algebrico) infinito, si perviene lo stesso alla 
relazione: 

(13) AM, + Agms +--+ + 4n,,= 0, 

aggiungendo alla C, una curva E, non coincidente con alcuna delle C, 
e tale che il sistema |C,+ E| risulti infinito e irriducibile. Si ottengono 
allora le relazioni: 


ALG, + £, C;] + 4,[C, + E, Cy} ose} 4,[C, +E, C, = 0, 
4,(£C,] + 4,[EC,] +---+4[EC] = 0, 
le quali, sottratte membro a membro, danno la (13). 
Dimostriamo ora che la condizione enunciata @ sufficiente. 
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Supponiamo pertanto che la matrice (11) sia nulla. Poiché gli 
elementi della matrice son numeri interi, si potranno determinare gl’ interi, 
non tutti nulli, 4,, 4,---, 4,, tali che risultino soddisfatte le relazioni (12). 
Queste 2 nom potranno esser tutte dello stesso segno, perché gli ordini 
M,, M,,***, Mm, che entrano come coefficienti delle 4 nell’ ultima relazione 
(12), son tutti maggiori di zero. 


Ammettiamo, ad es., che siano positive le 4,, 4,,---, 4, e negative le 
altre. Posto allora: 


Meat = — Aig = a Ay 
consideriamo le due curve: 


A=AQ4+---+40, B= wi: O4.+-->+ 4,0, 


Il grado della prima @ espresso da: 
[AA] = > damn (,k=—1,---,2); 
i,k 
e il grado della seconda da: 


[BB] = Summ, (4k=t+1,--D; 
i,k 


ed il numero dei punti comuni alle A, B da: 


a 
[AB] = S'aa,n, ( slide ). 
2 me \e=tt1,--51 


Moltiplicando le prime ¢ relazioni (12) ordinatamente per 4,, 4,,---+, A, e 
sommandole quindi membro a membro, avremo: 


t 
> (Has Marsboot 1M ;) 4, = 0; 


i=1 i=1 


t 
> (mit Ag Mg, + +++ AyN,;) Ay — 


cioe: 


[4.4] — [AB] =0. 


Similmente, moltiplicando le 1 — ¢ relazioni successive ordinatamente 
per ,,4)°* ‘My, @ Sommandole membro a membro, si ha: 


i i 
ax My 5H Ag My, t+ Ay) My — > ras Mens +++ ++ uyn,)u,; = 9, 


i=t+1 i=t4+1 


ossia: 


[AB] —[BB]=0. 
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Si conclude che: 
[AA] =[BB] = [AB]. 
E siccome inoltre le A, B, in forza dell’ ultima relazione (12), hanno 
lo stesso ordine, applicando il teor. I, si deduce, se [AB] > 0: 


4A=2B, 


ove 4 @ un conveniente intero positivo. 
Quest’ ultima relazione si pud pure scrivere sotto la forma: 


(14) AA, C, +44,0, +--+ ANG =O, 


ed esprime appunto che le C,, C,,---, C, sono algebricamente legate. 
Se poi [AB] = 0, si potra soltanto scrivere la relazione: 


AC +4A=AC+ AB, 


ove C @ una curva qualunque di grado >0, che seghi ciascuna delle 
A, B (n° 2, Oss. 2*). 

Tuttavia continueremo a dire che le C,, C,,---, C; sono algebricamente 
legate, allargando leggermente il significato di questa locuzione; e secri- 
veremo ancora la relazione simbolica (14). 

Osservazione 1*.— Se perd qualcuna delle C,,C,,---, Ci, e sia 
p- e. la C,, ha il grado virtuale positivo, le curve C,+ A, C,+B hanno 
lo stesso grado virtuale maggior di zero, e di pid il numero delle loro 
intersezioni @ uguale al loro grado virtuale; onde risulta: 


AC, + AA=AC, + AB, 
con 4 intero positivo conveniente} cioé si ha la relazione: 

4(1+4,)C, +Ady, C, eb 44,C =i, + Aten 1 Cras ooo} AwG,; 

e le C,---C, risultano «algebricamente legate» nel senso pid ristretto 
del § 1. 

Osservazione 2*. Se le C,, C,, ---,C,_, sono algebricamente distinte, 
in virti del teorema dimostrato, non dovranno essere nulli tutti i deter- 
minanti d’ordine 1—1, che si possono estrarre dalla matrice discriminante 
dell’ aggruppamento (C, C, --- C,_:); cioe dalla matrice che si ottiene 


dalla (11) sopprimendo l’ultima verticale e la penultima orizzontale. E 
similmente dicasi per 1—2,/—3,--- curve scelte entro al gruppo C,, C,,--:,(,. 
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§ 4. 
Criterio trascendente per riconoscere l’esistenza di un legame 
algebrico tra due o pit curve algebriche d’una superficie. 


4. Siano C,, C,,---,C, 1 curve algebriche della superficie F, tra le 

quali passi il legame: 

AC, +4,0,+-:-+40G,=0, 
ove le 4 sono interi non tutti nulli (e, necessariamente, non tutti dello 
stesso segno). 

Supposto ad es. che siano positive le A,, A,,---, 4, e negative le 
altre 4, poniamo: 

Mio @ Ag 5a 4, 
e fissiamo |’attenzione sulle curve algebricamente equivalenti: 
A=AO+---+4,0, Bey Oy, +--- +00, 
Dicasi Z un sistema algebrico oo, contenente totalmente le A, B; 
p(n) = 0 

la curva algebrica piana (irriducibile) i cui punti rappresentano le curve 
di 2; e &, &,---,&, i punti di @ corrispondenti alle v curve di 2, che 
escono dal punto generico x di F. 

Siano a, b i punti di m che rappresentano le curve A, B, ed ® un 
integrale abeliano di 3° specie, che si conservi ovunque finito sulla g, 
tranne nei punti a, b, ove presenti due singolarita logaritmiche coi periodi 
polari relativi + 1 e — 1*). 

Poiché il gruppo (&, & ---&) dipende razionalmente dal punto x 
variabile su F, la somma: 

(15) a) +o&) +--+ 96), 


si trasformera in un integrale di Picard: 


J(a) = { Pde + Qay, 
appartenente alla superficie F' di equazione: 
F (xyz) = 0, 
(con P, Q funzioni razionali di 2, y, 2). 
Sino a che x non appartiene a nessuna delle due curve A, B, ciascun 


termine della somma (15) si conserva finito, perché i punti &,, &,---, & 
risultano tutti diversi dai punti singolari a, b; ma quando 2 cade in 


*) Cfr. p.e. Appell et Goursat, Théorie des fonctions algébriques et de leurs 
intégrales (Paris, Gauthier-Villars, 1895); n° 148. 
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A (o in B) uno dei punti &,, ---, &, cade in a (0 in b), sicché la somma 
(15) diviene infinita. 

Ne deriva che l’integrale J conservasi finito in ogni punto di F, non 
appartenente alle A, B; mentre diviene infinito nei punti di queste curve. 
Ed @ facile vedere che in ciascuno di questi ultimi punti si ha una 
singolarita logaritmica; sicché l’integrale J risulta di 3* specie, colle sole 
curve logaritmiche A, B (ossia C,, C,,---, C)). 

Se, invero, il punto z di F' si muove sopra una sezione piana generica 
descrivendo un ciclo lineare infinitamente piccolo, che circondi un punto 
x, di C,, passando pei 4, punti infinitamente prossimi ad z,, segnati sul 
piano considerato, dalla curva di 2, infinitamente vicina ad A; dei » 
punti di @, corrispondenti ad z, uno solo si muove nelle vicinanze di a, 
girando 4, volte attorno a questo punto, nel medesimo verso. Onde la 
somma (15), e quindi l’integrale J, aumentano di 4, unita; il che significa 
che x, @ per J un punto singolare logaritmico, col periodo polare 4,. 

Analogamente si vede che le C,,---,C,, ©,,,,--+, G, son curve 
logaritmiche coi relativi periodi 

Ags Ay — Wagar ty May OR Ages Ay, Ayyay so +y Ay 

Osservazione. — Se il legame che passa tra le C, --- C, @ del tipo: 

CHA Cit. FAO,S CH ty Ouyi t--- + 4G, 
ove le 4, uw son positive, si fissera l’attenzione sopra le curve algebrica- 
mente equivalenti: 
A=C+ 4G +---+4,C, 
B=C+ Hear Crys » RAN. 5 u,C,, 
e si ragionera come nel caso precedente; osservando perd che la curva C 
non risulta logaritmica per l’integrale J, costruito come sopra. 

Si conclude pertanto che, quando su F si abbiano pid curve alge- 
bricamente legate, esiste sempre un integrale di 3* specie, che diviene 
infinito logaritmicamente nei punti di quelle curve, conservandosi finito 
in tutti gli altri punti della superficie. 

Supponiamo ora, viceversa, che esista su F' un integrale semplice J, 
di 3* specie, colle sole curve logaritmiche C,, C,,---, C,, e dimostriamo 
che queste curve risultano algebricamente legate. 

Dei periodi polari ¢,, ¢,---, ¢, relativi alle curve logaritmiche 
C,, C.,--+, @,, aleuni potranno esser nulli (ed allora le corrispondenti 
curve 0 non saranno singolari per J, 0 saranno curve polari); ma @ certo 
che due almeno delle ¢ son diverse da zero, perché se una sola ¢ fosse 
diversa da zero, per y= cost. non sarebbe nulla la somma dei residui 

‘ , dd ». 
della funzione razionale = *). 


*) Cfr. ad es. Appell et Goursat, loc. cit., n° 96. 
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Se D @ una curva arbitraria irriducibile della superficie, l’integrale J 
stacca su D un integrale abeliano di 3° specie 2, che diviene infinito 
logaritmicamente nei punti dei gruppi (C,D), (C,D),---, (C.D), e che 
resta finito in tutti gli altri punti della D. Poiché la somma dei periodi 
polari di 2 deve esser nulla, avremo: 


&[C,D] + &[C,D] + --- + 4¢[C,D] = 0. 
Supposto ora che la D sia una curva tale che il sistema lineare 


|C,+D| risulti infinito e irriducibile, segando con una curva generica 
E di questo sistema, avremo similmente: 


¢,(C,E] + ¢[C,£]+---+¢[C,£] = 9; 


dalla quale, sottraendo membro a membro la precedente, si ricava: 


(16) CM; + CM, +---+En,=0 (i=1,---,)). 
Segando infine con un piano generico, si ottiene la relazione: 
(17) c,m, + cm, +--- + em, = 0, 


Ove ™,, M,,*--,m, son gli ordini delle curve logaritmiche. 

Poiché le equazioni (16), (17) coesistono per valori non tutti nulli 
delle ¢, dovra esser nulla la matrice dei loro coefficienti, che @ precisa- 
mente la matrice discriminante dell’ aggruppamento (C, C,---C,); e quindi, 
pel teor. II, le curve C,, C,,---, C, risulteranno algebricamente legate. 

Riassumendo otteniamo il 

Teorema III. La condizione necessaria e sufficiente affinché pir curve 
algebriche C,, C,,---, C, tracciate sopra una superficie F, siano algebricamente 
legate, é che esista su F un integrale semplice di 3% specie, il quale divenga 
infinito logaritmicamente soltanto nei punti di C,,---, C,. 

5. Un’ osservazione notevole simpone a proposito del teorema 
precedente. 

Siano J, J due integrali di 3° specie possedenti le stesse curve 
logaritmiche C,, C,, ---, C, Se in corrispondenza ad una medesima di 
queste curve, e sia p.e. la C,, i due integrali hanno periodi polari non 
nulli, si potraé sempre determinare una costante non nulla k,*in guisa 


che lintegrale: I'=J—kl, 


non possegga pit la curva logaritmica C,. Ma allora due casi possono 
presentarsi: o J’ non @ un integrale di 3* specie, oppure possiede ancora 
delle singolarita logaritmiche (necessariamente lungo alcune delle curve 
C3, oe ae C,). 

Nel 1° caso i periodi polari di J saranno proporzionali ai periodi 
polari di J, secondo il coefficiente /; nel 2° caso le curve C,, C;,---, CG, 
risulteranno algebricamente legate. 
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Se dunque non @ nulla la matrice discriminante dell’ aggruppamento 
(C,,---,,), cio® se le curve C,,---, C, sono algebricamente distinte, 
Yintegrale di 3° specie pid generale avente le curve logaritmiche C,,---, C, 
(col periodo necessariamente non nullo lungo C,), si otterra da un parti- 
colare integrale, che possegga le stesse curve logaritmiche, moltiplicandolo 
per una costante arbitraria ed aggiungendo al prodotto un qualunque 
integrale di 2* specie. 

Tra gl’ integrali che divengono infiniti logaritmicamente lungo C,, C,,-- 
--,€,, ce n’@ uno (determinato a meno d'un integrale di 2* specie addittivo), 
il quale ha per periodi polari i coefficienti 1,, 4,,---, 4, del legame, che, 
in virtd del teor. III, intercede tra le 7 curve logaritmiche. Quest’ integrale 
si costruisce nel modo indicato al principio del n° precedente. 

Segue dalle osservazioni premesse, che ogni integrale di 3* specie 
colle curve logaritmiche C,, C,,---,C,, ha i periodi polari proporzionali 
ai numeri interi 4,, A,,---, ,. 

Alla stessa conclusione si perviene direttamente, osservando che i periodi 
polari ¢,, ¢,,---, ¢, ed i coefficienti 4,, 4,,---,4,, essendo due sistemi di 
soluzioni delle equazioni lineari: 


N42, + Mg%y +---+n,27,=0, (i=1,---,D) 
Mm, X, + MX, +--- + m2, = 0, 


son proporzionali ai complementi algebrici (supposti non tutti nulli) degli 
elementi di una orizzontale, appartenente ad un determinante d ordine |, 
estratto dalla matrice. 

Si conclude col 

Teorema IV. Se la matrice discriminante delle 1 curve C,, C,, ---, C,, 
tracciate sulla superficie F, ha la caratteristica | —1, ciascuno degl’ infiniti 
integrali semplici di 3* specie, che posseggono le sole curve logaritmiche 
C,,--+-,C,, ha % periodi polari rispettivamente proporzionali ai coefficienti 
del legame algebrico che intercede tra le | curve date. 


§ 5. 


Caratterizzazione geometrica delle superficie i cui integrali 
semplici di 3* specie riduconsi a combinazioni algebrico- 
logaritmiche. 


6. Confrontando le pid importanti proprieta delle curve razionali e 
delle superficie algebriche regolari, un’ analogia stretta si riscontra, da vari 
punti di vista, tra queste due classi di enti algebrici. 
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Infatti una curva razionale @ caratterizzata dalle proprieta seguenti: 

a) La superficie di Riemann, immagine della curva, @ semplicemente 
connessa, cioe ogni cammino chiuso in essa tracciato, pud ridursi ad un 
punto per deformazione continua. 

b) Ogni sistema continuo di gruppi di » punti sopra una curva 
razionale, @ contenuto nella serie limeare di tutti i gruppi di » punti 
della curva. 

D’altra parte una superficie regolare @ caratterizzata dalle seguenti 
proprieta, perfettamente analoghe alle precedenti: 

a’) La varietaé riemanniana reale a 4 dimensioni, immagine della super- 
ficie complessa, @ linearmente uniconnessa, cioe ogni cammino chiuso in 
essa tracciato, pud ridursi ad un punto per deformazione continua.*) 

b’) Ogni sistema continuo di curve algebriche sopra una superficie 
regolare, @ contenuto in un sistema lineare di curve dello stesso ordine.**) 

Un’ altra proprieta che pure caratterizza le curve razionali, é che 
gl’ integrali abeliani di 3* specie, appartenenti ad una tal curva, riduconsi 
tutti quanti a combinazioni algebrico-logaritmiche. 

Orbene, anche di quest’ ultima proprieta sussiste l’analoga per le 
superficie regolari, come si vedra dimostrato in questo paragrafo. 


7. Sia F una superficie regolare, e sia J un qualunque integrale 
semplice di 3* specie, ad essa appartenente. 

Se C,, C.,--+, C, son le curve logaritmiche di J, poiché sulla F ogni 
sistema algebrico di curve algebriche @ contenuto totalmente in un sistema 
lineare, pel teor. III, avremo tra le C il legame lineare: 


il che significa che, se 4,, 4,,---, 4, sono interi positivi e 


deg (= — Megas 0» A(= — oy) 
interi negativi, esistera su F' una funzione razionale R(xyz), la quale si 
annullera soltanto nei punti di C,,---, C,, cogli ordini rispettivi 4,,---, d,, 
e diverra infinita soltanto nei punti di C,,,,---, C,, cogli ordini rispet- 
tiVL Megas sty My 


*) Che per ogni superficie regolare si verifichi questa proprieta, @ enunciato nella 
mia Nota, Sulle superficie algebriche che posseggono integrali di Picard della 2° specie 
(Rendiconti dei Lincei, settembre 1904), e dimostrato nella mia Memoria dallo stesso 
titolo, inserita in questi ,,Annalen“* (Bd. 61, 1905). Che, viceversa, una superficie 
dotata della proprieta a’) sia regolare, risulta, dopo le ricerche dei sigg. Humbert 
e Picard, dai teorema b’) di Enriques. 

*) Enriques, Una proprieta delle serie continue di curve appartenenti ad una 
superficie regolare (Rendiconti di Palermo, 1899); e Sulla proprieta caratteristica delle 
superficie algebriche irregolari (Rendiconti della R. Acc. di Bologna, Decembre 1904). 


14* 
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Onde l’integrale di 3* specie: 
1 (dR aR 
I= log R(xyz) -{x (2 dz + a dy), 


possiedera le sole curve logaritmiche C,, C,, ---, C,,. 

Detti i,, 4,,---, 4, i periodi polari di J lungo queste curve logarit- 
miche, ed j,, jo,*-°,J, 1 periodi polari di J lungo le stesse curve, sce- 
gliamo una i diversa da zero*), e sia p. e. i,, e formiamo quindi I’in- 
tegrale: ; 

J,=I—* 1. 
4 

Se con questa sottrazione spariscono da J tutte le curve logarit- 
miche, J, si ridurra certo ad una funzione razionale S(xyz), perché sulla 
F, a causa della regolarita, non esistono integrali trascendenti della 
2* specie. Avremo quindi: 


J= < log R(ayz) + S(axyz), 


cioe J si ridurra ad una combinazione algebrico-logaritmica. 

Se, invece, l’integrale J, @ ancora di 3* specie, poiché per esso la C, 
non @ pid curva logaritmica, le curve C,, ---, C, saranno linearmente le- 
gate (teor. III); e quindi si potra costruire un’altra funzione razionale 
R, (xyz), i cui zeri ed i cui poli cadano soltanto nei punti delle C,,---, C,. 
Detti i,’,---, ¢/ i periodi polari dell’ integrale: 

I, = log R, (xyz) 
lungo le C,,---, C,, si scegliera ancora una 7 diversa da zero, e sia p. e. 
i,', e si costruira |’integrale: 


I= J5,-M {MI 
2 1 i, i, 1) 





dotato (al pit) delle curve logaritmiche C,, ---, C;. 
Se J, @ di 2* specie, avremo: 
J , dehy —hf 
J= 9 log R(ayz) + —— * log R,(ayz) + S,(ayz), 
“ove S, @ una funzione razionale. Se J, @ ancora di 3* specie, le curve 
C;, +--+, C, saranno linearmente legate; ecc. 
Cosi proseguendo, per successive sottrazioni di logaritmi di funzioni 


razionali, si fanno sparire da J tutte le singolarita logaritmiche, e resta 
come differenza una funzione razionale. 

*) Non si esclude che alcune delle 4, e quindi alcune delle ¢ (ma non tutte) 
possano esser nulle. 
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Si conclude pertanto che «sulla superficie F ogni integrale semplice 
di 3* specie, riducesi ad una combinazione algebrico-logaritmica.» 

Se, viceversa, gl'integrali di 3* specie appartenenti ad una superficie 
F, riduconsi a combinazioni algebrico-logaritmiche, alla F' non potranno 
appartenere integrali trascendenti di 2* specie, e quindi la superficie sara 
regolare.*) 

Riassumendo, abbiamo dunque il 

Teorema V. La condizione necessaria e sufficiente affinché gl integrali 
di Picard della 3* specie, appartenenti ad una superficie algebrica, riducansi 
a combinazioni algebrico-logaritmiche, é che la superficie sia regolare. 

Dal punto di vista dell’ Analysis situs la condizione precedente si 
pud esprimere dicendo che «la superficie deve avere Vordine di connessione 
lineare p, = 1» 

Nei casi particolari « procedimento indicato nella dimostrazione servira 
ad effettuare, mediante operazioni razionali e logaritmiche, Vintegrazione di 
ogni differenziale esatto del tipo: 


Adz + Bdy, 


ove A, B son funzioni razionali appartenenti ad una data superficie regolare. 

Restano cosi estese quelle regole, che nel calcolo elementare condu- 
cono all’ integrazione, mediante operazioni razionali e logaritmiche, di 
ogni funzione razionale di una variabile, 0, pid generalmente, di ogni 
funzione razionale appartenente ad una data curva razionale. 


§ 6. 


Sull’ esistenza di una base per la totalita delle curve algebriche 
appartenenti ad una superficie. 


8. La proposizione fondamentale delJa teoria degl’ integrali semplici 
di 3* specie, @ senza dubbio la seguente, dovuta al sig. Picard: 

Per ogni superficie algebrica F esiste un numero intero positivo @, tale 
che, prese comunque su F' 9 +1 curve algebriche, si pud costruire un integrale 
semplice di 3% specie appartenente alla superficie e non avente singolarita 
logaritmiche fuori delle 9 + 1 curve; mentre il fatto analogo non si verifica 
per tutti i gruppi di @ curve della superficie. 

In virtad del teor. III cid significa che sulla F' 9 + 1 curve son sempre 
algebricamente legate, mentre esistono su F’ gruppi di @ curve algebrica- 
mente distinte. 

Dette C,, C,,-+-, C, 9 curve di F, la cui matrice discriminante sia 


*) Enriques, Sulla proprieta caratteristica delle superficie . . . 
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diversa da zero, cioé che siano distinte algebricamente, se C @ una curva 

arbitraria della superficie, avremo dunque: 
AC+4,6,4+4,0,+---+4,0,=0, 

con 4+ 0. Perveniamo cosi al 

Teorema VI. Se F é una superficie algebrica qualunque, si possono 
fissare su F @ curve algebricamente distinte, tali che ogni altra curva della 
superficie sia algebricamente legata ad esse. 

Liinsieme delle 9 curve (algebriche) distinte, si dira una base per la 
totalita delle curve algebriche della superficie F, ed il carattere @ si dira 
il numero-base della superficie. 

Osservazione. — Supponendo, com’ @ lecito, che qualeuna delle 
curve della base abbia il grado > 0, la frase «algebricamente legata», che 
appare nell’ enunciato del teor. VI, ha senza dubbio il significato intro- 
dotto nel § 1, e non gia quello pid ampio introdotto verso la fine del 
§ 3 (ved. l’Oss. 1* del n° 3). 

Se la superficie F @ regolare, e quindi sopra essa ogni sistema con- 
tinuo di curve appartiene totalmente ad un sistema lineare, il legame al- 
gebrico di cui parla il teor. VI, si ridurraé ad un legame lineare; sicché 
sotto forma algebrica potremo enunciare quanto segue: 

Detto o il numero-base di una superficie regolare F, si fissino sulla 
F o curve tali che non esista nessuna funzione razionale, i cui poli e i cui 
zeri siano complessivamente distribuiti soltanto lungo le @ curve fissate: allora, 
scelta comunque un’ altra curva della F, esiste sempre una funzione razionale 
che non si annulla né diviene infinita fuori delle @ + 1 curve considerate. 

9. Si pud riavvicinare il teor. VI ad un’ovvia proprieta delle serie di 
gruppi di punti appartenenti ad una curva algebrica. 

Invero, fissato un punto di una data curva algebrica, ogni gruppo di 
n punti della curva @ algebricamente legato al punto fissato, perché questo 
punto, ripetuto » volte, sta in un medesimo sistema algebrico col dato 
gruppo di » punti. 

Se la curva @ razionale, il sistema algebrico di tutti i gruppi di 
nm punti della curva, @ lineare, e si ricade nella proprieta analoga a quella 
sopra rilevata per le superficie regolari. 

Ma sulle curve non ha importanza la considerazione della base e del 
numero-base, che vale sempre 1. 

10. Dimostriamo ora il 

Teorema VII. Se o é il numero-base d’una superficie F, la condi- 
stone necessaria e sufficiente affinché @ curve della superficie formino wna 
base (cioé siano algebricamente distinte), é che sia diverso da zero il deter- 
minante relativo alle 9 curve. 
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Siano C,, C,,---, C, le curve di una base e [,,1,,---, F, le curve 
di un’ altra base. 

Avremo allora le relazioni: 

AT, + AC, + Ag, +--- +4,,0,=0, (i= 1, 2,---, @) 
donde si traggono le uguaglianze numeriche: 
(18) a + Ayimix + Aimer +--+ + Agimer = 0, (K=1,---, Q), 
Avia + Arima + Agimig +--+ + Agimig =0, (L=1,---, Q), 
ove si @ posto: 
nik = [C;C,], Nik = [T; Cx], v= [C0]. 
Il determinante della base (C,,C,,---, C,) &: 


My Mg °° 


@ 
D = | a “a °°* Mae : 
Mer Mea" ** "oe 


ed il determinante della base (f,,T,,---, F,) @: 
My, Men °° * Mie | 
mais + + *- «ats 


| Mer Mea’ ** Moe | 


Ora, in virti delle (18) e della regola di moltiplicazione dei deter- 
minanti, si ha: 


(19) (Ajay +++ APA = APD, 
ove: 
Au Ag" Ayo 
: | Ag, Age s+ Age 
| Aer Aen +> Age 


Dalla (19) si rileva facilmente che «se @ nuillo il determinante di una 
base, son nulli i determinanti di tutte le altre basi» 

Invero, nessuna delle 2,, 4,,---, 4, pud esser nulla, perché altrimenti 
le C,,---, €, non sarebbero distinte; e quindi se fosse D—0, sarebbe 
necessariamente A = 0. 

Viceversa, scambiando l’ufficio delle due basi, si vede che se fosse 
A =0, sarebbe di conseguenza D = 0. 

Ora proviamo che si pud sempre scegliere una base a cui spetti un 
determinante non nullo. 

Infatti, quando si costruisce la base [,, 


--+, PF, si pud cominciare a 


@ 
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scegliere una curva del tutto arbitraria della superficie; poi una curva che 


non sia legata algebricamente alla precedente, e cosi continuando. Pos- ¢ 

siamo dunque supporre che la prima curva scelta [,, sia una sezione piana ] 

della superficie. ¢ 
Allora gli ordini delle [,, f,,--.-,f, risulteranno rispettivamente 


uguali ai numeri ¥,,, %2,---,% ,., onde la matrice discriminante dell’ 
aggruppamento (f,,---, F,) sara: 


a mwa. 


| Ma As °°" Me | 
| ¥an Man °° * Mag 
: | 
| Yet Yer” ” Yee | 
1M Ms * * May 


Poiché questa matrice ha evidentemente la stessa caratteristica del 
determinante A, in forza del teor. Il, si conclude che se fosse A = 0, le 
curve [,,---,f, sarebbero algebricamente legate, e quindi non potrebbero : 
costituire una base. 

Dunque @ A+ 0, e quindi @ anche diverso da zero il determinante 
D di ogni altra base. 

Osservazione 1*. — Poiché il 1° membro della (19) non @ nullo, 
sara anche A+ 0; onde i determinanti D, A avranno lo stesso segno. 

Si conclude che i determinanti delle varie basi hanno tutti lo stesso segno. 

Osservazione 2%. -— Quando sia @ = 1, ogni curva della superficie 
F si potra assumere come base, e il determinante relativo si ridurra al 
grado virtuale della curva. Ne deriva che ogni curva della superficie 
avra il grado virtuale diverso da zero, ed anzi positivo (Oss. 1*), perché 
sulla F' esistono certamente curve col grado positivo. Dunque: 

Se il numero-base di una superficie é uguale ad 1, ogni curva della 
superficie ha il grado virtuale maggior di zero. 


§ 7. 
Effetto di una trasformazione birazionale sulla base e sul 
numero-base. 


11. Se una superficie F’ si muta in una superficie /” mediante una 
trasformazione birazionale che sia priva di punti fondamentali su en- 
trambe le superficie, @ ben chiaro che ogni base delle curve di F’ si muta 
in una base delle curve di F’; e viceversa. 

Tl numero-base rimarra dunque invariato dopo una tale trasformazione.*) 





*) Picard et Simart, t. Il, pag. 242. 
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Supponiamo invece che nel passaggio da F ad F” s’introduca la 
eurva eccezionale E’, corrispondente al punto (semplice) E di F, senza 
peraltro che aleuna curva (eccezionale) di F' si muti in un punto di F’; e 
diciamo (C,,- -, C,) le @ curve di una base della superficie F. 

Nel caso che nessuna delle C passi per E, le curve C,’,---, C,’ cor- 
rispondenti alle C,, ---, C.; saranno irriducibili, al pari delle C, e nessuna 
di esse incontrera la curva E’. Ogni curva D’ di F’, che non incontri 
la E’, essendo la trasformata di una curva D di F non passante per £, 
risulteré algebricamente legata a C,’,---, C, Se invece la curva D’ in- 
contra E’, la curva composta D’+ E’ sara la trasformata di una curva 
D di F passante per E; onde si avra un legame algebrico tra la curva 
D' + E’ e le curve C,’,---, C,', cioe un legame algebrico tra la D’ e le 
curve E’, C,’,---, C,. 

Nel caso in cui una delle C, e sia p. e. C,, passi per EF (colla 
molteplicita s), indicando con C,’ la trasformata di C,, astrazion fatta 
dalla curva E’ corrispondente ad F, e con C,’, ---, C,’ le trasformate di 
C,,-+++, C,, ogni curva D’ di F” risulta algebricamente legata alle curve 
sE’ + C,’,-+-, C,', cioe alle E’, C,’,---, C,. 

Ad una conclusione analoga si perviene quando pid curve C passino 
per E. 

Si pud ora vedere facilmente che, in ognuno dei due casi considerati, 
le curve E’, C,', ---, C,’ sono algebricamente distinte, e quindi costitui- 
scono una base sulla superficie F’. Cominciamo percid dall’ osservare che, 
in forza dell’ ipotesi che la corrispondenza tra F, F’ sia priva di punti 
fondamentali sulla F’, la E’ @ una curva eccezionale di 1* specie.*) 

Nel 1° caso si ha dunque: 

[E’C7]=0 G@=1,---,@), [PE]=—-1, (670))=[G0,; 
onde il determinante A’ dell’ aggruppamento (E’, C,’,---, C,’), si ottiene 
orlando il determinante A della base (C,,---, C,) con una orizzontale e 
con una verticale, che hanno — 1 per elemento comune e tutti gli altri 
elementi nulli. Sicché risulta 


A’=—A; 
e poiche A+ 0, anche A’+0, e quindi (teor. IL) le (K’, C,, ---, C,’) 


saranno algebricamente distinte. 


*) Ricordo che una curva eccezionale dicesi di 1° specie, quando con una tra- 
sformazione birazionale della superficie, la si pud mutare in un punto semplice, senza 
che, necessariamente, qualche suo punto si muti in una curva; mentre dicesi di 
2" specie nel caso contrario. Cfr. Castelnuovo-Enriques, Sopra alcune questioni 
fondamentali nella teoria delle superficie algebriche (Annali di Matematica, (3), t. 6, 
1901); n° 8, 
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Nel 2° caso si ha: 
[E’C,}=s, [E’C/)=90 G@=2,---,@), [PE ]=—1, 
[C,’C,'] = [€,¢,] — 8%, 


e inoltre: 
[C;C/] = [C,C,] 
per i, k=1,---, 0, eccettuata la coppia i= 1, k= 1. 
Dicendo ancora A’ il determinante dell’ aggruppamento 
(E’, Cy, pone Co), 
verra dunque: 
j—] s eee 0 
s [C,C,]—s* [C,G]---[G,¢, 


| 
1 
‘A’= | 0 [CC] [C, C,] --- [G0] | 


=" 


0 [OC] [Cy] ++ [pO] 
e quindi le E’, C,’,---, C,’ saranno algebricamente distinte. 

Si osservi infine che tra le 9 + 1 curve di una base qualunque della 
superficie F’, deve sempre esservi la curva eccezionale E’, perché altri- 
menti a quelle g + 1 curve corrisponderebbero su F' altrettante curve al- 
gebricamente distinte. Si conclude pertanto col 

Teorema VIII. Se la superficie F si muta birazionalmente in una 
superficie F’, mediante una trasformazione che possegga e’ punti fondamen- 
tali in punti semplici di F, e nessun punto fondamentale su F’, il numero- 
base di F’ supera di e’ unita il numero-base @ di F, e, sulla F’, tra le 
curve di una base qualunque vi sono sempre le e’ curve eccezionali (di 
1* specie), corrispondenti ai punti fondamentali. 

Viceversa, se alle curve di F’ che corrispondono bdirazionalmente alle 
curve di una base della F, si aggiungono le e’ curve eccezionali, si ottiene 
una base sopra F’, e tra i determinanti A, A’ delle due basi si ha la re- 
lazione: 

A’ = (— 1)*A. 

In quest’ enunciato abbiamo considerato il caso generale che nel pas- 
saggio da F ad F” s’introducano e’>1 curve eccezionali, perché, se 
e’> 1, la trasformazione birazionale che intercede tra F ed F’, si pud 
evidentemente riguardare come prodotto di pid trasformazioni birazionali, 
in ciascuna delle quali s’introduca una sola curva eccezionale. 

Osservazione. — [I] teorema VIII permette di passare subito alla 
considerazione di una corrispondenza birazionale che possegga e’ >1 
punti fondamentali su F ed e>1 punti fondamentali su F’; giacché, in- 
dicando con ® una superficie birazionalmente identica ad F, e sulla quale 
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gli e’ punti fondamentali di F si siano trasformati in altrettante curve 
eccezionali (di 1* specie), senza che alcuna curva eccezionale di F si sia 
trasformata in un punto, la corrispondenza birazionale tra F' e F” pud 
riguardarsi come prodotto delle corrispondenze tra F, ® e %, F’, prive 
di punti fondamentali sulla superficie 9%. 

Abbiamo dunque tra i numeri-base og, 9’ di F, F”’ la relazione: 


(20) ete =o +e.*) 


12. Il caso che ci resta da esaminare, in cui una trasformazione bi- 
razionale della F' introduca una curva eccezionale di 2* specie, si pud pre- 
sentare soltanto quando F' sia riferibile ad una rigata (0, in particolare, 
ad una superficie razionale).**) 

Ma in tal caso sussiste il teorema: 

«Sopra una superficie F riferibile ad una rigata, la base @ costituita 
da una generatrice (cioe da una curva razionale corrispondente ad una 
retta generatrice della rigata), da una curva unisecante le generatrici, e da 
quelle eventuali curve eccezionali di 1* specie, che si staccano come parti 
dalle generatrici.» ***) 

Sicché lintroduzione di una curva eccezionale di 2* specie, non modi- 
fica né la natura della base, né il valore del numero-base. 

13. Riassumendo si pud enunciare il 

Teorema IX. Jl numero-base 9 é un invariante relativo, cioé non 
Saltera per quelle trasformazioni birazionali che non introducono curve ecce- 
zionali di 1* specie. 

Se e é il numero delle curve eccezionali (di 1* specie) di una superficie 
non riferibile ad una rigata, il numero 9 —e é un invariante assoluto. Dun- 
que, data una classe di superficie birazionalmente identiche, @ assume il 
valor minimo su quelle superficie della classe, che son prive di curve ecce- 
zionali di 1* specie. 

Per le superficie razionali e, pid generalmente, per le superficie rife- 
ribili ad una rigata, il numero g —e non @ un invariante assoluto, perché 
nella trasformazione di uno o pid punti in altrettante curve eccezionali 
di 1* specie, si presenta talora qualche altra curva eccezionale di 1* specie, 





*) Cfr. Picard, Sur wne formule générale donnant le nombre des intégrales doubles 
distinetes de seconde espéce relatives & wne surface algébrique (Annales de l’Ecole Nor- 
male (3), t. 21, 1905); n° 21. 

™) Castelnuovo-Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali . . . 

***) Ved. il n° 14 della mia Memoria citata, Sulle corrispondenze tra i punti d’una 
curva algebrica ..., ove il teorema richiamato @ enunciato sotto forma diversa (pid 
espressiva). — Si noti che, se la rigata @ irrazionale, ogni curva eccezionale di F' é 
una generatrice (se di 2* specie) o parte d’una generatrice (se di 1* specie). 
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trasformata di una curva eccezionale di 2* specie, che passi per alcuni 
punti fondamentali. 

Tuttavia anche per le superficie riferibili alle rigate, @ assume il valor 
minimo sulle superficie prive di curve eccezionali di 1* specie: e preci- 
samente il valore 1 (sul piano) se la rigata @ razionale, il valore 2 (sulla 
rigata) se la rigata @ irrazionale. 

A proposito del carattere d’invarianza del numero-base g, ricorderd 
che 9 @ legato ad altri caratteri invarianti della superficie, dalla note- 
volissima relazione di Picard*): 


%=—1+4q—-e+2, 
ove g, @ il numero degl’ integrali doppi di 2* specie, appartenenti alla 
superficie, I l’invariante di Zeuthen-Segre**), e q (= p, — pq) Virregolarita 
della superficie medesima.***) 
Ad esempio per una superficie razionale |’invariante assoluto J — 9 
vale — 2, q vale 0, onde 9, = 0: com’ é@ del resto evidente a priori. 
Per una rigata irrazionale di genere p, 


I= —Ap, eo = 2, q=P, 


onde risulta 9, = 0; cioe una superficie riferibile ad wna rigata é priva 
@integrali doppi di 2° specie.+) 

14. La considerazione della base da luogo ad un altro invariante. 

Risulta infatti dall’ Osservazione con cui termina il n° 11 che, se le 
due superficie F, F” son riferite birazionalmente in guisa che ¢ punti 
semplici di F si mutino in altrettante curve eccezionali (di 1* specie) di 
F’, mentre e curve eccezionali (di 1* specie) di F' si mutano in altrettanti 
punti semplici di F”’, tra il determinante A di una base di F e il deter- 
minante A’ della base corrispondente di F” (costituita dalle trasformate 


delle curve che danno la base su F’ — astrazion fatta da quelle che si 
mutano in punti — coll’ aggiunta delle curve eccezionali di F’ corri- 
spondenti agli e’ punti fondamentali di F’), passa la relazione: 
(21) (— 1yA’ = (— 1)°A. 

*) Picard, Sur une formule générale . . ., n° 18. 


**) Per la definizione di quest’ invariante, ved. ad es. Castelnuovo-Enriques, 
Sopra alewne questioni fondamentali . . .; n° 6. 
***) Veramente nella relazione originaria di Picard, in luogo del termine 4q 
c’é il termine 27, ove r é il numero degl’ integrali semplici di 2* specie appartenenti 
alla superficie. Dalle ricerche mie e dei sigg. Enriques e Castelnuovo risulta appunto 
la relazione: 
r= 2q. 


+) La contemporanea mancanza d’integrali semplici e d’integrali doppi di 
2" specie, bastera a caratterizzare le superficie razionali? 







































ai 


q 
iti 


di 





Curve algebriche sopra una superficie algebrica. 





221 


Fissiamo ora l’attenzione sulle basi di F e di F” alle quali spettano 
determinanti aventi il minimo valore assoluto. 

Dalla (21) risulta che questi valori minimi, relativi alle due super- 
ficie, sono identici; onde si pud enunciare il 

Teorema X. Il minimo valore assoluto dei determinanti delle varie 
basi che si possono costruire sopra una superficie algebrica, rimane immutato 
per qualunque trasformazione birazionale della superficie. 

Quest’ invariante assoluto @ un numero intero non inferiore ad 1 
(Teor. VII). Sulle superficie razionali e sulle rigate vale precisamente 1. 


§ 8. 


Il teorema di Bézout sopra una superficie algebrica qualunque, 
Espressioni del grado e del genere di una curva tracciata sulla 
superficie. 


15. Sul piano il teorema di Bézout da il modo di calcolare il nu- 
mero dei punti comuni a due curve algebriche qualunque, in funzione di 
caratteri (gli ordini) in cui non entra la considerazione simultanea delle 
due curve. 

Sopra una superficie algebrica F, la questione analoga si pud porre 
nei termini seguenti: Definire un sistema di caratteri di ogni singola curva 
algebrica della superficie, in guisa che il numero dei punti comuni a due 
curve di F, si esprima soltanto mediante i caratteri della superficie ed i 
caratteri definiti delle due curve; e assegnare l’effettiva espressione di quel 
numero. *) 

Diciamo (C,, C,,---, C,) una base delle curve tracciate sulla super- 
ficie algebrica F’, e C, D altre due curve qualunque della superficie, legate 
alla base dalle relazioni: 


(22) AC +4,0,+---+4,0,=0, 
(23) uD + w4O,+---+4,0,=0. 


Dalle (22), (23) si traggono le uguaglianze numeriche: 
4[CD] + 4,[C, D] +---+4,[C,D]=9, 
u[C,D] + 4, 16,G] +---+ u [CC] =0 (i=1,--+,@). 
Eliminando tra queste g + 1 relazioni lineari, le quantita 


[C,D}, re [C,D], 
*) Cfr. per l’ordine d’idee del testo la mia Memoria, Sulle intersezioni delle va- 
rieta algebriche, ecc. (Memorie della R. Acc. di Torino, (2), t. 52, 1902); n° 26; nonché 
Valtra mia Memoria citata, Sulle corrispondenze tra i punti d’una curva algebrica ... 
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viene: 


1 
(24) [CD] "is a 4m 1C,C, , 
i,k 


ove il sommatorio @ esteso a tutte le disposizioni binarie con ripetizione 
degli indici 1,2, ---, 9. 
Abbiamo dunque il 
Teorema XI. Sopra una superficie algebrica qualunque si abbiano 
due curve algebriche C, D, legate rispettivamente alla base (C,, C,,---, C,), 
secondo + numeri interi: 
(A, Ay, days 4); (u, Uy, Ua," "> Ue): 


allora il numero dei punti comuni alle curve C, D é espresso dalla formola: 
1 . 
iu > dnl) (i,k=1,---,@). 
i,k 


In particolare sul piano, dicendo C, una retta, e C, D due curve 
qualunque di ordini rispettivi m, , si hanno le relazioni: 
C—mC,=0, D-—xnC,=0, 
cioe le curve C, D son legate alla base (C,) secondo i numeri (1, —m), 
(1, —n). Poiché [C,C,] = 1, la (24) da: 
[CD] = mn, 
che @ l’ordinario teorema di Bézout. 
Dalla (22) discendono pure le equazioni lineari omogenee nelle 
A, Ayy+ +p dg? 
A[CD] + 4,[C,D] +---+4,[C,D] =9, 
a[CG,] + 4,[¢, C,] r*:*9 4,[C,¢,] = 0, 


A[CO,] + [0,0] +--+ + 40,6] = 0. 


Eliminando tra queste le 4,4,,---,4,, si ha 


@ 
{CD} [GD] --- [0,0] 
/[€,2] [6,G,] --- [E,e,) | _ 0, 
| [C,C] [¢,¢,] Pe. [C,C,] | 
c10e: 


(25) = A[CD] — A, [CC] [DG]=9 (i, k=1,--,2), 
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ove A @ il determinante della base (C,,---,C,), e A,, @ il complemento 
algebrico dell’ elemento [C,C,] nel determinante A. Poiche A+0 
(Teor. VII), dalla (25) si trae: 


(26) [CD] =~ > AulCC][DG] (k=1,---,0), 


e si pid enunciare il 

Teorema XII. Se sopra una superficie F le curve C,,---, C, costi- 
tuiscono una base, i numero dei punti comuni a due curve algebriche 
qualunque C, D della superficie, é espresso dalla formola: 


& > AulCC] [DG] @k=1,--,¢), 
i,k 


ove A é il determinante della base e A;, é tl complemento algebrico dell’ 
elemento [C,C,| nel determinante 4. 

In particolare sul piano, assumendo come base (C,) una retta, si 
ha A=A,, = 1, onde risulta ancora: 


[CD] = [C¢,] [DG]. 


I @ numeri interi (positivi o nulli) [CC] si possono chiamare, per 
analogia, gli ordini della curva C sulla superficie F. 

16. Dalle formole (24), (26) si traggono facilmente due espressioni 
del grado virtuale di una curva C tracciata sopra una superficie F. 

Invero, se la C appartiene ad un sistema lineare infinito (o ad un 
sistema continuo), assumendo come curva D un’ altra curva del sistema, 
si ha: 


(24’) [CC] = 5 >) 4416, 
(26’) [ec] == >'4,[€0] [CQ]. 


Ma le stesse formole valgono anche se C @ isolata, come si vede 
aggiungendo a C una curva £, tale che il sistema lineare |D|=|C+E 
risulti almeno oo’, ed osservando che per definizione: 


[CC] = [CD] — [CE]. 

Dunque: JI grado virtuale di una curva C, sulla quale non si as- 
segnino punti base, viene espresso in funzione dei coefficienti della relazione 
che lega C alle curve della base, oppure in funzione degli ordini di C, 
mediante le formole (24’), (26’). 
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Se sulla C si assegna un punto base s-plo, il grado virtuale diminuisce 


di s* unitd. 


17. Valutiamo ora il genere virtuale della curva C, in funzione dei 
coefficienti 4 o degli ordini di C. Dicendo |! un sistema lineare della 
superficie F’ ed |E’| il sistema aggiunto ad ||, @ noto che la differenza 
[CE’|—[CE]é indipendente dalla scelta del sistema | E|, e vale 2x — 2—n, 
ove x, m sono il genere e il grado virtuali della C. — Nel caso che sulla 
F esista il sistema canonico, [C E’] — [CE] da il numero complessivo delle 
intersezioni di C con una curva canonica e colle curve eccezionali di F. 

Dalla (22), segando prima con E’ e poi con E, e quindi sottraendo 


le uguaglianze numeriche che cosi si ottengono, si trae: 


(27) 40 + 4,0, +---+4,0, =0, 
ove si @ posto: 
O@=22-—2-—n, 0,—22,—2—n,, 


«;, %,, essendo il genere ed il grado della curva C,. 
Ricordando la (24’), dalla (27) si ricava la: 


1 ' 
(28) t= 533 > AAC, G,) — 94 ++ +4,9,) +1 
i,k 


Un’ altra espressione di 2 si pud ottenere eliminando le 4, 4,, - 


tra la (27) e le equazioni lineari: 
AL CC,] + 4, [C, C,] : pak 2 4,[C,C;] as 0, (@ real 1,- a @). 


Si ha, come condizione di coesistenza delle @ + 1 equazioni: 


(e) 0, -:: 8, | 
| [CC,] [C, C,] oe [C, C,) 


| 
| 
[CC] [G.G) --- 1,0] | = % 
[CG] [CE] ++ [C,6,1 | 
donde, mediante la (26’), si trae: 


(29) m=1+ sn >) AulCG,] O,+[CG), 


i,k 


ove A, A,, hanno il solito significato. 


A 


@ 


Se la C possiede punti multipli, e tra questi se ne assegnano tanti 
che equivalgano a d punti doppi, il genere virtuale a della C viene 


espresso dalla formola: 


a=—a—d, 


ove a @ dato dalla (28) o dalla (29). 
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Curve algebriche sopra una superficie algebrica. 
In particolare sul piano si ha la formola: 
_— sn aa 


che esprime il genere virtuale di una curva d’ordine m, sulla quale si 
assegnino d@ punti doppi. 

Si conclude pertanto che: Il genere virtuale d’una curva C, priva di 
punti base assegnati, é espresso in funzione dei caratteri della C, mediante 
le formole (28), (29). Se sulla C si assegnano d punti doppi, il genere 
virtuale diminuisce di d unita. 


Balme, 20 Settembre 1905. 


Mathematische Annalen. LXII. 
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Theorie der linearen Iteralgleichung mit konstanten 
Koeffizienten. 


Von 


O. Spress in Basel. 


Ist f(€) eine Funktion der Variablen €, so nenne ich die aus ihr 
durch (n — 1)-malige Iteration entspringende Funktion, falls eine solche 
iiberhaupt existiert, das Iterat n’™ Ordnung oder kurz das n* Iterat von 
f(é). f(€) selbst wird aufgefaBt als erstes, die Substitutionsvariable & als 
,nulltes* Iterat. Wir kennzeichnen die Ordnung eines Iterats durch einen 
dem Funktionszeichen beigefiigten unteren, eingeklammerten Index, also das 
n® Iterat von f(€) mit f,,)(€). Untere micht eimgeklammerte Indizes dienen 
wie gewohnlich zur Nummerierung verschiedener Funktionen. 

Eine Gleichung zwischen verschiedenen Iteraten einer Funktion, etwa 


(1) G(é, f®, fe) (&), a fn )) =0 

nenne ich eine Iteralgleichung (von der n" Ordnung). Ein Hauptziel der 
gewohnlichen Iterationsrecknung besteht darin, aus Gleichungen dieser Art 
die Funktion f zu bestimmen. Es liegt nun nahe, diese Aufgabe auf ein 
Problem der Differenzenrechnung zuriickzufiihren, fiir welches gewisse 
Methoden der Behandlung bereits ausgebildet sind. Gelingt es nimlich, 
eine Funktion g(x) zu finden, die die Differenzengleichung befriedigt 


(2) G(p@, pet 1), p@+2),---,pa@t n)) — 
so wird durch die beiden Gleichungen 
(3) E=9(2), & =—o9(@ +1) 


eine (nicht notwendig monogene) Funktion &, = f(&) definiert, welche der 
Iteralgleichung (1) geniigt. Denn es kann offenbar fiir jedes ganzzahlige k 
E.= (x +k) als k'* Iterat von & —/f(&) aufgefaBt und demnach mit 
fa(&) bezeichnet werden. 

Gelingt es nun zu zeigen, daB zu jeder Lésung f(£) von (1) eine 
Funktion g(x) existiert, die der Gleichung geniigt 


(4) g(x + 1)=f(@) 
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und somit fiir jedes ganzzahlige k auch der Gleichung 


g(x + k) =fy(~@), 
so folgt, daB & = (x) die Gleichung (2) erfiillt, und daB es somit ge- 
niigt, diese Gleichung allgemein aufzulésen. 

Nun stéBt aber die Aufgabe, die Existenz eines solchen g(x) nach- 
zuweisen, meist auf uniiberwundene Schwierigkeiten. So ist die Zuziehung 
der Differenzengleichung (2) zwar noch niitzlich, doch bleibt es ungewiB, 
ob man durch ihre Vermittelung alle Lésungen von (1) erhalt. Um zu 
befriedigenden Resultaten zu gelangen, ist es daher geraten, die Aufgabe 
etwas zu beschrinken. Ferner ist es wiinschenswert, die Iteralgleichung, 
statt mittels des Umwegs iiber die Differenzengleichung, durch direkte 
Methoden anzugreifen, die einen tieferen Einblick in die Natur solcher 
Probleme gewihren. In diesem Sinne werde ich im folgenden einen ein- 
fachen Fall behandeln, der ein gewisses Interesse besitzt, nimlich die all- 
gemeine lineare homogene Iteralgleichung mit konstanten Koeffizienten 


fay (8) + As fn —1)(8) + Ashi, —2)(8) +:+-+a,_,f(§) +4,§ =90 
und werde an ihr verschiedene Begriffe entwickeln, die auch fiir das 
Studium komplizierterer Iteralgleichungen maBgebend sind. Bevor ich 
indes diese spezielle Aufgabe in Angriff nehme, ist es nétig, einige all- 
gemeine Betrachtungen vorauszuschicken. 


$1. 
Grundbegriffe. Litterale und funktionale Iteration. 


A. Die Begriffe: Substitution, Iteration und Funktionalgleichung 
lassen zwei verschiedene Auffassungen zu, eine engere und eine weitere, 
die wohl auseinander zu halten sind. Seien zwei regulire Potenzreihen 
vorgelegt 
R(E—a) = a+ a,(E—a«) + a,(E—a@)*+--- mit dem Konvergenzkreis A, 
S(y—B) = by + b,(n—B) + (y— BP +--- ” ” ” B, 
die wir als Elemente zweier analytischer Funktionen /(&), g(y) betrachten. 
Wird nun verlangt, man solle das Substitutionsprodukt g(f(§)) bilden fiir 
die Umgebung des Punktes #, so kann man zunichst so verfahren: Man 
setzt die Reihe R, so wie sie dasteht, in die Reihe S an Stelle von 7 ein, 
und entwickelt die einzelnen Glieder nach Potenzen von (§—«). Kon- 
vergiert die so entstehende neue Reihe, die wir mit T(§ — «) bezeichnen, 
so wird man sie als das gewiinschte Resultat ansehen und also setzen 

gf (E) = TE — @). 
Da hierbei die eine Reihe buchstiblich in die andere substituiert worden 
ist, nennen wir diese Art von Substitution Jlitteral. 
15* 
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Wie man sieht, konvergiert die Reihe Z dann und nur dann, went 
der dem Werte a, (dem ,,Mittelpunktwerte“ der Reihe $) entsprechende 
Punkt ganz innerhalb des Konvergenzkreises B von © liegt. Man kann 
also sagen: Zwei beliebige Reihen geben im allgemeinen kein litterales Sub- 
stitutionsprodukt, falls aber ein solches existiert, so ist es eindeutig durch die 
beiden Komponenten (bei festgesetzter Reihenfolge derselben) bestimmt. 

B. Es gibt aber noch eine zweite Methode, die Funktion f= R(§ — @) 
in die Funktion g = S(n — 8) zu substituieren, wobei es gleichgiiltig ist, 
ob der Punkt a, innerhalb oder auBerhalb des Konvergenzkreises B von 
S liegt, wenn er nur noch zum Existenzbereiche der Funktion g(y) ge- 
hért. Man verbinde namlich die Punkte 6 und a, durch eine beliebige 
Linie LZ, und setze die Reihe © lings LZ analytisch fort von B bis a), wo- 
durch sie schlieBlich iibergehen midge in die Reihe S*(y — a,) mit dem 
Konvergenzkreise C. Man kann dann immer einen mit A konzentrischen 
Kreis A, bestimmen, so daB, wenn &€ alle Punkte innerhalb A, durchliuft, 

R— a, = 4,(§ —a) + 4,(§ —a)?+--- 

ganz innerhalb des Kreises C verbleibt. Setzt man also die Reihe R an 
Stelle von 7 in S*(y — a,) ein und -entwickelt, so erhalt man eine inner- 
halb A, konvergente Reihe Z(§—«), die wir offenbar als Substitutions- 
produkt von f in g bezeichnen diirfen. Diese ist tibrigens durch die ge- 
gebenen Reihen R, S im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt; denn je 
nach Wahl der Linie Z erhilt man aus © durch Fortsetzung verschiedene 
Reihen in a, S,*, S,*,---, aus denen wiederum verschiedene Reihen 
Z,, Z,,--- hervorgehen, welche verschiedene Zweige der mehrdeutigen 
Funktion gf(§) vorstellen. Diese Art von Substitution, bei der eine Reihe 
nicht in die vorgelegte Reihe selbst, sondern in eine aus dieser durch Fort- 
setzung abgeleitete eingesetat wird, nenne ich nun funktionale Substitution. 
Sie ist eine im allgemeinen vieldeutige Operation, die z. B. immer méglich 
ist, wenn die Funktionen, die durch die beiden Reihen definiert sind, in 
der ganzen Ebene existieren. 

C. Aus dem Gesagten ergibt sich von selbst die doppelte Auffassung 
einer Funktionalgleichung, wie z. B. der folgenden 


(5) g(F @)) = @ - g(&). 

Diese Gleichung werde in der Umgebung des Nullpunktes befriedigt 
durch die beiden Reihen f = R(E), g = S(&). Dann ist méglicherweise 
das Substitutionsprodukt g(f(&)) entstanden durch direktes Einsetzen von 
R(E) in S, ist also = S(R(E)). Wir sagen dann, R und © erfiillen die 
Gleichung litteral. Es ist aber auch méglich, daB das litterale Substitu- 
tionsprodukt gar nicht existiert oder wenigstens die Gleichung nicht be- 
friedigt, sondern daB man erst ©(§) auf einem bestimmten Wege S nach 
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dem Punkte (0) = @ fortsetzen muB, und daB erst in die so entstehende 
Reihe S*(§ — «) das R(£) zu substituieren ist. Die obige Gleichung sieht 
also dann so aus 

S*(R & — «) = aS (6), 
d. h. der Buchstabe g auf den beiden Seiten von (5) bedeutet zwar dieselbe 
Funktion, aber nicht notwendig die gleiche Reihe, denselben Zweig. Wir 
sagen in diesem Falle, die Gleichung werde funktional befriedigt. 

D. Da unter dem Begriff der Substitution auch der der Iteration ent- 
halten ist, so ist die Bedeutung von litteraler und funktionaler Iteration 
nach dem Obigen sofort einleuchtend. Eine Potenzreihe R(§—«) ist 
danach litteral iterierbar, wenn der Punkt (0) noch im Konvergenz- 
gebiete von ® liegt. Soll das litterale Iterat dritter Ordnung existieren, 
so muB auch R(RO)— a) = R,)(0) in den Konvergenzkreis hinein- 
fallen usf. Ein litterales Iterat beliebiger Ordnung ist durch die Reihe 
selbst eindeutig bestimmt. 

Es interessieren uns nun besonders die Reihen, welche unbeschrankt 
litteral iterierbar sind, bei denen also die simtlichen Punkte, die den 
Zahlen R(0), R~)(0), Rg, 0,--- ad inf. entsprechen, in dem Konvergenz- 
bezirke von R(—— «@) liegen. Dahin gehéren natiirlich die unbeschrankt 
konvergenten Reihen. Aber auch unter den Reihen mit beschrinktem 
Konvergenzbereich gibt es viele von dieser Kigenschaft, nur sieht man es 
ihnen meist nicht sofort an. Nur bei einer Klasse von Reihen ist die un- 
beschrinkte Iterierbarkeit von vornherein garantiert, bei denen nimlich 
der Mittelpunkt des Konvergenzkreises ein Fixpunkt ist und die somit 
die Form haben 

RE—«) at aE—e) +a E—o* ++: 
Man erkennt unmittelbar, daB beliebig viele solcher Reihen, von demselben 
Mittelpunkte « ineinander litteral substituiert, wieder eine Reihe von der- 
selben Form ergeben, die in einem endlichen Kreise konvergiert, wenn 
dies bei den gegebenen Reihen der Fall ist. Ich nenne eine solche Reihe 
eine Hauptreihe. Mit ihr werden wir uns hauptsichlich zu beschiftigen 
haben. 

E. Der litteralen Iteration steht gegentiber die funktionale. Um zu 
einer Reihe f= R(E — «) = a,+a,(§—a@)+--- das zweite funktionale 
Iterat zu finden, hat man dieselbe auf allen méglichen Wegen bis zum 
Punkt $(0) = a, fortzusetzen und in die so erhaltenen Reihen 


RE ae My), RE ' Qs); Su 
an Stelle von — das R einzusetzen. Man erhiilt so fiir f)(§) eine Anzahl 
verschiedener Reihen R,(& — a), R,*(— — a), R,**(§ — a), ---. Wird eine 
derselben, z. B. 8, wieder fortgesetzt nach ®,(0) =), und wird dann 
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wieder fiir § R substituiert, so bekommt man Reihen fiir das dritte Iterat 
fis)(€)- Man erkennt so, da8 die funktionale Iteration eine im allgemeinen 
mehrdeutige Operation ist, die jedenfalls unbeschrankt oft ausfiihrbar ist, 
falls die gegebene Funktion in der ganzen Ebene existiert. Wird nur 
schlechtweg von Iteration einer Funktion gesprochen, so ist damit stets die 
funktionale Iteration als die allgemeinere gemeint. 

F. Noch auf einen Umstand will ich aufmerksam machen, der bei 
Iterationsproblemen von Wichtigkeit ist. Man kénnte glauben, es geniige, 
um die simtlichen Entwicklungen von f)(§) zu erhalten, eine einzige zu 
kennen, aus der die iibrigen durch Fortsetzung auf geschlossenen Wegen 
hervorgingen. Das ist aber nicht immer der Fall, da schon das zweite 
Iterat einer Funktion nicht mehr monogen zu sein braucht. Wird z. B. 


f(&) durch die Gleichung definiert 
fi—2ak-f+#4+1=0, 
so folgt fiir fj, die Gleichung 


fa? — 2af - fy t+ f+1=9, 


woraus durch Subtraktion sich ergibt 


(fis) — §) (fie) +.§—2af)=0, 
d. h. das zweite Iterat der Funktion 


f@) ab + VIF @— DP 
zerfallt in die beiden Funktionen 
fey =& und fg = (1 —20*)§ + 2aV1 + (a — 1)§ 
Nur bei eindeutigen Funktionen sind die verschiedenen Iterate sicher 
monogen. 


G. Nach diesen Erérterungen ist es nun méglich, die Frage nach 
der Auflésung einer Iteralgleichung 


(1) Gg, f, fe) 7 fn) =0 
praziser zu formulieren als dies anfangs geschah. Wird funktionale Itera- 
tion und Substitution als die allgemeinere zugelassen, so wird folgendes 
gefordert: Man suche eine gewisse analytische Funktion f(£), von der ein 
Zweig in der Umgebung eines reguliren Punktes « durch eine regulire 
Potenzreihe %i,( — «) dargestellt sei. Durch funktionale Iteration der- 
selben erhalt man dann eine endliche eder unendliche Anzahl von Reihen 
R,, R,*, R,**,--- welche die siimtlichen Zweige des zweiten Iterats f,) 
vorstellen, ebenso Reihen ®,, H,*, R,**,--- fiir fj) usw. 

Setzt man dann fiir /(€) die Reihe %,, fiir f) eine bestimmie der 
Reihen ®,, fiir fig, eine bestimmte der Reihen ®t, usf. in die Gleichung (1) 
ein, so muB diese identisch erfiillt sein. Es ist also fiir alle — etwa 
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(6) G(E, Ri E—a), R,*E—a),---, R,**E—a)) = 0. 


Dabei ist noch ein méglicher Umstand hervorzuheben. Lassen wir in der 
letzten identischen Gleichung § alle méglichen geschlossenen Wege be- 
schreiben, aber so, daB ®t, wieder in sich selbst zuriickkehrt, so ist es 
denkbar, daB die fiir fj... und die héheren Iterate gesetzten Reihen nicht 
in sich tibergehen, sondern daB etwa R, in R,**,---, R,** in R,* tiber- 
geht, so daB also auch die folgende identische Gleichung besteht 


(6a) G(é, KR, E—a), R,** E—a), ete: R,*(—E—a)) = 0. 


Es ist aber sogar denkbar, daB die Gleichung (1) noch durch eine andere 
Kombination der Reihen fiir f(.),fig,,--- befriedigt wird, daB etwa 


(6b) G(E, R,E—a), RE—a),---, R,E—a)) = 0 


ist, wo nun die Reihen §R,,--:, #, zwar auch Iterate von i, sind, wo aber 
die linke Seite nicht einfach aus der von (6) durch analytische Fort- 
setzung auf geschlossenem Weg kann erhalten werden. Solche zwei Auf- 
lésungen wie (R,, R,*, Pete #,*) in (6) und (R,, R, rm R,,) in (6a) 
werden wir alsdann als verschieden betrachten, obgleich beiden dieselbe 
Reihe ¥, zugrunde liegt. Hingegen fassen wir (%,, R,*,---, R,**) in (6) 
und (R,, R,**,---, R,*) in (6a), die durch Fortsetzung auseinander ent- 
stehen, als aquivalent auf. Man sieht also, daB es bei diesen Problemen 
eventuell nicht geniigt, die Funktion f(€) anzugeben, sondern daB zur 
volligen Charakterisierung der Lésung noch die Angabe derjenigen Iterate 
von f gehért, die in die Gleichung eingesetzt dieselbe zur identischen 
machen. 

H. Man erkennt aber auch, daB das so allgemein gefaBte Problem 
zur Zeit uniiberwindliche Schwierigkeiten darbietet. Eine Reihe funktional 
zu iterieren ist praktisch unausfiihrbar. Wollen wir also die Aufgabe einer 
direkten Behandlung zuginglich machen, so miissen wir die Forderung 
hinzunehmen, da8 uur litterale Substitutionen zugelassen werden. (Nur 
bei algebraischen Funktionen 1a8t sich auch die funktionale Iteration 
einigermaBen behandeln.) Man wird also eine Iteralgleichung etwa so zu 
lésen versuchen, daB man eine Reihe fiir f(€) ansetzt, sie litteral iteriert 
und durch Einsetzen in die Gleichung Rekursionsformeln fiir die Koef- 
fizienten bestimmt. Aber auch dies fiihrt im allgemeinen zu keinem Ziel, 
da diese Rekursionsgleichungen unendlich viele Glieder besitzen. Dies 
tritt nur dann nicht ein, wenn die fiir f(€) angenommene Reihe zu den 
oben erwaihnten Hauptreihen gehért. Fiir die Zusammensetzung solcher 
Reihen gelten niimlich einfache Gesetze, so daB sich mit ihnen leicht 
rechnen laiBt. Wir werden somit darauf gefiihrt, das Problem der Glei- 
chung (1) in der folgenden weit engeren Fassung zu formulieren: 
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Gesucht ist eine Hauptreihe R = a+ a,(E—a)+---, die mit ihren 
litteralen Iteraten die Iteralgleichung zur identischen macht. 

Eine solche Lésung werde ich fortan eine Haupilisung nennen. Da 
eine beliebig gegebene Iteralgleichung im allgemeinen keine Hauptlésung 
besitzt, ergibt sich die weitere Aufgabe, alle Iteralgleichungen von bestimmter 
Form anzugeben, die eine Hauptlisung zulassen. 


g§ 2. 
Funktionale Lésung der linearen Iteralgleichung mit konstanten 
Koeffizienten. 


‘A. Nach diesen Erklirungen, die fiir allgemeine Probleme der Itera- 
tionsrechnung maBgebend sind, wende ich mich der schon genannten spe- 
ziellen Aufgabe zu, die lineare homogene Iteralgleichung mit konstanten 
Koeffizienten zu lésen 


(7) fon + 9 fiat) + °° + + Myf + 4,8 = 0. 
Fiir unsere Untersuchung ist von Wichtigkeit die rationale Funktion 
g(x) — a” + a,x" * + tee + a, 1% + a,- 
Die Gleichung 
(8) g(z) = 0 
nenne ich die Grundgleichung des Problems, und bezeichne ihre Wurzeln 
mit 
@o, @y,°**, @,_4- 


Verlangt man die allgemeinste (funktionale) Lésung von (7), so wird man 
nach den einleitenden Betrachtungen zu beweisen suchen, daf fiir jedes 
f(§), das der Gl. (7) geniigt, eine Funktion g(x) existiert, so dab 


p(x + 1) = f(~@). 
Dann erfillt nimlich g(x) die Gleichung 
(9) g(a +n)+ ap@t+n—1)+---+a,9(2) =0 


und die allgemeinste Lésung von (9) liefert die allgemeinste Lésung von 
(7) durch Elimination von x aus 


(10) _ §=9@), f=e@+)). 


Nun stéBt aber der geforderte Existenzbeweis auf Schwierigkeiten, die mit 
den heutigen Hilfsmitteln wohl kaum zu iiberwinden sind. Wir kinnen 
also die Gleichung (9) zwar benutzen, wm Lisungen von (7) zu bekommen. 
wir wissen aber nicht, ob wir so wirklich die allgemeinsten erhalten. 
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Die Auflésung von (9) ist bekanntlich 
(11) p(x) = Cya* + C,a,? +--+ + Cr-1@%-1, 
falls @, ,,--- alle unter sich verschieden sind, oder 
p(x) = (Cy + Ca + Oya? + ++ -)ege +--+ + 

(Cr+ Ca+C", 2+ ---)or +++, 
falls gewisse unter den Wurzeln von (8) zusammenfallen. 

Darin bedeuten die GréBen C Konstante, oder willkiirliche Funktionen 
von 2, die der einen Bedingung geniigen; 

C.(a + 1) = 6,(2). 

B. Betrachten wir sie zunichst alle als Konstanten, so ist (x) in 
allen Fiillen eine ganze transzendente Funktion. Durch die erste der Glei- 
chungen (10) wird dann x definiert als unendlich vieldeutige Funktion 


von &, die in der ganzen Ebene existiert. Sei ein Zweig derselben in 
der Nihe des reguliren Punktes « dargestellt durch die Reihe 


2 = Ay + 4,(6—0) + 4(E— 0) ++, 
so liefert ihre Substitution in die zweite Gleichung (10) die Entwicklung 
(12) f() = B+ BE — a) + B(E—a)?+--., 
welche ein Element einer Liésung von (7) darstellt. Da die » Kon- 
stanten C,, C,,--- willkiirlich sind, so hiingen auch die Koeffizienten B, 
von willkiirlichen Parametern ab, deren Anzahl aber nur n—1 ist. An- 
genommen nimlich, dab g(x) durch Gleichung (11) bestimmt ist, so ist 
klar, daB g(x) unverindert bleibt, wenn man gleichzeitig 

x, Cy, C,, ei C, 1 


(11a) 


ersetzt durch 

<< Y; C,a,"; C,a,", »*%e C,-1@%-1, 
worin y eine beliebige GréBe ist. Folglich wird auch f(€) durch diese 
Substitution nicht geindert. Betrachtet man also den Koeffizienten B, 
als Funktion ® von C,, C,,---, C,, so geniigt ® der Differentialgleichung 


iy o(C,ee", Crem, tesy C,,_ ,e%-1") = 0 


oder 
eo OL) 


oo 
C000 az + +C an = 0 
0% 50, + C9, aC, + + Cy-10n-1 aC, ’ 
worin @), @,, °°: die Hauptwerte der Logarithmen von ap, @,, --~ sind. 
Setzt man also (nach passender Auswahl eines Zweiges) 


1 


(13) | ~ : 


a 
Cee 
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wo jede der GréBen ¢ ein partikulires Integral der obigen Differential- 
gleichung darstellt, so erkennt man, daB f(&) in der Tat nur von den 
n—1 Parametern ¢,, ---, ¢,_, abhingt. q. ed. Wir kénnen also den 
Satz aussprechen: 

Satz 1. Die allgemeine Gleichung (7) besitet immer eine funktionale 
Lisung, die in der ganzen Ebene existiert und noch von n—1 willkiir- 
lichen Parametern abhiingig ist. 

C. Diese Lésung ist indes nicht die einzige, die uns diese Methode 
liefert. Wahlen wir niamlich fiir Q,, C,, --- bestimmte periodische Funk- 
tionen mit der Periode Eins, z. B. ganze Funktionen von e**‘*, so er- 
halten wir aus (10) durch dieselbe Uberlegung unendlich viele weitere 
Lésungen. Leider gelingt es nicht, diese Abhingigkeit von den willkiir- 
lichen Funktionen C,(x), C,(#) usw. in der expliziten Darstellung von /(&) 
formal zum Ausdruck zu bringen, ausgenommen in einem speziellen Falle. 
Falls nimlich die Koeffizienten a,, a,,--- solehe Werte haben, daB 


2aki 
a=-1, a—e" (A=1,---,n—1) 
ist, mit anderen Worten, falls die Iteralgleichung (7) die Form hat 
(14) fa —§=9, 


so hat die allgemeine Lésung von (9), falls noch J, = y,(e**'*) gesetzt 
wird, die Form 
222i 22 (n-1)e 


p (a) = y(e***) + yo, (27*)e" “4...4 , 1 (27!) -e* i 


227i 


d. h. y(z) ist gleich einer willkiirlichen Funktion y von e* -. Setzt man 
2% 


also e" =<, so folgt aus den Gleichungen (10) durch Elimination von 
22i 


e” , dab f(&) die Form hat 
(15) f(&) = O( -%@), 


worin ® eine beliebige Funktion und © ihre Inverse ist. Das ist aber 
in der Tat die bekannte Darstellung einer allgemeinen zyklischen Funktion 
von der Periode n. 
§ 3. 
Algebraische Fiille. 


Nachdem wir Lésungen der allgemeinen Gleichung (7) gefunden 
haben, die jedenfalls im allgemeinen unendlich-vieldeutige Funktionen sind, 
stellen wir uns nunmehr die Frage: ,Gibt es vielleicht spezielle Glei- 
chungen der Form (7), die algebraische Lésungen besitzen?“ 








da 


ze 


(1 


weo-—™ dao @ au 








zt 


n 


or 
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Um diese Frage zu beantworten, haben wir nur zu untersuchen, ob 
man die Funktion (a) des vorigen Paragraphen so spezialisieren kann, 
daB durch die Gleichungen (10) 

f= p(«), f= p(x + 1) 
eine algebraische Funktion definiert wird. 

Nun kann man g(x), p(w +1),---, p(w@+) auffassen als lineare 
Aggregate von m linear unabhingigen Funktionen, die im Fall, daB die 
Wurzeln , alle verschieden sind, oj, ---, @%_,; lauten, im Falle zu- 
sammenfallender Wurzeln zum Teil die Form z’*@,* (A<m) haben. Man 
kann daher die » Gleichungen 


§ = 9(2), f= 9(@+1), °°, fa-1) = O(@ + "— 1) 


_ nach diesen Funktionen auflésen und diese als lineare Aggregate von 


g, f re fn-1) 
darstellen. Wird nun /(&) algebraisch angenommen, so werden auch jene 
Aggregate algebraische Funktionen, die wir mit ,(&), ---, ®,_,(&) be- 
zeichnen wollen, und man hat somit 


(16) @" = ,(€), eat a co," — ,(&), ged (k oe 0, 1, nde 3... So 1) 


Nun sind %,---,®,_, algebraisch und folglich besteht zwischen 
je zwei von ihnen, z. B. zwischen %, und 9,, eine algebraische Gleichung. 
Das Gleiche muB daher fiir die Exponentialfunktionen gelten, d. h. zwi- 
schen @,* und jeder der »—1 anderen Funktionen muB eine algebraische 
Relation stattfinden. Dies ist aber bekanntlich nur dann méglich, 

1. wenn keine Funktionen der Form 2’@,* (fiir 4 > 0) vorkommen, 
wenn also fiir jedes k von 0 bis n— 1:0, =,” gilt, und 

2. wenn samtliche Wurzeln @,,---, @,_, rationalzahlige Potenzen 
einer einzelnen unter ihnen sind. 

Ist die letzte Bedingung erfillt, so kann man immer eine GréBe 
angeben (die entweder selbst eine der Zahlen @, ist oder eine Wurzel aus 
einer von ihnen), so daB man setzen kann 
(i7) Wy = O°, @, = WP, +++, @,_1 = @Pn—1, 

WO NUN Po, -**, Pa; ganze (positive oder negative) Zahlen bedeuten. 

Die beiden obigen Bedingungen sind aber nicht nur notwendig, son- 
dern auch hinreichend. Denn sind sie erfiillt, so nimmt g(x) die Ge- 
stalt an 


(18) (2) = Qom* + Cart +--+ C,_,om-1* = ¥(0%), 
worin 

(19) ¥(y) = Coy + Cry +--+ + Cy yPant 

gesetzt ist. 
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Hierin bedeuten C,,---, C,_, im allgemeinen Konstante, nur wenn 


2ni 
@ gleich einer Einheitswurzel, etwa =e” ist, hat man darunter alge. 
braische Funktionen von w** = e**'* zu verstehen. Setzt man noch 
*=—=y, so sind f(x) und diejenigen seiner Iterate, die der Differenzen- 
gleichung geniigen, durch die Formeln definiert 


E = Coy + Cry + Phas 1yPa-1 = oy) 
(20) f&) = - Colou + ¢, (ov dae: FC, (oye i= * ¥(@y) 


fab — = G(@ Ay + 0 (ao wp - oJ C,. (ot ya = vo y)- 

Die beiden ersten Gleichungen 1 bestimmen /(€) im allgemeinen als 
algebraische Funktion von § vom Rang Null, die noch von » — 1 will- 
kiirlichen Parametern abhingt (vergl. § 2, (12), (13)). Nur wenn w’=1, 
ist und die Q,,---, C,_, also als beliebige algebraische Funktionen von 
o”* betrachtet werden diirfen, erhalten wir je nach der Wahl dieser Funk- 
tionen unendlich viele verschiedene Liésungen f(&), die aber alle zugleich 
zyklische Funktionen sind, wie man aus der letzten Formel (20) fir 
k =v unmittelbar erkennt. 

Wir fassen das Ergebnis dieses Paragraphen zusammen in den 

Satz 2. Soll unter den unendlich vielen Lisungen der Iteralgleichwng 
(7) (die man mit Hilfe der Differenzengleichung erhiilt) eine algebraische 
vorkommen, die zudem keiner Iteralgleichung derselben Art von niedrigerer 
Ordnung geniigt, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung hierfiir 
die, daB die stimtlichen Wurzeln der zugehdrigen Grundgleichung voneinander 
verschieden sind und sich als positiv- oder negativ-ganzzahlige Potenzen einer 
einzigen Grife darstellen lassen, daB die Grundgleichung also die Gestalt hat 
(21) g(t) = (to) (¢— om) «+ (t= @%-1) = 0 

(Por ***» Pa—-1 = pos. oder neg. ganze Z.). 

SchlieBlich mége noch ein Beispiel Platz finden. Soll die Iteralglei- 
chung zweiter Ordnung 
(22) fay(&) + a, f(E) + a6 = 0 
eine algebraische Lésung besitzen, so muf nach Satz 2 die zugehérige 
Grundgleichung die Form haben 


y() = (@ — o) (x — oF), 


ane dee (we + co), A, = Oth, 
hierin ist @ eine beliebige von 0 verschiedene Zahl, fiir die nicht zu- 
fillig ow’ =o” oder w”™-?%—1 wird. f wird dann mittels des Para- 
meters y dargestellt durch die beiden Gleichungen 


B= CyyPe+ Cry, f = Cra - yo + C,ariyh. (Cy), C, = Konstanten) 


d. h. es mu8 sein 
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Eliminieren wir einmal y*, das andere Mal y”, setzen den Ausdrack 
C,P(— Cy)- (ao?! — woPe)Po— i = ft, 
so kommt schlieBlich fiir f(§) die algebraische Gleichung 
(23) (f— OPE)» — t(f — oF 8) = 0, 
worin ¢ eine beliebige GréBe, p., p, positive oder negative ganze Zahlen 
bedeuten. So findet man fiir p—2, p,=—1, t=2r als algebraische 
Lésung der Gleichung 
(24) fey — (a? + o)f + @°§ =0 
die Funktion 
(25) fG) = oF +++ V2@?—o)tE+ 7 
Es folgt dann 








V2(o? — w)cf(@) + fF = + [(@ — 1)t + @ V2(@? — @) cE + I, 


woraus man erkennt, daB das zweite Iterat f,. in zwei monogene Funk- 
tionen zerfallt, die ich durch f;* und fi,** unterscheide. Nimlich es 
wird, wenn wir die Quadratwurzel in (25) kurz mit Y bezeichnen 


(26) fa* = off + (@? + w)t + (@? + 0) 


fa** = off + (@* — @)t+(o?—o)y. 


Man sieht hieraus leicht, daB f* dasjenige Iterat von / ist, das die 
vorgelegte Gleichung (24) befriedigt. Das andere Iterat f.** aber geniigt 
mit f zusammen der Iteralgleichung 


(27) fa) — (@*? — @)f — wo § = 0. 

Die Funktion f geniigt also zwei verschiedenen Iteralgleichungen der- 
selben Ordnung. Wihrend z. B. fiir die Wurzel einer algebraischen 
Gleichung stets eine einzige Gleichung von niedrigstem Grad existiert, 
der jene geniigt, und die dann irreduzibel heiBt, so kann die Lésung 
einer Iteralgleichung der betrachteten Form sehr wohl mehrere solcher 
Gleichungen von derselben Ordnung befriedigen und doch keiner Glei- 
chung von niedrigerer Ordnung Geniige leisten. 


§ 4. 
Litterale Losung der linearen Iteralgleichung. 


Zu ganz anderen Ergebnissen gelangt man, wenn man, was von nun 
an durchweg angenommen wird, die funktionale Iteration und Substitution 
ausschlieBt und im Sinne von § 1, H der vorgelegten Iteralgleichung durch 
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eine Hauptreihe und deren litterale Iterate zu geniigen sucht. Wir stellen 
uns also in diesem Abschnitte die Aufgabe, alle Iteralgleichungen der Form 


(7) fin + Os fin 1) + =) + a, sf + a,§ =0 
aufzustellen, die eine Hauptlisung zulassen, und diese selbst explizite zu ent- 
wickeln. 

Anders gefaBt kann man das Problem auch so formulieren: 

Man soll alle Hauptreihen angeben von der Eigenschaft, daB zwischen 
einer endlichen Anzahl ihrer Iterate eine lineare Relation besteht. 

Es wird sich das interessante Resultat ergeben, daB diese Haupt- 
reihen (von einem speziellen Falle abgesehen) algebraische Funktionen dar- 
stellen. 

A. Es ist praktisch, lineare Aggregate von Iteraten durch gewisse 
Operationssymbole zu bezeichnen. Wird, wie bisher, unter g(x) =0 die 
Grundgleichung von (7) verstanden, so schreibe ich fiir die linke Seite 
von (7) kurz 

g(/é 
und nenne das Operationszeichen g(f) = a)(/)" + a,(f)"-!+---+a, ein 
(ganzes rationales) Funktional n'" Grades. Das Symbol (f+ h) heiBt ein 
lineares Funktional, das Resultat seiner Anwendung auf eine Funktion 
@(&) soll den Ausdruck %(f) +h-(§) bedeuten. Fiir die Zusammen- 
setzung solcher Funktionale gelten dieselben formalen Regeln wie fiir die 
Multiplikation rationaler Funktionen, z. B. ist 


(f+) F+EO® =F +h) (OP + OG) = (H+ + bP + hKo® 
= O(fig)) + (h + k)O(f) + hkO(E), 
weshalb wir die Worte Multiplikation, Produkt, Teiler usf. auch hierfiir 
gebrauchen. Mit Hilfe der Wurzeln , kann man also die vorgelegte 
Iteralgleichung in der Form schreiben 
g(f)é - (f- @q) (f- @,) ++ (f— @,_1)§ =0, 
d. h. man kann ihre linke Seite auffassen als durch sukzessive Anwendung 


der linearen Funktionale (f — @,) auf £ enstanden, oder kurz als Produkt 
dieser Funktionale. 


B. Betrachten wir einen Augenblick die nicht homogene Gleichung 
(28) g(f)& = ¢ = constans. 
Denken wir uns dieselbe durch eine Hauptreihe R(~)= «+ b,(§—«a)+-:: 
befriedigt, so folgt fiir § =a und folglich auch Ry («) = « 
(29) eg(1)=a(1+a,+a,+---+4a4,) =e. 
Setzt man ferner — + a fiir — und fihrt an Stelle von R eine Reihe S 








el 









































en 
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ein mittels der Beziehung R(— + a) — a = S(€), so hat man zuniichst 
Ro + «) =e + Sq (€) und somit die transformierte Gleichung 
g(B)( + «) = g(S)€ + ag(1) =. : 
Wegen der vorhergehenden Gleichung ist daher { 
g($)§ = 0, | 
d. h. die Lésung der nicht-homogenen Gleichung (28) laBt sich auf die der 
homogenen Gleichung (7) zuriickfithren. Eine Ausnahme tritt nur ein, 
wenn 


g(1)=0 und c+0 | 
ist, in welchem Falle (28) keine Hauptlésung besitzt. Wir betrachten also 
nur noch die homogene Gleichung (7). Es gilt dann 
(29) a-g(1)=0. 
Hieraus folgt im allgemeinen « = 0, 4. h. R(§) hat die Form 
ETD +... 
Nur falls zufallig g(1) = 0 ist, bleibt @ unbestimmt, d.h. mit R(§) ist 


dann auch 
S(§) =a + RE —«) 
Lisung der Gleichung. 


C. Jede Wurzel w, der Grundgleichung liefert offenbar in der 
Funktion 
f=a,-§ 
eine Lésung des Problems. Diese Lésungen heiBen die trivialen. Kinftig 
soll unter ,,Hauptlésung“ oder auch nur ,,Liésung“ stets eine nichttriviale 
Hauptreihe verstanden werden. 


D. Ist R(é) eine Lésung von g(f) = 0, so ist fiir jede Zahl ¢ auch 
S(®) = ¢ REE) 
eine solche; denn es folgt fiir jedes n 
1 
Su (8) sear Ry (C8) 
und somit wegen g(R) = 0 auch 


= g(R) (ck) = g(S)§ = 0. q. e. d. | 


Es folgt daraus, daB die Hauptlésung R(&), falls sie existiert, min- 
destens einen willkiirlichen Parameter enthilt. Sie kann aber auch mehrere 
enthalten, ¢,, f,,---, ¢,, tiber deren Form wir dann eine Aussage machen 
kénnen. Denn da mit R=b,§ + b,&+----+ 0,8 +--+ zugleich 


g— FC agp... +de- +... 
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Lésung ist, so miissen die Koeffizienten von S aus den entsprechenden in 
R durch eine Anderung der Parameter erzeugt werden kénnen. Es muf 
folglich allgemein b, eine homogene Funktion (k — 1)" Grades von t,,---, t, 
sein, oder wenigstens auf diese Form gebracht werden kinnen. 

E. Im folgenden betrachten wir an Stelle der Iteralgleichung (7) die 
etwas allgemeinere 


(30) g(f)O(E) = Of) + 4 O (Pan) $+ + 1 Of) + 4,0 (8) = 0. 
Hierin bedeutet ®(£) eine gegebene Potenzreihe von & ohne konstantes 
Glied, die wir die Basis der Gleichung nennen. Auch (30) heiBt eine 
lineare Iteralgleichung (von der Basis ®), und g(t) = 0 ihre Grundgleichung. 
Eine Hauptreihe, die sie lést, schreiben wir meist in der Form 

R(é) = w§ + 0,6? + BE + ---, o +0 
worin @ fiir }, steht, weil dieser erste Koeffizient eine ausgezeichnete 
Rolle spielt; er heiBt ,der Multiplikator der Reihe“. 

Von diesen Hauptreihen werde ich nun eine Reihe von Hilfssitzen 
beweisen und hebe zunichst einige leicht einzusehende EKigenschaften her- 
vor. Verschiedene konvergente Hauptreihen ineinander substituiert geben 
wieder eine konvergente Hauptreihe. Insbesondere existieren mit R(é) die 
simtlichen Iterate Ry), /'g,---, deren Multiplikatoren die sukzessiven 
Potenzen des Multiplikators von R(£) sind. Ferner existiert die Umkeh- 
rung der Reihe R, die wir mit R(£) bezeichnen. Jede Reihe der Form 
® = eg & + ¢,§"*+'+--- ist die w* Potenz einer Hauptreihe H(&), die 
Umkehrung der Funktion ® entsteht daher, indem man in der inversen 

1 1 
Hauptreihe H(é), &“ fiir — einsetzt, dh. es ist O(€)-—H(E“), wenn 
®(&) = H“(§) ist. 

Diese Bemerkung geniigt, um von der Gleichung (30) eine Lésung 
angeben zu kénnen. Hat darin (&) die Form e§+---, und ist a, 
eine Wurzel von g(é), so bilde man mit Hilfe der inversen Funktion 
die Reihe 


1 2 


= : e (wf" - of") 
RE) = (0, @) = o,"§ +89 py... 


1 
(welche wegen der Vieldeutigkeit von @,“ eigentlich w Reihen vertritt). 
R(§) ist dann eine Hauptlésung von (30), wie unmittelbar einleuchtet. 
Sie befriedigt aber bereits die Iteralgieichung erster Ordnung 


(R — @,)0(§) = 0. 


Wir bezeichnen alle diese Liésungen als trivial und schlieBen sie kiinftig 
aus, wenn von einer Lisung die Rede ist. 
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F. Fiir das Rechnen mit Hauptreihen gelten nun die folgenden Siatze: 
Lemma 1. Ist g(R)® =0 und §(f) ein ganzes Funktional, so ist auch 
t, §(R) g(R)o = 0. 
Beweis. Ist zunichst R eine beliebige Hauptreihe, so ist 
g(R) O(&) = %, (8) 
eine ganze Potenzreihe. Soll nun g(R)® identisch verschwinden, so miissen 


alle Koeffizienten von , gleich Null sein. Dann verschwinden aber auch 
die Koeffizienten der folgenden Reihen 


g. ©, (R®) = (R), = (R)g(R)®, -- -, (Ray) = (R)"g(B)9, - -- 
und somit ist auch jedes lineare Aggregat derselben identisch gleich Null, 


0 wie der Satz behauptet. — 
Infolge dieses Satzes kann man auf zwei Funktionale g(R), §(R) den 





¥ Euklidischen Algorithmus anwenden zur Bestimmung des gréBten gemein- 

nn samen Teilers &(R) und beweist so: 

‘ Lemma 2. Ist zugleich g(R)® =0 und §(R)® =0 und E(R) der 

ie grépte gemeinsame Teiler von g(R), §(R), so ist auch Z(R) = 0. 

n Unter allen Gleichungen der Form (30), die zur selben Basis ® ge- 

1- héren und die von einer gewissen Reihe R(£) befriedigt werden, gibt 

n es eine von niedrigster Ordnung. Diese sowohl wie das sie erzeugende 

e Funktional nennen wir irreduzibel in bezug auf R iiber der Basis ®. Um- 

n gekehrt, ist eine Gleichung gegeben und geniigt R(£) derselben, aber 

keiner anderen von niedrigerer Ordnung und derselben Basis, so heibt R 

n eine primitive Lésung, andernfalls eine imprimitive. Den Zusatz ,,iiber 
der Basis ©“ lassen wir in den folgenden Sitzen der Kiirze halber weg. 

- Man beweist dann wie in der Algebra: 

) ; 

; Lemma 3. Ist g(i)® =0 und g,(R)o =0, und gq irreducibel in besug 
auf R, so ist g(R) durch go(R) teilbar. Ist die Ordnung von g niedriger 
als die von Q, so miissen alle Koeffizienten von g verschwinden. 

Lemma 4. Ist (R—h)O(t) =0 fiir R= @&+---, D=QE+--,, 
so muB notwendig 

). h = w* 

4 sein. 


Denn ordnet man die linke Seite der Gleichung nach § und bemerkt, 
daB dann alle Koeffizienten, insbesondere der erste, verschwinden miissen, 
so ergibt sich unmittelbar der Satz. 

z Im folgenden haben wir hiiufig zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem 
@ eine Hinheitswurzel ist oder nicht, so gleich in dem wichtigen 
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Lemma 5. Wenn — + 0 ist, so kann die Gleichung 
(31) (R—1)0(€)=0 oder (R) = (6) 


nur so bestehen, daB entweder R =&, oder © = constans ist. 

Die vorige Gleichung wird offenbar durch R= £ oder © = const. 
befriedigt. Nimmt man aber an, R(£) = w& + b,f+!+---, wo b,+0 
ist, und ® als wirkliche Funktion, so gibt das Lemma 4 als notwendige 
Bedingung w“=1. Aber die Annahme w= 1 fiihrt auf einen Widerspruch, 
denn substituiert man R in (31) und entwickelt nach Taylor, so er- 
gibt sich 
0 = OE+0,8414--.) 0 =O (HOE +--) + © 9 OB y.., 
was wegen b.+0, ©’+0 nicht méglich ist. ‘a kann in der Tat 

“4 


héchstens im Fall ° oi —O eine nichttriviale Lésung von (31) existieren. 


DaB dies bei peasend gewahlter Basis ® wirklich eintritt, werden wir 
weiter unten nachweisen. 


Lemma 6. Ist o=«, & =1 und (R—s")(~)=0, so ist R(é) 
eine zyklische Funktion von der Periode v, d. h. es ist R= §. 

Denn aus &(R) = e(&) folgt O( Ry) = «*“O(€), --- und schlieBlich 
©(R,,)) = «’*@ = ©; da nun der Multiplikator von R,,) gleich &” = 1, und 
® eine wirkliche Funktion, so folgt nach Lemma 5 


Ry, = 6. 


Lemma 7. Aus (R—h)"® = 0 folgt (R—h)® = 0. 

Beweis. Erster Fall: o=6, & =1. 

Falls R(&) die angenommene Gleichung befriedigt, gibt es einen 
kleinsten Exponenten 4 <n, fiir den auch (R—k)'® =O ist. Man hat 
zu zeigen, dab 2=—1 ist. Zunichst ergibt sich, wie bei Lemma 4, 
(s" —h)' = 0 oder h =e". Die Funktion ©, (£) = (R—e“)'>(&) ist dann 
nicht identisch gleich Null, und kann sich (wegen R(O) = 0, (0) = 0) 
auch nicht auf eine von Null verschiedene Konstante reduzieren. Aus 
der angenommenen Gleichung 

(R—#)o = (R—#)o, = 0 
darf man also nach Lemma 6 schlieBen, daB R,,. = & ist. Daraus folgt, daB 
auch ©(R,,)) = (§) oder (R’—1)o(€)=0 ist. "Wen haben die Funktionale 
(R’—1) und (R—&)* den gréBten gemeinsamen Teiler (R—«), also 
folgt nach Lemma 2, daB (R—e)®=0 d. h. daB 2=1 ist. q<.e. d. 
Zweiter Fall: o keine Einheitswurzel. 
Durch Substitution von R= w§ + b,&?+---in O= Cx &« +... findet man 


(R—h)o = O(R) — hog) = Ae" + ET + -. 


9 











or 


) 
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d. h. durch Anwendung der Operation (R—h) auf eine Reihe © gehen 
die Koeffizienten e, derselben iiber in GréBen ef, die aus den alten nach 
folgendem Bildungsgesetz entstehen: 


(32) ev= (a —h)e,; +++, ef) = (wt —h)e, + Par aia Tot Peru en 
worin die p,, aus den b, zusammengesetzt sind. Durch n-malige An- 
wendung des Funktionals (R—h) entsteht somit 


(R —hyo = > ee, 


wobei e(”) ebenso aus e\’-” entsteht wie e aus e,. Man kann dann 
mittels der Formeln (32) allgemein e(’) ausdriicken durch ef), -., e) und 
erhilt ein ahnliches System wie (32), nur mit andern Koeffizienten 
(83) ef) = (oye? ,---,€8) = (ah) eh + wer et tet pee 
Nun ist nach Annahme e¢(") = 0 fiir alle k >u, und wir haben zu zeigen, 
daB dann auch alle ef) = 0 sind. Zunichst ergibt sich (m*—h)" = 0, also 
h =“ und somit auch el) = 0 (siehe (32)). Angenommen es sei schon 
bewiesen, daB e! = 0, a, =0,---,e&1=0 ist, so folgt aus der letzten 
Formel (33) (@*—@)"-'e) =0. Da @ aber keine Hinheitswurzel ist 
so kann der Faktor von ef nicht Null sein, also muB e =O sein, 
w. z. b. w. 

Lemma 8. Ist g(t) = (t—«,)*(t—a,)™ - - - (t—@,)* Wo @9, @,,+--,@ 
unter sich verschieden sind, und setzt man 

g(t) = (¢— a) (t—@,) --- (¢—a,), 

so befriedigt jede Hauptlisung R(§) von 


g(R)> = 0 


» 


auch die Gleichung 
g(R)o =0. 

Beweis. Man setze g(R) = (R—o,)%g)(R) und g,(R)(€) = %,(E). 
Wir diirfen dann voraussetzen, daB g,(R)® nicht identisch = 0 ist; denn 
sonst kniipfen wir die ganze Betrachtung an diese Gleichung an und 
erkennen zugleich, daB, wenn der Satz fiir diese gilt, er auch fiir die ge- 
gebene Gleichung richtig ist. Aus dieser letzteren, die man nun schreiben 
kann (R—«,)*®, = 0 folgt nach Lemma 7 (R—@,)®,—(R—«,) g9(R)O=0. 
Setzen wir weiter 

(R—o,)g(R) = (R—oy) (R—a,)"g,(R) und (R—a,)g9(R) = %, 
so schlieBt man ebenso, daB auch (R—a,)(R—«,)g,(R)® = 0 ist. Indem 
man so fortfihrt, erhilt man den behaupteten Satz. 

H. Ist also eine Iteralgleichung der betrachteten Form vorgelegt, so 
16* 
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kann man zuniichst aus dem erzeugenden Funktional die mehrfachen 
Faktoren weglassen und kommt so zu einer Gleichung niedrigerer Ord- 
nung, die dieselben Hauptlésungen besitzt wie die gegebene Gleichung. 
Sie heiBe die reduzierte Gleichung und werde wieder mit g(f)® =0 be- 
zeichnet. Eine Hauptlésung R derselben kann dann primitiv oder un- 
primitiv sein. Im letzteren Fall geniigt R primitiv einer Gleichung 
niedrigerer Ordnung, deren Funktional ein Faktor von g(/) ist (Lemma 3), 
und umgekehrt ist jede Lésung einer Gleichung, die zu einem Faktor von 
g(f) gehért, eine imprimitive Lésung der gegebenen Gleichung (Lemma 1). 
Es geniigt also, um alle Lésungen zu finden, die primitiven Lésungen jeder 
Gleichung bestimmen zu kénnen, wenn solche iiberhaupt existieren. Das 
Kennzeichen hierfiir liefert nun der folgende 

Satz 3. Soll die Iteralgleichung g(f)0(&)=0, wo 0 =c,& +--- 
gegeben ist, eine Hauptreihe R= w& + b,&?+--- zur primitiven Lisung 
haben, so ist notwendig und hinreichend, daB die Wurzeln der Grundglei- 
chung unter sich verschieden und positiv-ganzzahlige Potenzen der u*" Wurzel 
einer bestimmten unter ihnen sind, dap also 


(34) g(t) —(¢—a) (+f). (ta ) 
ist. 

Beweis. Angenommen 
(35) a(f)o =(f—@)- -(f—o,_,)o =0 


habe die primitive Hauptlésung R (sei also in bezug auf R irreduzibel), 
so setze man 


1 g(t) => i , — 4 => eee —s 

C8) ge) to, 7H) at HOO) — 4,6) G—G1,-,0—1) 

Wegen der Irreduzibilitit von g(R) miissen (Lemma 8) die Wurzeln 
@, unter sich verschieden sein, und aus demselben Grund kann keine der 
n Funktionen ®, identisch gleich Null sein (auch nicht gleich einer Kon- 
stanten, da ©,(0) = 0 ist). Die gegebene Iteralgleichung laiBt sich somit 
auf » Arten in die Form bringen 
Hierin hat , jedenfalls die Form ®, = e,§”* +--- und somit ist (nach 
Lemma 4) 
(38) @, = wri. 
Aus der Gleichung g(R)® =0 folgt aber durch Entwicklung der linken 
Seite und Nullsetzen der Koeffizienten 

g(o*) = 0 
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d. h. einer der Exponenten p,, etwa p,, muB gleich uw sein. Man hat also 
1 


(39) o = wf 


P, 
und folglich o, = @,“ , womit gezeigt ist, daB die Bedingung (34) tatsiich- 
lich notwendig ist. 

J. Ist diese Bedingung erfillt, so wird der Multiplikator @ einer 
etwaigen Hauptlésung durch (39) w-deutig bestimmt. Fiihrt man ihn 
ein, so nimmt die Gleichung (35) die Gestalt an 


(40) g(f)® = (f—@)(f—@®) - -- (f—@*-1)@ = 0. 
DaB diese Gleichung stets eine primitive Hauptlésung besitzt, zeigen wir, 


indem wir dieselbe explizite aufstellen. Die Gleichungen (37) nehmen 
jetzt die Form an 


(41) (KR) = o)(&), ,(R) = oO, (&), ---, O,_1(R) = o-10,_, (8). 


Durch Elimination von @ erhilt man hieraus die n—1 Gleichungen 


mB [%@} 
[%,(R)]}’2 — [, (6) 
Darin sind Ziahler und Nenner jedes Bruches Potenzreihen, die beide mit 
&“"2 beginnen, ihr Quotient ist also eine regulire Reihe y,=c,+0¢,&+--., 
die fiir = 0 nicht yerschwindet, und fiir die also die Relation besteht 
v,(R) = ¥,(8). 
Nunmehr haben wir zwei Fille zu unterscheiden und getrennt zu behandeln. 
Erster Fall: o ist keine Einheitswurzel. 
K. Dann mu8 sich nach Lemma 5 y, auf eine Konstante c, reduzieren, 
wir erhalten also aus (42) 


[,(E)" = e,L%o(E)]”2 





(42) (4—1,-+,n—1). 


oder nach (36) 
(43) [g, (2) O}" = ¢,[G9(R)O]” (A=1,-+,n—1). 
Nun sind g.(R)®, --, g, _,(R)® lineare Aggregate von ©(£), ®(R),---,0(R n-1)) 
etwa 

G,(R)O = g, ,O(Ra_a) + G20 (Rea) + -+> + Gna 6). 
Danach stellen die Formeln (43) »—1 algebraische Gleichungen zwischen 
den » Funktionen (&), ---, O(R,_,) vor. Durch Elimination von 
(R,))---O(R,_1)) gewinnt man daher eine Endgleichung, die nur noch 
©(&) und (R) enthilt. Speziell fiir » = 2 besteht das System (43) von 
vornherein aus einer einzigen Gleichung zwischen ®(R) und 9(§), die 
so lautet 


(44 [O(R) — 0" O(8)}" = e[O(R) — a 06)”. 
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Es ist also %(R) eine algebraische Funktion von (§), und zwar 
wollen wir noch zeigen, daB sich ®(R) und (€) als rationale Funktionen 
eines Parameters y darstellen lassen. Man setze 

Qo(R)(E) = y", so folgt aus (43) 
(45) 1 
g,(R)® (&) = cf y” = ty” (A = 1,-- »n—1). 
Nun gelten fiir die Funktionen g,(¢) (vgl. ihre Definition (36)) die Re- 
lationen 


n—1 
(46) > %92(2) = (k= 0, 1,---,n—1); @,= a, 
4=0 


mit deren Hilfe man aus (45) das Formelsystem erhiilt 


O(&) = y* + ty +--- +4 yet = v(y), 
O(R) = (oy) + 4, (oy) +--+ + t,_1(@y)’-* = o(@y), 
(47) Ser er rie ee eae 
O(Ry) = (oty)* + ty (ty) + +--+ ts (@*y)Pn-t = v(aty) 
(k=0,1,---n—1). 
L. Durch die beiden ersten Gleichungen ist ®(R) als algebraische 
Funktion nullten Ranges von 0(§) bestimmt. Lést man die Gleichungen 
nach § resp. R auf (wobei man sich erinnere, daB ®(€) mit & beginnt), 
so erhalt man zunichst, wenn OD=g", y= y“ gesetzt wird, m(&) = ez(y), 
y(R) = &z(@y), p( Re) =< x(@*y) ---, wo unter ¢, é, e”,- - -, uw Hinheits- 
wurzeln verstanden sind. Da g, x als Hauptreihen eindeutig umkehrbar 
sind, folgert man 


E=9(&z))=S,(y); R= 9 (¢ xy) =S,(@y); Re = (e"7(@*y)) =S,.(o*y);-- 
und hieraus R= me -y@-ye~*- gm. Durch Iteration ergibt sich 

Ry) = pe zyoze es yaze*g, 
was nur dann die Form gé’y@ye~'m haben kann, wenn man « —¢ 
nimmt. Damit wird R = S,(@y) oder 


(48) RE) = §,(@8,@) = oF +, 8 +--- 

worin die Koeffizienten b, von ¢ abhaingen. Durch Iteration folgt 
Ry(f) = S(@'S,@) und (Ry) = ¥(o'S,©) = v(o'y), 

womit erstens bewiesen ist, daB die durch die letzte Gleichung (47) definierte 

Reihe R,, auch wirklich das litterale Iterat der Reihe (48) ist, sowie 

eweitens, daB diese Gleichung (47) fiir jeden ganzzahligen Wert von k 

besteht (auch fiir negative, wenn unter R_, das k* Iterat von R ver- 

standen wird). 
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M. Die Gleichungen (47) lehren noch das interessante Resultat, daB 
die den w Werten von « entsprechenden Reihen R(é) algebraische Funk- 
tionen darstellen, sobald die Basis ® algebraisch ist. Speziell also in 
dem Fall der Iteralgleichung (30) (® = §, w= 1) ist R(&) eine algebraische 
Funktion vom Range Null, deren Entwicklung leicht angegeben werden 
kann. Man braucht nur aus y= &—(t,y"+---+¢,_,y""-1) nach der 
Formel von Lagrange ~(my) = R(€) zu berechnen, so findet man die 
konvergente Reihe 





(49) R¢(é) _ a@& + (o” —@)t, g™ 4 + wr" )t,_ we + .. 
. n—1 (pi—1) @ +--+ + (Pn—1 — 1) @p—1 =k - ke bets u ! 
1 g% es — & @n—1)* 
+e Spt, - eee coe i per ee 
(@) 
Setzt man noch hierin ¢, = t'~*, -- +, ¢,_, = 1227", so werden die Koef- 


fizienten in den neuen Parametern homogen, was mit der Bemerkung in D. 
iibereinstimmt. 

Wir fassen die letzten Resultate zusammen in den Satz 

Satz 4. Die Iteralgleichung n*” Ordnung 


(fot) (f= or) --- (Foro =0 
in der o keine Einheitswurzel und ® = Cy ge +.--- ist, besitet uw roooad 
reihen R(§)= @&+---, die noch n—1 willkiivliche Parameter t,, +++, t, 
enthalten, zu getestittin Lésungen. Dieselben sind Zweige algehreiccher 
Funktionen, wenn ® algebraisch ist. 

Zusatz. Besteht zwischen einer endlichen Zahl von Iteraten einer 
Hauptreihe, deren erster Koeffizient keine Einheitswurzel ist, eine lineare 
Relation mit konstanten Koeffizienten, so stellt die Hauptreihe eine alge- 
braische Funktion vom Range Null dar. 


Zweiter Fall: a=, & =1. 

N. In diesem Fall kann man nicht schlieBen, daB der Quotient y, 
in (42) einer Konstanten gleich sein muB, da es wirkliche Funktionen 
geben kann, die die Substitution R(§) erlauben. Wir nennen eine Reihe 
J=ci+.-.--, fiir die J(R&)) = J(é) gilt, eine Invariante von R. Im 
folgenden denken wir uns die Invarianten immer ohne konstantes Glied 
(J(0)=0), und gelegentlich den ersten Koeffizienten = 1 gesetzt, was ja 
frei steht. Aus Lemma 4 folgt, dab der Exponent des ersten Gliedes in 
J(&) ein ganzzahliges Vielfaches von v sein mub. Ist k=o-v, so heibt @ 
die Ordnung der Invariante. Eine Invariante der Ordnung 1 heiBt Haupt- 
invariante. Es gilt dann 

Lemma 9. Eine Invariante der Ordnung @ ist die o Potenz einer 
Hauptinvariante. 
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Denn zunichst ist J, = &” +--- jedenfalls die 9% Potenz einer ganzen 
Reihe J(§), die mit §* beginnt. Aus J,(R)=/,(&) folgt dann J(R) = J(&), 
wo 7¢=1 ist. Da aber wegen «”=1 die linke Seite mit & beginnt, 

1 


muB y =1 sein, d. hh. J=J,° ist Hauptinvariante von R. 

Es ist klar, daB jede ganze Funktion*) einer Invariante wieder eine 
Invariante ist. Umgekehrt gilt das 

Lemma 10. Jede Invariante von R ist eine ganze Funktion einer 
beliebigen Hauptinvariante. 


Beweis. Ist J=&+--- eine Hauptinvariante, 
J, ass €o,08°” + €,18"*" +o-++ Coysa a -e (A<e,v) 
eine andere Invariante, so ist auch die Reihe J, — ¢,,oJ¢ invariant, be- 
ginnt also notwendig mit einem Glied €,,06%" +--+. Ebenso ist 


J, — ¢,oJ® — Cy, ,oJ% invariant, muB also mit ¢,,o&*” beginnen. Fihrt 
man so fort, so erhailt man schlieBlich fiir J, die endliche oder unend- 
liche Reihe 


(50) J,(&) c= Co,oJ® + Co,,00" +--++ Cy 0d dese 


deren Konvergenz einleuchtet. — Die Kenntnis einer einzigen Invariante 
liefert mithin alle andern. 

O. Es sei nun R(E) = e& +--- eine primitive Hauptliésung der Glei- 
chung (35), dann gelten wie im Fall 1 die Gleichungen (41), in denen 
wir « fiir m schreiben. Indem man beide Seiten jener Gleichungen in die 
v® Potenz erhebt, erkennt man, daB die Funktionen 


5, Oi, °°, baa 
Invarianten von F sind von den Ordnungen u, p,,---,p,_;- Nach Lemma 9 


ist dann / eine Hauptinvariante, durch die sich die tibrigen Invarianten 


nach Lemma 10 als ganze Funktionen ausdriicken lassen. Setzt man also 
a v 


die Hauptreihe = y oder ¢ =y’, so miissen sich die Funktionen 
©; = [g,(R)%})’ in der Form darstellen lassen 
(8)! =[g,(R)O) =y”"(Cro+ Cay t+ Cay +---)=y"" HY’) 
(A=1,---,n—1). 
Zieht man die v Wurzel und schreibt F,,(x) fiir V/H,(x), wo also F, eine 
regulare Reihe mit konstantem Anfangsglied vorstellt, so hat man 


(51) Go(R) =, 9, (R)® —- Fy(y’)y™, ai G,-1(R)® = F,_s(y")y?a-. 


*) Unter einer ganzen Funktion ist wie immer in diesem Paragraphen eine end- 
liche oder unendliche reguliire Potenzreihe von & verstanden. 
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Hieraus erhilt man mittels der Formeln (46) das System 


OE) = x +Fy)> otter thi): yrm=vly), &=1 
(52) — al —, ett aden sea OI 


ORy—(e WHR ): (e n+ +. Oy (e + tes moti y). 


Durch die beiden ersten Gleichungen sind wie bei Fall I w Hauptreihen 


R bestimmt, die man mit Hilfe der Hauptreihe O(w(y)) = S,(y) auf die 
Form bringen kann 


(53) R(é) = S,(e- 8,@). 


Umgekehrt aber sieht man ein, dab, wenn F,,---, F,_, beliebige 
regulire Potenzreihen bedeuten, jede aus den beiden Gleichungen bestimmte 
Reihe (53) der gegebenen Iteralgleichung geniigt. Denn zunichst folgt 
Ry = S,(eS) und O(R,) = S(w(ey)) fiir jedes & und da sich die Funktionen 
F,(y’) in bezug auf die Substitution ey wie Konstante verhalten, schlieBt 
man unmittelbar, daB 


g(R)> = O(R,)) + 4,O(Ra_») +--+ +4, %(€) =0 
wird. 

P. Das System (52) geht aus (47) offenbar dadurch hervor, daB man 
t,,°*-+, &,_, nicht als Konstanten, sondern als willkirliche Funktionen von 
y” betrachtet. Die Hauptlésung hiangt also von » — 1 willkiirlichen Funk- 
tionen ab, ist also im allgemeinen auch bei algebraischem ® nicht alge- 
braisch, sondern nur dann, wenn mit ® auch F,,---, F,_, algebraisch 
sind. Man kann iibrigens in (52) auch das erste Glied y“ mit einer 
Funktion F,(y”) multiplizieren, ohne indes dadurch eine allgemeinere Lé- 
sung fiir R zu erhalten. Denn man braucht dann nur einen neuen Para- 
meter z zu definieren durch die Gleichung y“F(y’) = 2", so nimmt jede 
Gleichung fiir ®R,, die Gestalt (52) an. 

Aus (53) oder schon aus (41) fiir o =¢ nach Lemma 6 ergibt sich 


Ry) =, 


d. h. jede Lisung einer linearen Iteralgleichung (bei beliebiger Basis), deren 
erster Koeffizient eine Einheitswurzel ist, ist eine zyklische Funktion. 

Die allgemeinste zyklische Hauptreihe erhilt man aus (52) fiir v = n, 
u=1, p, =2,---,p,_; =", ® =&, indem man die beiden ersten Glei- 
chungen in der vorhin besprochenen Weise umformt 


—-Fyy)- 9 thy): +: +hiwy =F), 
RE) = Foy"): ey + Fy(y") (ey? + F,_s(y")y" = Fey), 
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in der bekannten Form 


Rg) = FeF (), 


wo nun F(é) eine beliebige regulire Potenzreihe bedeutet. — Wir fassen 
die letzten Resultate wieder in einen Satz zusammen: 

Satz 5. Die Iteralgleichung (f — #)(f — &) -- - (f — en-1) 0() = 0, 
(e’ = 1) hat unendlich viele primitive Hauptlisungen, unter denen, falls ® 
algebraisch ist, unendlich viele algebraische vorkommen. Jede ihrer Lisungen 
ist eine zyklische Funktion von der Periode v. 


Zusatz. Jede zyklische Hauptreihe hat eine und folglich wnendlich 
viele Invarianten. 
Denn ist R= e§+--- und R, = &, so ist offenbar das Produkt 


§-R-Ry---Ry-y—P +°:: 
eine Hauptinvariante. we 

Beispiel: Fir R(§)=§+1—V1+4—§ =— §+ 2&?— 48+ .-- ist 
14+4R=(2—Vi+4é)* also folgs +V1+4R—2—V1+44€ und 
Re = &. 

Hieraus schlieBt man sofort Rg) +R=R+, dh. es ist 


I(t) = RG) + = 2 +1 —V1 + FE — 2H — 48+ --. 


eine Invariante von R. 

Q. Gehen wir wieder auf den allgemeinen Fall zuriick. Wir haben 
bisher nur die primitiven Lésungen der reduzierten Gleichung (40) be- 
handelt. Um die imprimitiven Lésungen zu erhalten, hat man vom Funk- 
tional g(f) auf alle méglichen Arten einen (nicht linearen) Faktor §(f) ab- 
zutrennen und dann die Gleichung §(f)®—=0 zu lésen. Wir scheiden 
hiervon noch diejenigen Gleichungen aus, deren Funktionale den Faktor 
(f — o") enthalten; denn ihre Hauptlésungen kann man einfach aus denen 
von g(f)® = 0 erhalten, indem man in der Gi. (49) (resp. (52)) gewisse der 
GréBen ¢, (resp. F,) gleich Null setzt, und sie sind daher als partikulire 
Lésungen ohne besonderes Interesse. Die iibrigen Gleichungen §(f)® = 0 
haben nur dann eine Lésung, wenn das Funktional § der Bedingung (34) 
(Satz 3) geniigt. Ist dies der Fall, so erhilt man Hauptlésungen, deren 
Multiplikatoren gewisse Potenzen von @ sind. Man findet so z. B., daB 
die Gleichung vierter Ordnung 





(f — 0) f— 0%) f— a) f— o')§ = 0 
auBer der primitiven Lésung noch zwei imprimitive besitzt, deren Ent 
wicklungen mit w*§ + --- resp. w§ +--- beginnen. 
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R. Hiermit haben wir die zu Beginn des Paragraphen gestellte Auf- 
gabe selbst fiir den Fall einer beliebigen Basis © vollig erledigt. Wir 
fassen die Hauptresultate fiir den urspriinglich allein angenommenen Fall 
® =& in folgender Weise zusammen: 

Resultat. Eine lineare Iteralgleichung mit konstanten Koeffizienten 
hat im allgemeinen keine Hauptlisung. 

Soll eine solche existieren, so ist notwendig und hinreichend, daB 
unter den Wurzeln der zugehirigen Grundgleichung eine Gruppe von 
n Wurzeln vorkommt, die ganzzahlige Potenzen einer bestimmten (a) wnter 
ihnen sind. Es kann mehrere solcher Gruppen geben. Zu jeder Gruppe 
gehort eine Iteralgleichung, die redusiert heiBt. Die Hauptlisungen der vor- 
gelegten Iteralgleichung sind gegeben durch die Gesamtheit der Lisungen 
dieser reduzierten Gleichungen. 

Eine reduzierte Iteralgleichung n** Ordnung hat im allgemeinen nur 
eine primitive Hauptlisung, die n —1 willkiirliche Parameter enthilt, und 
eine algebraische Funktion vom Range Null darstellt. Nur wenn o eine 
v® Einheitswurzel ist (v+-1), hiingt die primitive Hauptlisung von n — 1 
willkiirlichen Potenzreihen ab. Es gibt also dann unendlich viele Haupt- 
lisungen (algebraische wie transzendente), die aber alle zugleich zyklische 
Funktionen von der Periode v sind. 

S. Wie man sieht, sind die so gefundenen Hauptreihen, soweit sie 
algebraisch sind, unter den algebraischen Liésungen des § 3, (21) enthalten 
(was nicht selbstverstindlich ist, da wir nicht bewiesen haben, daB es 
keine anderen algebraischen Lésungen gibt als die, welche mit Hilfe der 
Differenzengleichung gefunden werden; vergl. die Bemerkung nach For- 
mel (10)). 

Man kann das Problem von § 4 etwas erweitern, indem man auch 
gewisse Reihen mit negativen oder gebrochenen Exponenten zuliBt. Man 
bemerkt leicht, daB auch die Reihen der folgenden Form 


1 2 
b+ + Rte) und OF +E + HE +. 
bei litteraler Iteration wieder auf Reihen derselben Form fiihren und itiber- 
haupt alle wesentlichen Eigenschaften der Hauptreihen besitzen. Man 
wird daher passend auch diese Reihen als (absteigende) Hauptreihen be- 
zeichnen und die bisher betrachteten als aufsteigende Hauptreihen davon 
unterscheiden. Man kann dann die Methode dieses Paragraphen fast wéort- 
lich auf diese erweiterten Reihen anwenden und findet wieder als Haupt- 
lésung einer Iteralgleichung (30) ein System analog (47) resp. (52), worin 
nur fl, ~;,°**,P,-, zum Teil auch gebrochene oder negative Zahlen be- 
deuten kénnen. Auch diese sind noch in den Lésungen von Formel (21) 
enthalten. 
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Endlich kann man dieselben Prinzipien verwerten beim Studium von 
simultanen Iteralgleichungen zwischen Funktionen mehrerer Variabelen 
z. B. der folgenden 


Ay Ry, + DySq) + 4, R+b,S+a,§+6.y=90 (Rg) = R(R,S), Se = SCR, S)) 

Cy Rig, + dS) + ¢, R+d,S+ §+d,y = 0 

und kann diese durch Hauptreihen mehrerer Variablen, also hier 
R=a&+pyu+p, 8 +---, S=vE+on+a,8+--: 


zu befriedigen versuchen, worauf wir ein andermal naher eingehen werden.*) 


*) Das in diesem Aufsatze behandelte Problem findet sich (in Comptes Rendus 
125) von Leméray in einer kurzen Note erwihnt und seine formale Lisung durch 
Zuriickfihrung auf eine Differenzengleichung angedeutet. Iteralgleichungen allge- 
meiner Art sind in gréBeren Aufsiitzen behandelt von Grévy (Ann. de I'Ec. Norm. 
sup. 1894, Tome XI, und Bull. d. 1. Soc. Math. d. Fr. 25, 26), doch unter ganz anderem 
Gesichtspunkte, indem gerade die Funktionen, deren Iterate in den Gleichungen auf- 
treten, als bekannt vorausgesetzt und gewisse akzessorische Funktionen, wie etwa in 
unserem Beispiele die Basis ©, gesucht sind. Vergl. auch die Arbeiten von Leau 
(Ann. d. 1. Fac. d. Se. d. Toulouse 11, 12) tiber Funktionalgleichungen und von Pin- 
cherle iiber Operationen, bei welchen Autoren sich weitere Literatur angegeben 
findet. Soweit ich bei der wenigen mir zur Verfiigung stehenden Literatur be- 
urteilen kann, diirfte der wesentliche Inhalt des § 4 neu sein. Vergl. noch meine 
Dissertation ,,Die Grundbegriffe der Iterationsrechnung“ (Mitteilungen d. Nat. forsch. 
Ges , Bern 1901). 
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)) 
Sur la généralisation du probleme de Dirichlet. 
: (Premiére partie.) 
Par 

rn Serce Bernstemw 4 St. Pétersbourg. 
e- as 
n. 
m On rencontre souvent en physique et en géométrie le probléme 
f- suivant: 
ss Déterminer une fonction continue ainsi que ses dérivées des deux premiers 
a ordres a Vintérieur d’un contour C, satisfaisant a Véquation aux dérivées 
- partielles du type elliptique F(x, y,2,p,q,7,8,t)=0 et prenant sur le 
e- contour C une succession de valeurs déterminée. 
ne Nous appellerons ce probléme probleme de Dirichlet de premiére espéce, 
h. ou bien si aucune confusion n’est possible, tout simplement probléme de 

Dirichlet. 


J’ai indiqué dans ma Thése*) une méthode paramétrique qui raméne 
ce probléme a celui du prolongement analytique. La question importante 
est de reconnaitre dans quels cas ce prolongement est possible. Dans ce 
travail nous nous proposons de développer cette théorie qui est une 
combinaison des deux méthodes fondamentales de l’analyse: celle des 
approximations successives et du prolongement analytique. Notre idée 
premiére consiste, en effet, 4 reconnaitre 1° que le probléme de Dirichlet 
est possible dans un cas particulier simple, 2° que s'il est possible dans 
un cas il est, en général, possible dans des cas suffisamment approchés 
et 3° qu’on peut par des déformations continues passer ainsi de proche 
en proche du contour simple au contour donné. 

Dans cette premiére partie je m’occupe exclusivement du cas od 
F=0 est de la forme r+t¢=/f(xyzpq). Les principaux résultats ont 
été communiqués a |’Académie Frangaise des Sciences le 24 octobre 1904 
et le 29 mai 1905. 


*) Mathematische Annalen t. 59. 
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1. Soit F(xy) une fonction de deux variables réelles. Faisons le 
changement de variables « = 9 cos #, y=@sin@. Nous supposons qu’on ait: 





F (ay) = F(@ cos 6, @ sin @) ->'4, cos 26 + B, sin nO, 
0 


le développement trigonométrique étant absolument et uniformément con- 
vergent. On sait que pour qu'il en soit ainsi i suffit que F admette 
des dérivées partielles du premier ordre finies. Nous ) adopterons dans la 


suite les notations suivantes. On posera | F(«y)|, = D4 (o)| + |B,(e)|; 


on posera également | F(xy)|z = Dm |A,| + max. |B,| a Vintérieur du 


cercle C de rayon RF; on dira de plus que |F(xy)|p est le module trigono- 
métrique de F (xy) a V'intérieur du cercle C. J’attire l’attention sur la 
différence essentielle qu’il y a entre la notion que nous venons d’introduire 
et celle de la norme qui a joué un réle important dans ma These. 

Ceci posé, nous commencerons par établir une proposition qui nous 
sera d’une certaine utilité dans la suite et qui d’ailleurs est assez intéres- 
sante en elle-méme, puisqu’elle est une généralisation naturelle d’une 
propriété fondamentale des fonctions harmoniques. 

2. Théoréme. Soit 2 une solution de Véquation 


(1) Fat anf (eye Ze #) 


oy Ox Oy 
f dant analytique. Si z est finie ainsi que ses dérivées des deux premiers 
ordres & Vintérieur d’un contour analytique C; si de plus sur ce contour 
elle se rédwit a une fonction analytique de Varc, elle peut étre prolongée 
analytiquement a Veaxtérieur du contour. 

Il suffit manifestement de démontrer notre théoreme en supposant le 
contour circulaire. D’autre part en remarquant que la fonction harmonique 
qui sur un contour circulaire C est analytique, peut étre prolongée analyti- 
quement a l’extérieur, on peut sans restreindre la généralité se borner au 
cas ot z s'annulle sur C. Il est clair enfin que notre proposition sera 
établie, des que nous aurons reconnu que la dérivée dans la direction de 


la normale or est une fonction analytique de l’angle @ tout le long de la 
circonférence C. A cet effet, considérons |’équation 


O72 . O82 O82 1 dz 1 
aa* " dy*® 2 


gts ee +s ; i = F(zy) = 4. cos nO + B, sin né. 
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us 
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On sait, d’aprés M. Picard, que la solution ¢ qui s’annulle sur C peut 
étre développée en série trigonométrique: 


a -> C,, cos nO + D, sin nO, 
0 


@ 
d 
“$ © feAude, 
0 


$ — 
dg — : J Aot*de 4d gn fAerride, 


ou 





ant. —e fi —- 
Q 
2nD, = 9" 17 rae ~ 5 fBrerae + ff, e"**do 


et en différentiant 


aC, n—1 A,de 1 n+1 n+1 
2 = = Poel + ont A,o"**de +0 3 A,,o"**do. 
R 0 


On en déduit facilement: 
= | Dn | 


See Fay) 


(2) 





| Oz 


|@00 











al <4\Fewle, 


(3) 








ol > (elt + |} <AlFou)le 


4 éant un nombre fini pour toute valeur finie de R. On voit qu’ici les 
choses se passent d’une facon beaucoup plas simple que dans ma these 
ov le but poursuivi était tout différent. Les inégalités (3) étant établies, 
revenons & ae (1) en introduisant les coordonnées polaires. Il vient: 


ae s+ . se = F 368 be o(¢ O95, ae rr) 
->. (02 5° Se 5) cos nO + b, (0252 - a) sin 6. 


e: a" 2 : 
Désignons 59" PSF fa: On a alors successivement: 
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. oS 1da,., 1s, -% _ 29 Op 0%, Op 02, 
2t- ry ve Te > 30° dd 00 + a eT 3 08 Fe tos PY) 
956 000 
Gzn , 1 Ofn Gz, a'@ 
de? + @ ve +3 00" ae" 
D’oai, en tenant compte des inégalités (3): 
| d"@ | a” | 
h |? 
Matila SAR x i dé” |r’ 
| Oz d"g | a” 
4 n+1 i 4 - 
(4) e080 R de” |p de” |’ 
O2n 41 d" » d"@ 
© 1\! h : 
Ge |p ae" + | d0" ir 





Or nous pouvons construire une fonction » (6, 1+ + . “) telle 
que les dérivées partielles d’ordre quelconque de -. ‘ee pour 
@=2+ ae + 206 = 0 soient supérieures au module trigonométrique a 


Vintérieur du cercle C de la dérivée partielle correspondante de g. Et 


par conséquent, en vertu des inégalités (4), la solution wu de l’équation 


5 =hy(6, u) qui s’annulle pour 6=0 aura sa dérivée d’ordre n supérieure 


az, | Baas , 
a Ge x Le module trigonométrique d'une fonction ne pouvant étre 


inférieur & la fonction, la série de puissances de @ qui représente u est 
: 4 Oz eee . a 
une série majorante de de considérée comme fonction de 6. Le théoréme 


est donc établi. On voit qu’au fond notre raisonnement est identique a 
celui que Cauchy a introduit dans la science sous le nom du calcul des 
limites. Nous aurons encore une fois a l’appliquer, mais d’abord il nous 
faut établir certaines inégalités importantes. Dans ce but nous démontrerons 
le lemme suivant. 

3. Lemme. Soit une equation linéaire 
2 Zz oe? 


(3) Fat pat aley) 5 +d(ey) Z + c(ey)e—0 (<0) 


Y} 


ou a, b, ¢ sont des fonctions admettant des modules trigonométriques finis. 
Il est possible de fixer un cercle C de rayon R suffisamment petit, mais 
bien déterminé, tel que Véquation (5) admette une solution prenant une suc- 
cession continue quelconque de valeurs sur la circonférence C. Cette solution 
s’obtiendra par la méthode des approximations successives et vérifiera les 
inégalités : 
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KM ae KM Os | KM 
Ox 


pennares 6.——, =) <<, 
+? ¥’ |ey i 
@ @ e @ e 
(1%) (1-3) (\—) 
ou K est un nombre fixe et M le maximum de la valeur absolue de z sur C. 


Examinons d’abord le cas ot |’équation (5) se réduit a l’équation de 
Laplace. On aura alors 








(6) l@le< 


t= > 1A cos n6 + B, sin n6] (¢) 
0 
oi A, et B, sont les coefficients de Fourier qui satisfont 4 l’inégalité 
> [43+ Bi < 2M? 
0 


Deux cas peuvent se présenter: ou bien 





(2m)! 
(2) aa (\A,|+|B,|)<2M 
ou bien 
(2m)! 
| n < (nt)? 9?” 
D’od il résulte que 
2M 
(Tris) \2| <Dll4 |+ |B,l} ($) + , 4 
(8) 


ot A, et B, vérifient linégalité (7), puisque 
= (2m)! A Te 
ai (nt)?2* <r (l —as? 
(2m)! 


Or, en désignant ya par c,, il est aisé de vérifier les inégalités: 





1 — 
2n+1 


>a>a et ane, ($) <— 


ey 
@ 
(\—%) 
Et, par conséquent, des inégalités (7) et (7) résulte immédiatement 
la premiére des inégalités (6). Un raisonnement*) identique nous conduirait 
aux deux autres. 





*) On vérifiera d’ailleurs d’une facgon générale la remarque suivante qui peut 
étre utile dans bien des cas. Soient deux séries 4 termes positifs convergentes 
pour e<1 

ZE)=a +ae+---+4,e°+:-, S@Q=—H+het+---d,e"%+--5 


Mathematische Annalen. LXII. 17 
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Les inégalités (6) étant ainsi établies pour les fonctions harmoniques, 
appliquons a |’équation (5) la méthode des approximations successives. 
Nous sommes done conduits 4 examiner |’équation 


24 


a 77 
Fat + ay? = f(xy) 


ot lon a: 


If (9) ly <—*—, 


Q 
(1 ast 


Nous allons montrer que la solution qui s’annulle sur la circonférence C 
de rayon R satisfait aux inégalités 


8) Is< "4, |e ,< "4, <4 
(\—») " ¢-3) " (1-3) 


4 étant un nombre fixe. 
En effet, reprenons les formules (2) od nous supposons 





| A, le < Sn 3 ? 
(*— 2) 
R 
, - ~) : 
a, étant un nombre positif tel que > a, = A. Nous avons 4 examiner 
les deux intégrales: 0 
e R 
” n+1 “ 1—n Qn 
I = oe da et L= ca. re (1-5) dg. 
sl 3 = 3 R*" 
° ( —§) . ( —%) 
La premiére donne immédiatement: 
I a, ent? 
Ls adr P27 
0-% 


La seconde peut étre transformée successivement de la fagon suivante: 


si S(e) >4, 6, ¢", on a: 2(e)-S(e) >4, 4b, + 4,4, 6,e% +--+ 1, 4,6, 9°" + os 


Dans le cas, ot S(e) = al = on peut prendre 4, =n, quel que soit m. 
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- 1 
1+5 +--4£ mi )de rt 
i- {> a a eal (ds) 
¢ = 
. R 
R 
+2a rf (1-3) A( mrt Garg t :+++5aen1) de 
D’ov , 
et 
Lh< 4a,R es oe a 
(3) 
Et par conséquent, on a: 
an 
& (1 js) 4a,0R eyt ott 


|2nC, |, ¢ et 


(-#) 6 


En remarquant enfin que: 





e" 1 
, on a: 
hR?a, 
(9) |2nC,|, <j 
(3) 


ot h est une constante. Et pareillement: 


dc, | 2 Ran 6Re, _ _bRa, 
| i 4 7 
@ @ e 

mta(i—3) (tg) (-g) 
Des inégalités (9) et (9°) on déduit facilement les inégalités (8). 

En reprenant maintenant le raisonnement connu de M. Picard on 
arrive immédiatement 4 vérifier le lemme annoncé dans toute sa généralité. 

On vérifiera de méme l’exactitude des inégalités (8) et (6), si a la 
place d’un cercle on prend un anneau limité par deux circonférences con- 


centriques de rayons R et R, suffisamment rapprochés*). Je ne referai 
pas un calcul tout semblable 4 celui qu’on vient de parconrir; je me 








(9%) 














*) L’épaisseur de l’anneau ne dépend que des coefficients a, b, ¢ de l'’équation (5). 
17* 
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bornerai 4 indiquer les formules (2°) qui doivent remplacer les formules (2) 
dans cette discussion: 


(2s) 2n[R?" — R**] 6, = [ents — a] f4 [2 det o* | de 
+f 21) fa eee. 


et une formule analogue pour D,. 
4. Cela étant, donnons a |’équation (5) un second membre 


(5) patpetas tom +cz=d (e<0) 


et soit N le module trigonométrique de d a Vintérieur d’un cercle C de 
rayon FR (sur la grandeur duquel nous ne faisons aucune hypothése). 
Je dis que la solution z qui s’annulle sur C vérifie les inégalités 

02 | 
dy |r 
A dant un nombre indépendant de N, fini, lorsque R est fini. 

Ces inégalités (10) sont trés importantes, puisque c’est sur elles uni- 
quement que va reposer la démonstration du lemme fondamental de cette 
théorie. Le moyen le plus simple pour les établir est d’appliquer le 
procédé alterné de M. Picard*). En effet, nous pouvons décomposer le 
cercle donné en un nombre limité d’anneaux concentriques et un petit 
cercle auxquels seront applicables les inégalités (6). En introduisant une 
nouvelle circonférence dans chacun des anneaux on verra facilement que 
le procédé de M. Picard est applicable et que des inégalités (6) et (8) 
résultent les inégalités (10). Arrivons donc a la démonstration du lemme 
fondamental. 

5. Lemme. Soit z une solution de U'équation 


(1 aa t oy —C(e¥" 55 3) (G29) 


(10) leln< aN, | 5° <4, <AN, 


a2 = 
dont les dérivées premiéres admettent des modules trigonométriques finis a 
Vintérieur @un cercle C. Soit d’autre part une fonction (6) dont la dé- 
rivée premiére admet un développement trigonometrique absolument convergent. 
On peut dans ces conditions déterminer un nombre « tel que, pour |&| < a, 
Véquation (1) admette une solution u dont les dérivées premieres ont leurs 
modules trigonometriques finis et qui sur la circonférence C se réduit a 


2+ eg(8). 


*) E. Picard, ,Sur la généralisation du probléme de Dirichlet‘, Acta Mathe- 
matica, t. XXV. 











eo ® 


an 
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Posons a priori 


(11) w= a(wy) + £4, (vy) + = ag(ay) +--- + 5 a,(zy) +-- 


et cherchons 4 déterminer successivement 2; = or de sorte que u satis- 
é 


fasse identiquement 4 l’équation (1) et que sur la circonférence C on ait 
2, = 9(9), 2 = 4, = 0. Pour déterminer ¢, on aura |’équation 


hn dz, Of os, Of , a 
oz*® * oy? 62 Ox 08 dy O28 % 
ax a 
x ay 
et successivement: 
0% 2, 072 Of 02 of @z ofr 
at +9 yi 502 aa Gz Oy oe" A, 
Ppt 
Ox oy 
ore, Of 0%, of dz, Of 
wait by Oe le wera 
F) F) 
(12) we: peace’ 
a*s, O72, Of 24, of 04, of A 
ox? ay a Te 508 a dg °n — 4n-1 
x By 
a A, ne dépend que d > = k<i 
0 ; ne dépend que des %, =~, dy avec k <i. 
En appliquant les inégalités (10) on obtient: 
dz, | 
[4 \r< ul, Oa |p et, | Tele <u, 


od w est un nombre fixe indépendant de (6) et M la somme de la série 
des modules des coefficients du développement trigonométrique de g’ (4). 
Les A, ont done leurs modules trigonométriques finis et on a d’une facon 
générale : 





dz | dz, 
(13) | 4,|r<4|A,_1 |e, Fa ip 4 | An—1 le | Dy Ie n- 1 |R- 
Or l’expression 
of 9%, , of @ 
oe Oa t Oe qt gee # + A,_ 
“oa oy 


udu 
est la dérivée n® totale de f (xyu 5 ae a) par rapport a é, lorsque « = 0. 
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Nous pouvons par conséquent appliquer le calcul des limites de Cauchy 
de la fagon suivante. Considérons l’équation auxiliaire*) 


(14) o=uMe + 2F(r) 
ot F(v) est une fonction analytique de v telle que 
F(0) = F’(0) = 0, FO) > | — al-s 5 (i +k+l=—n>2). 


jae'e (G2) # G5) |e 


L’équation (14) nous donne manifestement v en fonction de « 


1 a, 
o~pMs+ —ae+---+ oe +-:- 
ot 
| | 
Fa An > | 


an 
yiR 

La série (11) converge, par conséquent, pour |¢| suffisamment petit. 
Or du moment qu’il en est ainsi il est évident que w satisfait a l’équation 
(1) avec les conditions aux limites voulues. La proposition est donc 
établie. 


Remarque. [1 est clair que si f ne contenait pas les dérivées 


— “a 
Cx é 


la 
Gn >| 2n(tY)\R, Gn > 


et By il suffirait pour que le lemme soit exact de supposer le module 


trigonométrique de z fini et la série m(@) absolument convergente. 


IL. 
Cas ot le probléme de Dirichlet est possible. 


6. Nous pouvons aborder maintenant le probléme de Dirichlet. 

Probléme de Dirichlet. Déterminer une fonction z2 analytique satis- 
faisant a Véquation 

rz a Oz 02 of 

@) gar + age —f (#9* 55 55) (2°) 
et se réduisant sur une circonférence C de rayon R a une fonction de Vangle 
6, F'(@), telle que le développement trigonométrique de F’(@) soit absolwment 
convergent. 

Nous admettrons les deux points suivants faciles a vérifier: 1° La 
solution z (si elle existe) est entierement déterminée par les conditions du 


*) La fonction F(v) = F (u a a ao ~) qui ressemble 4 une fonction majo- 


rante en différe essentiellement, puisque nous ne supposons aucunement qu’un méme 
développement de Taylor soit valable pour f lorsque z et ses dérivées prennent des 
valeurs finies quelconques. Nous supposons, en effet, seulement que f n’a pas de sin- 
gularités réelles finies. 
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probleme; 2° une solution z (sur la nature de laquelle on ne sait rien) 
dont les dérivées premiéres admettent des modules trigonométriques finis 
est analytique. 

Supposons que pour une raison ou une autre on sache que |’équa- 
tion (1) admette une solution qui sur le contour se reduit 4 une fonction 
(0) jouissant des propriétés exigées par le lemme fondamental. La 
marche que nous devons suivre est toute indiquée. Nous savons que le 
probléme est possible si au lieu de (4) nous prenons la fonction 


F (6, «) = (8) + «[F(8) — 9(6)] 


pourvu que le module de « soit suffisamment petit. La solution u(«ya) 
se trouve étre une fonction analytique de @ et en remarquant que 


F (6,1) = F() 


on voit que la question de la possibilité du probléme de Dirichlet se 
trouve ramenée @ celle de la possibilité du prolongement analytique de 
u(zya) le long du segment 01. C’est de cette derniére question que 
nous allons nous occuper. Supposons que la solution existe tant que 
«<@. Que pouvons-nous en conclure pour a=«,? Soit a, <a, et 
@, <@ deux nombres trés voisins, de sorte que |«,—a,|<. Soient u, 
et u, les deux solutions correspondantes. La différence u,—u, = 0 véri- 
fiera manifestement une équation linéaire de la forme: 
2 3 , , 

(15) Sat Gatage tb oo + cd —0 

avec c< 0. Par conséquent, d =u, —u, ne peut avoir ni maxima ni 
minima; de sorte que si M est le module maximum de F'(6) — (6), on 
aura, pour toute valeur de x et y, |u, —u,|< 6M. Done, si a tend vers 
a, w tend uniformément vers une limite u,. Mais, c’est tout ce que nous 
pouvons dire dans le cas général: les dérivées premiéres pourront croitre 
indéfiniment et au point « =a, nous ne serons plus dans les conditions 
exigées par le lemme fondamental. Pour qu'il en soit ainsi, pour que 
nous puissions affirmer que le point a, n’est pas un point singulier, il 
suffira d’indiquer une limite supérieure pour les modules trigonométriques 
de u, oe oe quel que soit «<a. Dans ces conditions, en effet, en pre- 


nant « suffisamment voisin de a, nous serons assurés que le cercle de 
convergence du développement de w suivant les puissances de (« — a’) 
comprendra 4 son intérieur le point a) qui dés lors ne saurait étre sin- 
gulier. 

7. Examinons d’abord le cas simple, oa f ne contient pas les déri- 


vées se ee Ce cas a été étudié d’une facon plus ou moins complete 
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par d'autres méthodes, mais je crois que la méthode paramétrique con- 
duit au résultat le plus facilement. 
En effet, d’aprés la remarque faite a la fin du premier chapitre nous 


~ 


n’avons pas & nous préoccuper dans ce cas des modules trigonométriques 
de cue et oe il suffit d’avoir une limite supérieure du module trigono- 
métrique de uw. Or cela est facile. D’aprés le raisonnement général du 
paragraphe précédent, on a 

\ul|< N+ Me, 
ot |u| désigne la valeur absolue de u et N la valeur absolue maxima 


de ©(@). Soit alors A le maximum de la valeur absolue de f(xyu). En 
appliquant la formule de Green on a 


= xf Gf (ayu) dxdy + H(ay) 
de laquelle on wai 


| 


“| <kA+B, <kA+B, 


| os 


G étant la fonction a: de wea H la fonction harmonique qui 
prend les mémes valeurs que wu sur la circonférence C, k un nombre 
fixe et B le maximum de la série des modules des coefficients du déve- 
loppement trigonométrique de F,'(6,«). Du moment qu’on connait les 
limites supérieures de ce et oe on a sans difficulté une limite supé- 
rieure du module trigonométrique de wu. La possibilité du probleme de 
Dirichlet sous la restriction indiquée au commencement de ce chapitre est 
done démontrée. Or nous verrons plus loin et trés simplement que grace 
au théoréme établi au début, on peut affirmer l’existence d’une solution 
au moins réguliére dans tout le plan; par conséquent le probléme de 
Dirichlet dans ce cas particulier est résolu sans restriction- 
Passons maintenant au cas plus général. 


8. Théoréme. Si dans léquation (1) la fonction analytique 
02 02 
f (« YZ, 5s) 
ne croit pas plus rapidement que les deuxiémes puissances de ee, oe ay? lors- 


que celles-ci croissent indéfiniment, le probléme de Dirichlet admet toujours 
une solution. 
Pour fixer les idées nous supposerons que f est un polynome du 


second degré en ee a Nous adopterons les notations: 
02 Gz 0%z Po 
ja"? Fg 7% Ge” Saag” Tp * 
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Commengons par limiter supérieurement l’inclinaison du plan tangent 
a la surface S, sur le bord B. Nous verrons que ce n’est qu’en ce point 
de la démonstration que la condition que f soit du second degré en p et 
en q joue un role vraiment essentiel. I suffira, en effet, de limiter supé- 
rieurement p au point P du bord B dont les coordonnées sont « = — R, 
y=0, = 4, q ayant une valeur donnée q,. Soit, pour fixer les idées, 
p> 0. Donnons-nous un contour fermé B’ tangent en P au contour B 
et situé entiérement au-dessus de la surface S,. Il est clair que la surface 
S’ satisfaisant 4 l’équation (1) qui passera par B’ aura p’ > p au point P. 
Or faisons le changement de fonction et de variables de facon & consi- 
dérer x comme fonction de y et z Un calcul élémentaire montre que 
Yéquation (1) prend la forme: 


(16) [1+ (6) Ox oe ze ec , dx Ox 22 F (xys % _ 





dy) Jez? oy dys t Os dy Os dy Oz 
oi F est un polynome du second degré en a ee. 


On voit immédiatement que l’équation (16) admet la solution x= p(y) 
quelle que soit m. En d’autres termes, l’équation (16) ou [équation (1) 
admet comme solutions tous les cylindres a génératrice verticale. Cette re- 
marque d’ailleurs ne suppose pas f analytique. Mais pour en tirer des 
conséquences rigoureuses nous sommes obligés d’introduire cette hypo- 
thése.*) L’équation (16) admettra alors une solution analytique passant 


par la droite 7+ R=z—4,—qQy=0, avec seas le long de cette 


droite. De plus, si 4 >q, > B et p’ >c>0, on pourra fixer un nombre 
positif suffisamment petit b tel que si 


(17) le—%|<(A4+1)b, |y|<b 

on a: 
ox Ox , | ea! . | 8a | 
a|<M, \S\<M, og <M so <M |gaa7|< 








De sorte que, d’aprés l’équation (16), on peut fixer un nombre fk, 
tel que les inégalités (17) entrainent 


dan ~ Oa Ox 

(18) — ky <7n <4 5, 
D'or 

1 —ku ox i u 


en désignant par u l’accroissement de z pour y fixe. 





*) Cette hypothése a d’ailleurs déja joué un réle important puisqu’elle est a 
la base de notre démonstration du lemme fondamental. 
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D’oad encore, en posant «+ R= 4z,: 


1—e-™ <kp's,<e—1. 
Et enfin 


(20) r log (1 + kp’x,)<u<— ; log (1 — kp’a,). 


Prenons maintenant comme bord B’ de cette surface S’ le contour qui 
@ comme projection sur le plan des xy Vare de la circonférence C situé a 
gauche Wune corde x, = c* et cette corde elle-méme. Nous choisissons en 


outre cette corde de facgon qu'on ait: s 


(21) . log (1 — kp’x,) = — b. 
On sera alors assuré que sur le bord B’ 
(20%) + log (1 + kp’a,) < u. 


Il ne reste plus qu’a déterminer p’ par la condition que le bord B’ 
soit au-dessus de la surface S,. Pour ce qui concerne la partie du bord 
qui se projette sur la circonférence C, ca ne présente pas de difficulté; 
mais pour celle qui se projette suivant la corde une explication supplé- 
mentaire et nécessaire. Nous nous bornerons 4 considérer le point ot y=0, 
le raisonnement étant identique dans tous les cas. Considérons une 
surface S, de la méme famille voisine de S, de sorte que 


F (6, «,) — F(6, a)| <e. 


Si p, est la limite supérieure de la dérivée premiére sur S,, Vaccroissement 
de 2,, lorsque x, varie de 0 a x,, sera inférieur a p,x,. Par conséquent, 
laccroissement de z sur la surface S, sera au plus égal a p,2, + 2¢. En 
vertu de l’inégalité (20"*), il suffira done qu’on ait: 


yt, + 2E< + log (1 + kp’a,). 
En tenant compte de (21) cette condition se transforme en: 
kp, a, + 2ke < log (2 — e~*°). 
Or, posons par exemple: 
(22) s = 6 2 2. 
Il en résultera: 


(23) p > 2p, - 


_ eh 


1 
log (2 —e~**) | 
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On a ainsi la certitude qu'il suffit que p’ satisfasse a Vinégalité (23) 
pour que le point en question de la surface S’ soit au-dessus du point cor- 
respondant de la surface S,. D’une facon générale on arrivera par le 
méme procédé & fixer une limite supérieure pour p: 


p<p =—Lp,. 


9. ¢ étant d’aprés (22) un nombre déterminé, on voit qu’en effec- 
tuant un nombre fini de fois la méme opération on obtiendra une limite 
supérieure des dérivées premiéres; pourvu toutefois que de la connaissance 
des dérivées p et qg sur les bords on puisse tirer une limite supérieure des 
dérivées premiéres & l’intérieur. I] nous faut donc éclaircir ce point. 

Considérons |’expression 


v= pceosi+ qsind, 


A étant un paramétre variant de 0 & a. Il est évident que la connais- 
sance de v pour deux valeurs différentes de 2 nous détermine p et gq. 
Cela étant, proposons-nous de déterminer une limite supérieure du maximum 
du module de v. On aura manifestement: 


reosd+ssind=scosd4+tsind= 0. 


D’autre part en différentiant Véquation (1), il vient: 


oe of sf of , 
cat Gam at os? -*t oq° 
dq , O8q if of of 
6a? * dy? C+ seat scet oe t. 


D’od pour v maximum ou minimum: 


of. 


vol cosa of + sina dy 


0 
(24) agi + iy = 
of étant positif on voit qu’en général pour v trés grand le second 


membre aura le signe de v et par conséquent v ne pourra avoir ni un 
maximum positif trés grand, ni un minimum négatif considérable. Pour- 
tant, si on ne veut pas laisser de cété des cas particuliers importants, 
une étude plus détaillée s'impose. Kcrivons f sous sa forme explicite: 


f = Ap? + 2Bpq + Ce? + Dp+ Eq+F, 
ou A, C, D, E, F sont des fonctions analytiques de 2, y, 2. La con- 
dition 2 ae {> O entraine manifestement 


= A; C, ii (BY)? = 0. 
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Le cas qui exige une discussion est celui, od 
é=0. 


Alors on aura évidemment aussi D,’)= E,,=0 Et de plus, si on 
ne peut rien tirer de l’équation (24) pour une succession continue de va- 
leurs de A, c’est qu’on a aussi 


A; = BY = Cj =0. 

On pourrait méme montrer que le seul cas od on ne peut rien dire 
de v» quel que soit A est celui, od toutes ces égalités sont remplies iden- 
tiquement. Mais nous allons indiquer un artifice qui est applicable dans 
tous les cas. 

Soit M le module maximum de A, B,C. II est clair que si nous 
prenons comme fonction inconnue la fonction z= @z,, dans |’équation en 
2, le module maximum des coefficients correspondants A,, B,, C, sera 
aM. En choisissant « suffisamment petit, nous pouvons donc réduire ce 
maximum autant qu'il nous plaira. Posons pour fixer les idées 


(25) aM <— 
et opérons sur la nouvelle fonction 4, que nous désignerons par z. Soit 
a—1 son module maximum. Si nous posons 

eé+a=e%, 


la fonction « sera toujours positive. Cela étant, formons l’équation 4 la- 
quelle satisfait w. 


On aura: 
otu . atu = Ou\2 é u 
gas + 5p *f —[(Ge) + Ge) J 
Un calcul semblable & celui que nous avons fait tout a l’heure 


montre que si en un certain point (5*)'+ (5) est maximum, |’inégalité 
suivante doit étre vérifiée: 


2) (er EY + GNI 169+ GNI HEB +80 
+ [SA + $4] <0. 


Or, lorsque w = (6")'+ G2)" devient trés grand, le premier membre 


de Vinégalité (26) aura le signe de la somme des termes du quatriéme 
> Ou Ou . . Ou 6u 
degré en 3a’ dy? @ cette somme ne s’annulle que pour — = =” 0 


Ecrivons donc cette somme 











on 


us 
en 
ra 
ce 


la- 


re 
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S=w'?+ (2— 3e-") fw + e- tuft + wf" 


2 
ou f est la somme des termes du second degré en ee ; ce de f. 


2 
Or en remarquant que wf’ ne peut étre que positif ou nul et en 
tenant compte de l’inégalité (25), on a 
1 
S > a w, 


w peut donc étre limité supérieurement. On en déduit de méme facile- 
ment une limite supérieure pour p et q 4 l’intérieur d’un contour, lors- 
qu’on en a une sur le bord. I] résulte done de la discussion faite dans 
ces deux paragraphes qu’on peut limiter a priori p.et q sur une surface 
analytique S,, de la famille pourvu que Véquation (1) admette une solution 
quel que soit 0a <a. 

10. Nous nous proposons d’en déduire une limite supérieure des mo- 
dules trigonométriques de p et g. Cette fois notre raisonnement sera in- 
dépendent du dégre de f Posons 


e=2z,+ H, 
H étant la fonction harmonique qui sur C prend les mémes valeurs que 2. 
On aura Pe ra 
é. 202 
oat 2+3 aot af (2ye 5s 5a) 
et, d’aprés ce qui précéde, on peut assigner une limite supérieure au second 
membre. On a souvent attiré l’attention sur ce fait que tandis qu'on 
peut en tirer (par la formule de Green) une limite supérieure de la fonc- 
tion et de ses dérivées premiéres, on ne peut certainement pas en déduire 
une limite supérieure pour les dérivées secondes. Nous serions donc 
privés du moyen ordinaire (mais grossier) pour trouver les modules tri- 
gonométriques des dérivées premiéres. Nous allons montrer que néan- 
moins ces modules trigonométriques peuvent étre limités supériewrement pourvu 
quon suppose (ce qui a bien lieu actuellement) que le second membre est fini 
et intégrable. 
En effet, considérons la solution z, qui s’annulle sur C de l’équation 


1 04, 
@ oe 


1 0s, 


oats + of 068 =A, + >’ A, cosn + B,sinn 6. 
1 


Le second membre étant borné et intégrable, intégrons les deux 
6 


membres par rapport 4 0; en posant u, = 2,40 on a: 
j 
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12 7 A, . B, 
tsk 5 5g2 2 + A,0 + >? = sinnd — =" cosnd 
1 
=a+a60+ > a, cos n@ + b, sinn@, 
1 


ot a est une fonction de g facile 4 déterminer qui dailleurs disparaitra 
dans la suite des calculs. En effet, la fonction u, qui s’annulle sur C se 
présente aussi sous la forme 


uy =e+eo0+ > &008 08 + b, sinn@ 
1 


les formules (2) subsistant entitrement. Aprés différentiation par rapport 
& 0, c (qui seul dépend de a) disparait ainsi que le terme linéaire qui se 
réduit & une constante par rapport 4 6. Par contre 


78 — 00 


d00e ©=ee 


ont en vertu des formules (2) leurs modules trigonométriques finis, puis- 


- > ‘ 
Gu, 04, t tu, 0%, 


ao 


que > @,| + |b,| est finie. 


0 

Done p = oa + CH et q= nt “ 4 ont leurs modules trigonométriques 
finis. Par conséquent, quel que soit « nous sommes dans des conditions ow 
le lemme fundamental est applicable. Le probléme de Dirichlet est done pos- 
sible pour une fonction quelconque F'(6) sur la circonférence C, s'il est pos- 
sible pour une fonction déterminée (6) sur cette méme circonférence. 

Or il est aisé de montrer, en vertu du théoréme 2 qu'il est toujours 
possible. En effet, soit C une circonférence pour laquelle le probleme 
de Dirichlet est possible. En prenant pour F(@) une fonction analytique, 
on sera certain que la solution correspondante peut étre prolongée et par 
conséquent il existe un cercle C, de rayon plus grand pour lequel le pro- 
bleme de Dirichlet sera possible F,(6) étant une fonction déterminée; il 
le sera done aussi pour une fonction quelconque et, en répétant ce raison- 
nement autant de fois qu’on le veut, on voit que le probléme de Dirichlet 
est toujours possible sous les conditions énoncées au § 8. 

11. Il sera peut-étre utile que nous indiquions un sujet de recherches 
important. I] se rattache au théoreéme 2 que nous venons d’utiliser. Ainsi, 
si les données sur le contour sont analytiques on peut affirmer que la 
surface S qui satisfait au probléme peut étre prolongée a l’extérieur. La 
question qui se pose est de savoir dans quels cas ce prolongement peut 
se faire indéfiniment sans singularités, dans quels cas la surface n’aura 
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comme singularités réelles que des points isolés. Dans le cas des fonc- 
tions harmoniques la réponse est aisée: on sait que si la fonction se ré- 
duit & une fonction entiére de l’arc @ sur un cercle, elle n’a pas de sin- 
gularités & distance finie; on a le méme critére évident pour décider de 
l’existence de lignes singuliéres réelles. Dans le cas général, on n’a plus 
la ressource de ramener |’étude d’une fonction de deux variables 4 celle 
d’une fonction d’une seule variable complexe. Pourtant les critéres sont 
probablement souvent analogues; pour la démonstration rigoureuse on devra 
approfondir la question de la propagation des singularités le long des 
caractéristiques. 

Dans la deuxiéme partie de ce travail nous nous occuperons des 
équations de la forme Ar + 2Bs + Ct =0 et en particulier de celle des 
surfaces minima.*) 


*) Comptes Rendus, 2 octobre 1905. 
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Uber die Darstellung definiter Funktionen durch Quadrate. 


Von 


Epmunp Lanpau in Berlin. 


Erster Teil. 


Es sei 
f(x) = agx** + a,a**-) +--+ + dg, 
eine ganze rationale Funktion 2k*" Grades von x mit rationalen Zahlen- 
koeffizienten. Diese Funktion sei definit, d. h. es sei fiir alle reellen x 


f(x) => 9; 


a > 0 

und f(x) habe entweder keine reelle Wurzel oder jede reelle Wurzel in 
gerader Vielfachheit. Dann folgt aus der Zerlegung von f(x) in Linear- 
faktoren ohne weiteres eine Darstellung von f(x) als Summe von zwei 
Quadraten ganzer rationaler Funktionen von 2 mit reellen Koeffizienten. 
Denn wenn f(x) r Paare reeller gleicher Wurzeln*) und s Paare kon- 
jugiert-komplexer Wurzeln**) besitzt, so erhilt man durch Zusammen- 
fassung aller Linearfaktoren in drei Klassen***) eine Zerlegung 


f(®) = f°(%) (A@+h@1) (h@O—-fO9, 
wo /,(x), g(x) und f,(x) reelle Koeffizienten haben und f,(x) den Grad 1, 
f(x) + f,(x)i den Grad s besitzt, und hieraus folgt weiter 
f(2) = f7@) (P@+f*@) = h@R@)? + (A fe)? = 9°) + 92"(). 
Die Zahlenkoeffizienten in g,(7) und g,(x) sind reell, brauchen aber 
nicht rational zu sein. 
Kine Darstellung von f(x) durch Quadrate rationalzahliger Funktionen 


anders ausgedriickt, es sei 





*) Eine 2a-fache reelle Wurzel wird dabei als « Paare gleicher Wurzeln aui- 
gefaBt. Es kann auch r= 0 sein. 
**) Ein Paar «-facher konjugiert-komplexer Wurzeln wird dabei als « einfache 
Paare angesehen. s kann auch = 0 sein. 
***) Hierbei kommt jeder reelle Linearfaktor in die erste Klasse, und jedes Paar 
konjugiert-komplexer Linearfaktoren wird auf die beiden anderen Klassen verteilt. 
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hat zuerst Herr Hilbert*) angegeben. Er hat naimlich bewiesen, daB f(x) 
stets als Quotient zweier Summen von Quadraten der verlangten Art dar- 
stellbar ist. 

Darauf habe ich**) den weitergehenden Satz bewiesen: ,,Jede definite 
ganze rationale Funktion von z mit rationalen Zahlenkoeffizienten laBt 
sich als Summe von Quadraten darstellen, so daB die siimtlichen Basen 
dieser Quadrate ganze rationale Funktionen von x mit rationalen Koef- 
fizienten sind.“ 

In einer spiteren Arbeit***) habe ich die Frage aufgeworfen und 
fir die kleinsten Werte von » = 2k in Angriff genommen: Fiir jeden 
Grad » diejenige Zahl N= N(m) zu bestimmen, welche durch folgende 
beiden Eigenschaften charakterisiert ist: 

1) Jede definite Funktion+) n*" Grades liBt sich in N Quadrate zerlegen. 

2) Nicht jede definite Funktion mn” Grades laiBt sich in N—1 
Quadrate zerlegen. 

Ich bewies a. a. O., daB 


N(0) =4, 
N(2) =5, 
N(4) <6 


ist. 

Alsdann zeigte Herr Fleck}}+), an meine Methode zur Diskussion 

der biquadratischen Funktion ankniipfend, daB - 
N(4) =5 
ist. 

Trotzdem nun N(4) nicht gréBer ist als N(2), wiirde man wohl 
erwarten, daB N(n) mit  iiber alle Grenzen wiichst. Merkwiirdigerweise 
gilt;++) jedoch der allgemeine Satz, dessen Herleitung den Gegenstand 
des ersten Teiles der vorliegenden Arbeit bildet: 

wdede definite ganze Funktion n'" Grades von x mit rationalen Zahlen- 
koeffizienten laBt sich als Summe von acht Quadraten ganzer rationalzahliger 
Funktionen von x darstellen.“ 





*) Grundlagen der Geometrie“, Festschrift zur Feier der Enthiillung des GauB- 
Weber-Denkmals in Gittingen, Leipzig, 1899, S. 82—85. 
**) Uber die Darstellung definiter binirer Formen durch Quadrate“, Mathe- 
matische Annalen, Bd. 57, 1903, S. 53-64. 
*) Uber die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate, Archiv der Mathe- 
matik und Physik, 3 Reihe, Bd. 7, 1904, S. 271—277. 
+) Im ersten Teile dieser Arbeit ist durchweg nur von ganzen rationalzahligen 
Funktionen die Rede, ohne daBS-dies immer besonders bemerkt wird. 
++) ,,Zur Darstellung definiter binérer Formen als Summen von Quadraten ganzer 
rationalzahliger Formen‘, Archiv der Mathematik und Physik, 3° Reihe, Bd. 10, 1906, 
S. 283—38. 
+++ Es sei gleich hier der Leser auf 8. 278, Z.17—25 aufmerksam gemacht. 


Mathematische Annalen. LXII. 18 
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Mit anderen Worten, es ist stets 
N(n) <8, 


lim sup N(n) < 8, 


also 


und, da offenbar*) 
N(n) < N(w+2) 
ist, so existiert 
lim N(n) 


und ist <8**). Welche der vier Zahlen N = 5, 6,7, 8 die Eigenschaft 
hat, daB jedes f(x) in N Quadrate, aber nicht jedes in N — 1 Quadrate 
zerlegbar ist, mu8 vorliufig dahingestellt bleiben. 

Um nun den oben ausgesprochenen Satz iiber die Zerlegbarkeit von 
f(x) in acht Quadrate zu beweisen, nehme ich zuniichst f(z) irreduzibel 
im Kérper der rationalen Zahlen an. Darauf wird dann der allgemeine 
Fall leicht zuriickfiihrbar sein. Wenn die definite Funktion f(x) irreduzibel 
ist, so hat die Gleichung 

f(z) = 0 


keine mehrfachen Wurzeln, also keine reelle Wurzel, und bestimmt daher 
einen algebraischen Zahlkérper n*” Grades, der mit simtlichen konjugierten 
Kérpern imaginir ausfallt. Daraus folgt, wie Herr Hilbert***) gezeigt 
hat, daB f(#) in der Form darstellbar ist 
(1) f(z) = 1+ {o(@)}*+ ee {x(@)}* + (e@)} a 
wo (x), w(x), x(x), e(x) ganze rationalzahlige Funktionen héchstens 
n — 1 Grades sind, also f,(7) eine definite Funktion héchstens » — 2% 
Grades. 

Es sei zunachst angegeben, wie Herr Hilbert zur Gleichung (1) gelangt. 
Er benutzt folgenden Satz ohne genauere Ausfiihrung seines Beweises, 
der erhebliche Schwierigkeiten bietet und wesentlich auf Herrn Hilberts 
Theorie der relativquadratischen Zahlkérper+) beruht: 





*) Denn wenn die definite Funktion n*™ Grades f(a”) = a,x" + ---+ a, (a) >0) 
nicht in N(n)—1 Quadrate zerlegbar ist, so ist offenbar die definite Funktion 
n+ 2%" Grades 2*/f(x) = a,x2"**?-+-----+ a,x* gleichfalls nicht in N(m) —1 Quadrate 
zerlegbar. 

**) Mit anderen Worten, fiir alle hinreichend groBen m hat N(n) einen und 
denselben Wert, der < 8 ist. 
***) 1 c., S. 84—85. 

+) Uber die Theorie der relativquadratischen Zahlkérper“, Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 6, 1899, S. 88—94; ,,Uber die Theorie des 
relativquadratischen Zahlkérpers“, Mathematische Annalen, Bd. 51, 1899, S. 1—127; 
,Uber die Theorie der relativ-Abel’scherw Zahlkérper“, Nachrichten der Kéniglichen 
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yJede total positive Zahl eines algebraischen Zahlkirpers, d. h. jede 
Zahl des Kérpers, deren konjugierte Werte in den reellen konjugierten 
Kérpern positiv sind, laft sich als Summe von vier Quadraten gewisser 
Zahlen des Korpers darstellen“.*) 

Im vorliegenden Falle sind alle durch die Gleichung 
(2) f(z) =0 
bestimmten Kérper imaginir; jede Zahl des Kérpers k(#), wo @ eine 
Wurzel von (2) ist, ist also total positiv; daher gibt es insbesondere fiir 
—1 eine Zerlegung 

—1l=8§+ P+ yt &, 

wo «, B, y, 0 ganze oder gebrochene Zahlen in k(#) sind. Diese sind als 
ganze rationalzahlige Funktionen o(#), ~(@), 74(#), o(@) von & darstell- 
bar, deren Grad <n —1 ist. Aus 


1 + {p()}*? +{¥()}* + {x(8)}? + (0(@)}? = 0 
folgt, da f(a) irreduzibel ist, daB die ganze rationalzahlige Funktion 
F(x) =1+ {g@)}? +{¥@}? + {1@}? + (e@}? 
durch f(x) teilbar ist: 
F(x) =f(@)f@), 


und dies liefert die Gleichung (1). ; 

Nachdem nun Herr Hilbert auf diesem Wege die Gleichung (1) 
erhalten hat, zieht er daraus durch vollstindige Induktion die Folgerung: 
Es sei schon bewiesen, daB jede definite Funktion n — 2" oder niedrigeren 
Grades als Quotient zweier Quadratsummen darstellbar ist. Dann gilt 
dies nach (1) fiir jede irreduzibele definite Funktion n" Grades, also fiir 
jede definite Funktion n™ Grades (da, wie leicht gezeigt wird, jede 
reduzibele definite Funktion, abgesehen von einem konstanten Faktor, ein 
Quadrat ist oder als Produkt eines Quadrates**) und einer oder mehrerer 
irreduzibler definiter Funktionen niedrigeren Grades darstellbar ist). 

Ich lege den folgenden Schliissen auch die Gleichung (1) zugrunde, 
schlieBe jedoch folgendermafen weiter: Es ist, wenn 


a(2)=1, o(%)=9(2), %(z)=—¥@), (x)= 2(2), a(x) = e(2), 
a(x) =O, o(%)=—0, a(x) =O 
gesetzt wird, 


Gesellschaft der Wissenschaften zu Giéttingen, mathematisch-physikalische Klasse, 
1898, S. 370—399 und Acta mathematica, Bd. 26, 1902, S. 99—131. 

*) Diesen Satz erwihnt Herr Hilbert auch in seinem Artikel ,,Theorie der 
algebraischen Zahlkérper“ in der ,,.Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften“, 
Bd. 1, 8. 696. 

**) welches eventuell = 1 ist. 
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et, * (ae) ex *(ar) + 0x, * (ar) + 0 * (az) + 01, * (2) + 0g? (@) + ey *() + ry *(@) 
(3) f (x) SS - h, (a) ? 


(4) a3(@) +--+ + a*(2) = f(@) A); 
wo f,(x) kleineren Grad hat als f(x)*). 

Nun dividiere ich, wenn /,(x) nicht konstant ist, jede der acht Basen 
im Zahler von (3) durch f,(7); dies ergibt ein Gleichungssystem 


[a = 4, ()f, (2) + B,(*), 





(3) 
ea(2) = an(edfi(2) + Bal), 
wo £,(x),---, Bg(”) geringeren Grad haben als f,(7). 8,(x), ---, Bg(x) 
sind nicht simtlich = 0, da sonst 
f(a) = f(a) (q:2(@) +--+ 42@)), 
also f(x) reduzibel wire.**) 


Aus (4) und (5) folgt modulo f, 


Bo +---+ Bi =a,?+---+ 0," = ff, =0, 
also 


(6) b> +---+8e =f, 
wo f, eine ganze rationalzahlige definite Funktion ist, die geringeren Grad 
hat als f, und nicht identisch verschwindet. 
Nun besteht die bekannte Identitit 
(7) (ee? eg? + 15? + 004? +06," + 076? + 07,°+ 4") (B,?-+ By? + By? + B+ 83? +8," 
+B,?+8,") 
=( & By +4, B,+ 0585+ 0,8, +058; +06 0, +0, B, +0, Bs)* 
+ (— @, By +B; +4 B,—o,B, +o, B, —ae, B; +, Bg—e%, B,)* 
+ (— «, By — a, B, + a, B, +, 8, +0, 8, —a, B,—«, B; +0, B,)* 
+ (—a, By +a, B; — a B, +0, 8, — a, By — a B, + a By +085) 
+ (— a, B; — a Bg — a5 B, + By + &%, B, +08, +0, Bs —o, B,)° 
+ (— a, By + a8; +05 By +, 8, — 0B, +0, 8, —a, B,— a, By)” 
+ (— a, B, — a B, + @3 8; —o, B,—«, By +0, 8, +a, B, + By)? 
+ (— a, By + a8, —a3B,—a, 8, + 0,8, + a, B, —a, B, +0,8,)°. 
Diese Identitét wende ich auf die vorliegende Bedeutung der Zeichen 


*) Mit anderen Worten, ich benutze gar nicht den Hilbertschen Satz 
—1 =a? + t+ 7°48 
in vollem Umfange, sondern nur die eventuell leichter zu beweisende Tatsache, dab 
sich —1 im Kérper k(#) als Summe von sieben Quadratzahlen darstellen liBt. 
**) Ubrigens ist hier f,(x)—1; doch habe ich fiir die in der Folge notwendige 
Wiederholung des Schlufverfahrens die Begriindung des Textes angegeben. 


























Darstellung definiter Funktionen durch Quadrate. 277 


@,,°:*,B, an, d. h. ich multipliziere die Gleichungen (4) und (6) und 
stelle das Produkt nach (7) als Summe von acht Quadraten dar. Die Be- 
trachtung der Basen dieser acht Quadrate zeigt, daB jede derselben 
durch f, teilbar ist; z. B. ist modulo f, 


ty By + By + OgBy + @ 4B, + 058; + og Bg + &, B, + a By 
= a7 + a? + ag? + a2 + oF? + oF? + a? + o,? = ff, =0, 
— @ By + OB, + a8, — 0B; + a8, — aA; + a, By — a8, 
SS Oy Oly H Ohg Oy $ Og Oy — Og ly + Obs Hg — Hgts + Oy Hg — ger, = 0. 
Wenn daher die Basen mit y,f,,---, gf, bezeichnet werden, so sind 
Y19°**» ¥g Qanze rationalzahlige Funktionen, und man erbilt 


(nf)? + ve oa (ysh) = ffi7h, 
Wet +H" = ff, 
fale aoe, 


h 


wo f, kleineren Grad hat als f,. 
Ist dieser Grad noch nicht 0, so wiederhole man dasselbe Verfahren. 
Man gelangt alsdann schlieBlich zu einer Gleichung 


, @eps..paQs 
f=- m8 a, 


c 
wo ¢ eine positive Konstante ist, 4,(7),---, 0,(”) ganze rationale Funk- 
tionen vom Grade < >*) Daraus folgt, wenn die ganzen rationalzahligen 
Funktionen +, . 2 mit ¢,,---,& bezeichnet werden, 
fme((2)'+---+ (Q)) - ett +4. 
Da nun die Zahl ¢ in vier Quadrate zerlegbar ist**), so ergibt sich 
fC) = (0,2 + by? + by? + 02+ 08+ 08 +08 +09) (6,%(@) +--+ 644@)), 

also durch Anwendung von (7) 
F(@) = 91°(@) + 92"(@) + 9s"(@) + 92(%) + G5"(&) + Ge" (x) + 9:°() + 95*(@). 

Nachdem nun die Zerlegbarkeit in acht Quadrate fiir irreduzibele 


definite Funktionen bewiesen ist, so folgt sie leicht fiir alle definiten 
Funktionen. Denn jede definite reduzible Funktion ist von der Gestalt 





*) Mindestens eine derselben hat natiirlich den Grad . ‘ 


**) Mit dem bekannten Beweise dieses Bachet-Lagrangeschen Satzes hat das 
ganze Verfahren grofe Ahnlichkeit. 











\ 
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f(a) = cF@) F,(«) F,(@)--- F,(2), 


wo F,(x),---, F(x) definit und irreduzibel sind; da nach dem Obigen 
die Faktoren F,(z),---, F,(2) im je acht Quadrate zerlegbar sind, s0 
ergibt die wiederholte Anwendung der Identitit (7), daB f(x) als Summe 
von acht Quadraten darstellbar ist. 

Bekanntlich hat Herr Hurwitz*) bewiesen, daB fiir »>8 (und 
vy = 3,5,6,7) das Produkt zweier Summen von y Quadraten nicht als 
Summe von v Quadraten darstellbar ist. Das Gelingen des Nachweises, 
daB f(x) in eine feste (von » unabhiingige) Anzahl von Quadraten ganzer 
rationalzahliger Funktionen zerlegbar ist, ist also nur dem gliicklichen 
Umstand zu verdanken, daB durch den Hilbertschen Satz die Zerlegbar- 
keit von —1 in sieben Quadrate gewihrleistet ist. Wiirde man z. B. nur 
beweisen kénnen, da® —1 stets in acht Quadrate zerlegbar ist, so wiirde 
das oben eingeschlagene Verfahren iiberhaupt keine von m» unabhiingige 
obere Schranke fiir die Anzahl der zur Darstellung von f(x) erforderlichen 
Quadrate ergeben**). 

Es ist nun sehr zu wiinschen, dab Herr Hilbert den Beweis seines 
Satzes verdffentlicht. Der Satz scheint mir dadurch noch an Bedeutung 
gewonnen zu haben, daB er die Erledigung unseres nur auf rationale 
Zahlen beziiglichen Problems nach sich zieht. 

Die im Vorangehenden auseinandergesetzte Methode gestattet also, 
fiir jeden Kérper, in welchem —1 als Summe von sieben Zahlenquadraten 
darstellbar ist, das zugehdrige f(2) als Summe von acht Quadraten ganzer 
rationalzahliger Funktionen darzustellen; nach Herrn Hilbert gilt dies also 
fiir jedes definite f(z). Ich mache aber besonders darauf aufmerksam, 
daB die obige Reduktionsmethode in allen Fallen, fiir welche —1 in drei 
Quadrate zerlegt werden kann, sogar die Zerlegbarkeit von f(x) in vier 
Quadrate ergibt; man braucht ja nur auf die Gleichung 


Cop) mx S1(@) HM” (@) + Oy?) + x? (@) 
f(#) f. (2) 


dieselben Schliisse anzuwenden wie oben auf (3) und dabei fortwahrend 
von der Identitat 


*) Uber die Komposition der quadratischen Formen von beliebig vielen 
Variabeln“, Nachrichten der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 
mathematisch-physikalische Klasse, 1898, S. 309—316. 

**) Der Hilbertsche Satz, daB — 1 stets in vier Quadrate zerlegbar ist, ergibt 
nicht mehr als die bloBe Kenntnis, daB —1 in sieben Quadrate zerlegbar ist; das 
Produkt zweier Summen von je fiinf Quadraten kann ja mit Sicherheit nur als 
Summe von acht Quadraten dargestellt werden. 
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(8) (cy? + 04g? + 0%? + 4) (B,?+ By? + By? + By®) = (0, By +049 By +045 8s +04 8,)* 
+(—«&, By + ay B, + H% B,—oe, By)® + (— a, By — 0% B, +058, +0, 8,)* 
+(—a, By +a Bs — a By +0,8,)* 


Gebrauch zu machen*). 

Es ist vielleicht von Interesse, fiir eine spezielle Klasse von Kérpern 
in elementarer Weise die Zerlegbarkeit von —1 in vier Quadrate dar- 
zutun. Ich verdanke meinem Freunde J. Schur einen solchen Nachweis 
fiir den Kreisteilungskérper der m‘” Einheitswurzeln (m > 3) und teile hier 
diesen Beweis in unwesentlich modifizierter Form mit. 

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann m als ungerade Primzahl 
oder =4 angenommen werden. Denn wenn der Nachweis hierfiir erledigt 
ist, so ergibt sich fiir jedes m > 3, falls p einen ungeraden Primfaktor 
von m bezw. die Zahl 4 (fiir m= 2¢) bezeichnet, im Kérper der p™ 
Einheitswurzeln eine Zerlegung 


—l=e+P+y7'°+4+ 0%, 
und diese ist gleichzeitig eine Zerlegung im Kérper der m” Einheits- 


wurzeln. 
Es handelt sich also, da offenbar im Kérper der 4% Einheitswurzeln 


—l1=—#?=,' 
ist, nur um den durch die Gleichung 
f(v)=1+24+---+H77=0 
bestimmten Kérper, wo p eine ungerade Primzahl ist. 
1) p habe die Form 8v+ 3 oder 8y+5. Dann ist 


o-8 


: 2 
2: = (;) ——1 (mod p), 
also 
p-1 
22 +1=—=hp. 
Nun ist 


(L+a+--- +a?) (1+ a +29? +... +a0-0?) 
=l+74+.--+af-!4+ oP4+..-+y'?-1 
p-l1 


abiet<--se> 


-1 + gip-l 
p= 


a+ atenagay (ga?) pars, 


also, wenn fiir x eine Wurzel @ von f(x) = 0 eingesetzt wird, 
*) DaB analog fiir jeden Kérper, in welchem — 1 Quadratzahl ist, d. h. welcher 
die Zahl i enthilt, f(x) in zwei Quadrate zerlegt werden kann, ist trivial. 
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P-3 As 
0 =(1+) (14+ 4%) (1 +o..-(t40 ; aa 
also, da 


oor (9?) 


ist und jeder der ” "7 * Faktoren des Produktes eine Summe von zwei 
Quadraten ist, 
0O=a? + f+ o", 
— @-! — a? + 6, 
p+1\3 
—1= (+ ph0—(@+p) (07) = «9+ a 

—1 ist also in zwei Quadrate zerlegbar und folglich nach meinen all- 
gemeinen Bemerkungen auf 8. 278—279 f(x) in vier Quadrate*). 

2) Die ungerade Primzahl p sef beliebig. Dann laBt sich jedenfalls 
eine Primzahl g so bestimmen, dab q die Form 8y+ 2 hat und daB q 
Nichtrest modulo p ist. Dann ist 


p-1 q 
2 = ——e 
q = (£) -—1 (mod p), 
also 
p-1 
q* +1=hp, 
(9) (1+a+---4+a?-) (14+ 2?+---+a@-DP) = 1+42+4---4+ 71 
ne 


=1+ae4+---+at*® -14 gh! 
=(1+a2+27+-.---4+22-1) (1+a2+x22+..-4 2-02) ore 
2-3 Ws 2 og et ua 
ee : tate? 4... 4-4f0-Ne ? ) + ghpat, 
Nun ist nach 1) 
l+a+2?+.--+a'=F(2)+---+ F(a), 


*) Ubrigens folgt fir p=—8v-+3 die Zerlegbarkeit von f(a) in vier Quadrate 
und ebenso fiir p= 8» +7 die Zerlegbarkeit von f(x) in fiinf Quadrate direkt daraus, 
da8 bekanntlich fiir »=3 (mod. 4) 


PF esi 
sfc) —4 = —* = x,24 PX? 


ist, wo X, und X, ganze ganzzahlige Funktionen von x sind. Denn, da fiir p=8»+3 
bezw. p= 8v-+7 eine Gleichung p= a*-+ b?+ c*® bezw. p= a* + b?-+ c?+ d®* be- 
steht, so ist f(x) in vier bezw. finf Quadrate zerlegbar. Nur der Fall p=8yv+1 
ist schwieriger zu behandeln, etwa wie oben unter 2) im Anschlu8 an die Mit- 
teilungen von Herrn Schur, wobei der Dirichletsche Satz von der arithmetischen 
Progression angewendet wird. 
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also 
Lp at att peep abt FA (at) $0 + FW) = (a) +--+ G20), 


1 


p-1l p-l 


ot f 
I+ar*  +a%* 


ont. p-1l_, 


= F(x . gp Ace . ) 
~ K}(2) +--+ K2(2). 
Daher hat nach (8) die rechte Seite von (9) die Gestalt einer Summe 
von vier Quadraten plus 2*?-". Setzt man nun in (9) fiir x eine Wurzel 
& der Gleichung 

f(z) = 0 


_ 
= 


= P 
+.--+¢@-De 


ein, so ergibt sieh 


Oma + p+ +d? + o-} 
pti 


2 
—1= (a? + p+ 7? + 0%) (97 ) = a7 + B+ 7° + 0,° 


Zweiter Teil. 


Die im ersten Teil angewendete Reduktionsmethode fihrt auch in der 
Theorie der definiten ganzen rationalen Funktionen zweier Variabeln 


F(&, Y) = Aq + Ayo% + Ay Y + Mg” +--+ + Oy,4" 
mit beliebigen reellen Zahlenkoeffizienten zu einem neuen Resultat. Bisher 
ist dariiber folgendes bekannt. 

Herr Hilbert*) hat zuerst den Nachweis der merkwiirdigen Tatsache 
gefiihrt, daB f(a, y) im allgemeinen nicht als Summe von Quadraten ganzer 
rationaler Funktionen von x und y mit reellen Koeffizienten darstellbar 
ist. Spiaiter hat Herr Hilbert**) bewiesen, daB sich f(x, y) stets als 
Quotient zweier solcher Quadratsummen darstellen laBt. Er beweist zu 
diesem Zwecke — unter Anwendung der Theorie der Abelschen Funk- 
tionen — zuniichst den Satz***): ,Jede beliebige ternire definite Form+) 
F von der nv Ordnung ist in der Gestalt darstellbar 
(10) Foctr it 
wo ®, Y, X Formen mit reellen Koeffizienten von der » — 2° Ordnung 
sind und H die n -- 4* Ordnung besitzt.“ 





*) Uber die Darstellung definiter Formen als Summe von Formenquadraten‘, 
Mathematische Annalen, Bd. 32, 1888, S. 342—350. 
**) | Uber terniire definite Formen“, Acta mathematica, Bd. 17, 1893, S. 169—197. 
**) 1 ¢., S. 196. 
+) D. h. jede definite ganze rationale homogene Funktion dreier Variabeln. 
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Aus (10) schlieBt nun Herr Hilbert weiter: H ist eine definite Form, 

laBt sich also in der Gestalt 
OP+¥it + %* 

darstellen, wo n—8 der Grad von H, ist. Die Wiederholung dieser 
SchluBweise fiihrt schlieBlich zu einem Bruch, dessen Nenner eine positive 
Konstante oder eine quadratische definite Form ist. Da letztere eine 
Summe von Formenquadraten ist, so ergibt sich durch Ausfiihrung der 
Multiplikationen fiir F' eine Darstellung als Quotient von zwei Quadrat- 
summen 


O7+--- 40} 
(11) ~ 9+ +o3 


Jede definite ternire Form oder, was dasselbe besagt, jede definite Funk- 
tion zweier Variabeln ist also als Quotient von zwei Quadratsummen 
darstellbar. 

Dies Hilbertsche Resultat laiBt sich ohne Miihe dahin ergiinzen, dab 
f(x, y) als Quotient zweier Summen von je vier Quadraten darstellbar ist; 
denn es werden stets Summen von je drei, also von je vier Quadraten 
miteimander multipliziert, und es greift die Identitaét (8) Platz. Aus 


o°4---+-4' 

(12) f(@,9) = at 4g, 
kann man noch schlieBen: 

(0,7 + --- +9," (9,27 +---+9%,’) ¥,°+ ---+¥," 
(18) flay) — CF Dr ve, 
Aber damit ist nicht viel gewonnen. Sowohl in (11), als auch in (12) 
und (13) wachsen die Grade der auftretenden Funktionen in bezug auf 
jede Variable sehr an; sie haben die GréSenordnung n’. 

Nun schlieBe ich aber, von (10) ausgehend, anders weiter und 
werde — unter der Voraussetzung, daB in der definiten Funktion n™ 
Grades f(x, y) das Glied mit y" nicht den Koeffizienten Null hat*) — 
zu folgendem Satz gelangen: 

vf (x, y) laépt sich als Summe von vier Quadraten 


f=e7%+---+42 


darstellen, wo W,,-+-,U, ganze rationale Funktionen von y mit rationalen 
reellen Funktionen von x als Koeffizienten sind.“ 


*) Durch eine ganze lineare Transformation der Variabeln l48t sich bekanntlich 
bei einer Funktion mehrerer Variabeln stets erreichen, daB der Grad in jeder Variabeln 
gleich dem Grade der Funktion ist. 




















Darstellung definiter Funktionen durch Quadrate. 283 


Dieser Satz ist offenbar richtig fiir Funktionen 0“ und 2" Grades. 
Denn fiir 
f (x, y) =2 
ist ‘ 
f(@,y) = (Ve); 
fiir 


f(x, y) = Ag(x)y* + A,(x)y + A,(a), 
wo nach Voraussetzung A, eine positive Konstante und fiir alle reellen x 
A,*(@) — 4.4,(2) Ay(2) <0 
ist, ergibt sich 


is A, 2 4A, bas A,? 


= (ay +9, @))? + H27(2) + 5(2) 
= O47(x, y) + ¥2"(@, y) + ¥s"(a, y). 
Der Satz mége fiir Funktionen 0", 2°, .-.. n —2*" Grades als bewiesen 
angenommen werden. 
Nach (10) ist die Funktion n" Grades f(x, y)*) in der Gestalt dar- 
stellbar 
(14) fat SSS 


h 





? 


WO @,, @, M, &, f; ganze rationale Funktionen von x und y mit reellen 
Koeffizienten sind und f, in « und y, also auch in y allein, geringeren 
Grad hat als f**). (14) laBt sich auch so schreiben: 
(15) ffy= ar t+--- +a 
Ich dividiere nun, wenn /,(z, y) nicht schon von y unabhingig ist, 
unter Bevorzugung der Variabeln y die vier Funktionen «,,---,a, durch /,. 
Dies gibt 
“=a +6, 
(16) Lae a 
oy = Wh + By; 


wo £,,--+, 8, ganze rationale Funktionen von y sind, in denen die Koef- 
fizienten der Potenzen von y (ganze oder gebrochene) rationale reelle 
Funktionen von # sind. Hierbei haben £,,---, 6, in y kleineren Grad 
als f,, also a fortiori als /. 

1) Wenn die vier Reste ,, 6, 83, 8, identisch Null sind, ergibt 
sich aus (15) 

f=AG@?+ a+" +a") =fh, 
*) f(a,y) kann ja als definite ternire Form F(«,, «,, x,) geschrieben werden. 
**) Fiir die spaitere Wiederholung des folgenden SchluBverfahrens ist es wichtig 


zu bemerken, da8 nur von der Tatsache Gebrauch gemacht wird, daB /, in y geringeren 
Grad hat als f, nicht davon, daB dies auch fiir den Grad in « und y gilt. 
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wo f, und f, ganze Funktionen von y sind, mit rationalen Funktionen 
von x als Koeffizienten. Der Grad k von f, in y liegt zwischen 0 (exkl.) 
und » (exkl.), der Grad » — k von f, also gleichfalls. Nach der bekannten 
Verallgemeinerung eines GauBschen Satzes ist also die ganze rationale 
Funktion f(z, y) in zwei Faktoren F,(a, y) und F,(a, y) zerlegbar, die 
in x und y ganz sind und in y die Grade i und n—k haben. In 
f(z, y) a F, (a, y) F(a, y) 
sind auch die Grade von F,(x,y) und F,(x,y) in beiden Variabeln be- 
zieblich k und » —k, da ja f(x,y) in beiden Variabeln auch den Grad n 
hat. Die Koeffizienten von y* bezw. y"~* in F,(x, y) bezw. F,(x, y) sind 
Konstanten, von denen erstere ohne Beschrinkung der Allgemeinheit = 1 
angenommen werden kann. F(z, y) und F,(a, y) sind ferner definit, da 
F,(z,y) aus einer definiten Funktion f,(7, y) durch Division mit einer 
definiten rationalen Funktion von « (namlich dem Koeffizienten von y* 
in f,(z,y)) entsteht. F(x, y) und F,(a, y) sind also Funktionen von z 
und y, welche genau dieselben Voraussetzungen erfiillen wie f(x, y), aber 
geringeren Grad haben als f(x,y); fiir solche Funktionen war der Satz 
als bewiesen angenommen worden, so daf sich fiir f(x, y) eine Zerlegung 
f(x,y) = (@P+--- +92) “Pte +13) = oF +--+ 02 

ohne Nenner in y ergibt. 

2) Wenn £,, f, 63, 6, nicht simtlich identisch 0 sind, so ist 
B,? + B,? + B,? + B,.? nicht identisch 0, und es folgt aus (15) und (16) 
modulo f, 

BP? +--+ BF=a?+---+a2=—ff, =0, 
d. h. der Quotient 
Att--+6! _ 
he 2 


ist in y ganz und nicht identisch 0, in x rational. f, hat in y kleineren 
Grad als f,. Aus (15) und 


fife = BP +--+ Be 
folgt durch Multiplikation unter Benutzung der Identitit (8) 
FAP f, = % By + oy By + ey Bs + 4 B,)®? + (— 0, By + 0%, + 0% 8, — 0, By)” 
+ (— a Bs — 8, + 0B, + «4 By)? + (— 1B, + 0B; — us By + @,B,)*. 
Jede der vier Basen rechts ist durch f, teilbar, und man erhiilt 
fh=vit---+ 72, 


Me 
(17) | pat ttn, 
WO 7:,°°*) ¥4, fo in & rational, in y ganz sind, und wo f, in y geringeren 
Grad hat als f,. 
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Durch Erweiterung des Bruches (17) mit einer gewissen ganzen 
) rationalen Funktion von « nimmt (17) die Form an 
fon Tg 
. F, , 
wo 6,,°--, 0,, Fy ganze rationale reelle Funktionen von x und y sind, 
und wo F, in y kleineren Grad hat als f, und a fortiori als f. 
Ist dieser Grad von F, in bezug auf y noch nicht 0, so léBt sich das 
Verfahren wiederholen, bis man schlieBlich zu einer Gleichung kommt 
91° (@,y) +: +> + M7 9) 
(18) fla, y) = hE tt We) 
wo im Nenner eine (definite ganze reelle) Funktion von 2 allein steht. 
f(x, y) WaBt sich also mit einer solchen definiten ganzen Funktion 
von & allein multiplizieren, daB das Produkt als Summe von vier Quadraten 
ganzer reeller Funktionen von x und y darstellbar ist. 
Aus (18) folgt schlieBlich wegen 


v(x) = x4°(@) + 43°(@) 
: : 2 on. 2 
f(a, y) ae (41 7) + %°(@)) (9, mor 4 + + % (x, y)) 
=¥7(@,y) +--+ ¥2(@, 9), 
wo v,(”,y), +--+, &(%,y) ganze rationale Funktionen von y sind, deren 
Koeffizienten rationale reelle Funktionen von z sind. 
Dies war die auf S. 282 ausgesprochene Behauptung. 





Den 31. August 1905. 
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Beitrage zur Theorie der Punktmengen. III. 
Von 


A. Scnoenruies in Kénigsberg i./Pr. 


Mit dem folgenden Beitrage gelangen meine Untersuchungen iiber 
die Theorie der ebenen Punktmengen zu einem gewissen Abschlu8. Das 
Ziel, das ich mir gesteckt hatte, und das darauf ging, die geliufigen Sitze 
der Analysis situs tiber Kurven und Kurvenbogen, sowie iiber die durch 
sie bewirkten Gebietsteilungen mengentheoretisch zu kliren und zu be- 
griinden, diirfte mit ihnen erreicht sein. Abgesehen hiervon aber haben 
diese Untersuchungen zu einem neuen und meines Erachtens prinzipiell 
wichtigen Ergebnis gefiihrt, nimlich zu den notwendigen und hinreichenden 
Eigenschaften, die fiir eine Punktmenge erfiillt sein miissen, damit sie im 
Sinne der Analysis situs als gleichwertig mit der Geraden oder der Strecke 
betrachtet werden kann. Fiir diese Kriterien bildet die von mir einge- 
fiihrte Unterscheidung der Punkte einer Menge in erreichbare und nicht 
erreichbare die Grundlage; in ihr darf ich denjenigen Begriff erblicken, 
der fiir eine abschlieBende Erérterung der vorliegenden Probleme eines 
der wesentlichsten Hilfsmittel bildet und den allgemeinsten mit der Ge- 
raden gleichwertigen Kurvenbegriff charakterisiert. 

Als wichtig méchte ich noch den Umstand hervorheben, daB alle 
Begriffe, die ich fiir die Einteilung und Analyse der Mengen, sowie fiir 
die Kennzeichnung ihrer besonderen Art benutze, sich im Laufe der Unter- 
suchung als solche erwiesen haben, die den umkehrbar eindeutigen und 
stetigen Transformationen der Ebene gegeniiber invariant sind. Dies be- 
rechtigt dazu, diese Begriffe als die natiirlichen Grundbegriffe jeder der- 
artigen Analyse aufzufassen. 

Was die teilweise Linge und Ausfiihrlichkeit meiner Darstellung be- 
trifft, so scheint sie mir unvermeidlich zu sein. Handelt es sich doch um 
ein Gebiet, bei dem man nur zu leicht zu Fehlern gelangt, wenn man die 
geliufigen Ergebnisse der Anschauung als die allgemeinsten gestaltlichen 
Méglichkeiten auffaBt. Demgegeniiber habe ich stets die logische Er- 
schipfung aller an sich miéglichen Fille zum Ausgangspunkt gewihlt. 
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Dies ist um so ndtiger, als in vielen Fallen, insbesondere in der Funk- 
tionentheorie, ebene Mengen nur durch analytische Definitionen eingefiihrt 
werden, bei denen die Vorstellbarkeit schlieBlich ganz versagt. Ich fiige 
hinzu, daB aus diesem Grunde auch der Beweis, den Herr C. Jordan fir 
seinen bekannten Kurvensatz gegeben hat, einer Ergiinzung bedarf. Dieser 
Beweis operiert mit einer Reihe von Polygonen, die einander einschlieBSen, 
resp. ausschlieBen, und beruht auf der stillschweigenden, aber irrtiimlichen 
Annahme, daB solche Reihen immer gegen eine geschlossene Kurve kon- 
vergieren, die die Ebene in ein AuBeres und ein Inneres teilt. Dies ist 
aber keineswegs der Fall. Vielmehr kinnen die gestaltlichen Verhiiltnisse, 
die hier in Frage kommen, viel allgemeinere sein, und gerade das Auf- 
treten der Kurve ist dasjenige, was des Beweises bedarf (vgl. § 1). 

Im einzelnen ist zu bemerken, da ich zuniachst (§ 1 ff) einige einfachere 
Hilfssiitze tiber Gebiete und deren Zerlegung ableite, die hier als grund- 
legend zu betrachten sind, wobei auch die soeben genannte Frage ihre 
Erledigung findet. Alsdann folgen einige Paragraphen, die sich eingehend 
mit dem oben erwihnten Begriff der Erreichbarkeit beschiftigen und seine 
Bedeutung fiir die ganze Theorie ins Licht setzen (§ 5ff); es ist klar, 
daB in ihm das geometrische Aquivalent fiir die umkehrbare Stetigkeit 
des die Kurve darstellenden Funktionenpaares «= f®, y=) wm 
erblicken ist. Dieser Begriff gestattet fiir diejenige Kurve, deren simt- 
liche Punkte beiderseits erreichbar sind und die ich als einfache Kurve 
bezeichne, dieselbe Anordnung ihrer Punkte vorzunehmen, wie fiir den 
Kreis, namlich diejenige, die auf dem Zwischenbegriff beruht (§ 8). Es 
folgt (§ 10) ein neuer und wesentlich kiirzerer Beweis des Satzes, dab 
jede derartige Kurve umkehrbar eindeutig und stetig auf den Kreis ab- 
gebildet werden kann*); alsdann folgt (§ 11) ein neuer Beweis des 
Jordanschen Kurvensatzes iiber die Teilung der Ebene in ein Auferes 
und Inneres, der iiberdies dahin zu vervollstiindigen ist, daB alle Punkte 
der beziiglichen Kurve aus beiderseits erreichbaren Punkten bestehen. Erst 
damit diirfte eine zufriedenstellende Antwort auf die Frage gewonnen sein, 
welches die notwendigen und hinreichenden Eigenschaften einer Punkt- 
menge sind, damit sie Bild des Kreises oder des Kreisbogens ist. Der 
Jordansche Satz erscheint auf diese Weise erst am Ende der Darstellung, 
wohin er bei der allgemeinen Erérterung der ebenen Mengen auch ge- 
hort; in der Tat reduziert sich so sein Beweis ausschlieBlich darauf, 
auf Grund der allgemeinen Resultate aus der Mannigfaltigkeit der ver- 
schiedenen ebenen Mengen diejenigen herauszusuchen, die ihrer Struktur 





*) Einen Beweis dieses Satzes, und zwar mit Hilfe des Jordanschen Kurven- 
satzes, gab inzwischen auch Herr F. Riesz, diese Ann. Bd. 59, S. 409. 
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nach Bild des Kreises sein kénnen, wozu es nur der einfachsten Uber- 
legungen bedarf. 

Der Begriff der umkehrbar eindeutigen und stetigen Abbildung kann 
sich sowohl auf eine einzelne Menge wie auf die ganze Ebene beziehen. 
Der erste Begriff kann aber immer zu dem zweiten.erweitert werden. 
Der Nachweis dieser Tatsache (§ 12) ist nétig, um die Siitze itiber Gebiets- 
teilungen, die zunichst nur fiir polygonale Wege abgeleitet wurden, auf 
beliebige, einfache Kurvenwege zu iibertragen. Den Schlu8 bildet (§ 13) 
eine Zusammenstellung der wichtigsten Invarianten der Analysis situs. 

Ich schlieBe mit dem Hinweis, daB fiir diese Beitriige keine anderen 
Voraussetzungen zugrunde gelegt werden, als die Analysis situs der ge- 
wohnlichen Polygone und der mit ihnen aufgebauten Gebilde, die allge- 
meinen Grundlagen der Theorie der ebenen Mengen, sowie endlich der Be- 
griff der eineindeutigen und stetigen Abbildung. Auf dieser Grundlage ge- 
lingt es, dem eben genannten Teil der Analysis situs die allgemeinste 
Erweiterung zu geben, deren er fahig zu sein scheint. 


§ 1. 
Folgen einschlieBender und ausschlieBender Polygone. 


Eine Folge von einfachen Polygonen 
{P,} = P,, P;, ait. P,, a 

von der Art, daB kein Punkt von P, auBerhalb von P,,, liegt*), soll als 
Folge ausschlieBender Polygone bezeichnet werden. Gemi8 Beitrag II, § 3 
konvergiert sie gegen eine zusammenhiingende Menge Z.**) Definiert 
man ein Gebiet 3 so, daB ihm das Innere 3(P,) eines jeden Polygons P, 
angehért, so ist auch 3 zusammenhdngend. Sind nimlich i, und i, zwei 
Punkte von 3, so gibt es der Definition gem&B ein erstes Polygon, zu 
dessen Innerem sie gehéren; sie sind also durch einen zu 3 gehérigen 
Weg***) verbindbar. 

Ein ahnlicher Satz besteht fiir eine Folge einander einschlieBender 
Polygone; darunter verstehe ich Polygone Q, von der Art, dab kein Punkt 
von Q, innerhalb von Q,,, liegt. Auch sie konvergieren gegen eine 2u- 
sammenhiingende Menge Z, und man kann ein zusammenhiingendes Gebiet 
Y definieren, dem das Aufere U(Q,) eines jeden Polygons Q, angehért. 

Die Menge & braucht weder in dem einen noch in dem anderen 


*) Dab P und P Punkte gemein haben, ist zuliissig. 


**) Diese Ann. Bd. 59, 8. 139. Dort ist der Satz unter der Voraussetzung iso- 
lierter Mengen & bewiesen; er gilt ebenso fiir die Polygone P . 


***) D. h. einen Streckenzug endlicher Streckenzahi; vgl. Beitrag II a. a. O. S. 131. 
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Falle eine geschlossene Kurve zu sein, sie kann vielmehr weit allgemei- 
neren Charakter haben. Ziehen wir insbesondere die Polygone P, resp. 
die durch sie bestimmte Menge & in Betracht, so gilt fiir die Gebiets- 
teilung, die durch sie bewirkt wird, das Folgende. Setzt man 


E=T+3+M, 


wo € die ganze Ebene bedeutet, so braucht 2% keineswegs zusammen- 
hingend zu sein; vielmehr kann Mt in beliebig viele Teilgebiete zerfallen, 
wofiir unten ein einfaches Beispiel folgt. Benutzt man ferner fiir & die 
allgemeine Zerlegung*) 

T=F,+ 4, + Tai 


wo die Punkte von Z; und &,, Grenzpunkte nur vor. 3 resp. nur von M 
sind und die Punkte von &,,; gemeinsame Grenzpunkte von I und §, 
so folgert man leicht, daB Z,,—O ist. Da namlich jeder Punkt von & 
Grenzpunkt von Punkten der Polygone P, ist, so liegen in jeder Nahe 
von ihm auch solche Punkte, die zum Inneren gewisser Polygone P,, 
also auch zu 3 gehéren; es kann daher keinen Punkt ¢,, geben, in dessen 
Umgebung nur Punkte von 9 liegen. Dagegen braucht Z, nicht Null 
zu sein. Andererseits ist T,,, die volle Grenze zwischen 3 und Mt, und 
ist in dem Falle, daB Yt selbst ein zusammenhingendes Gebiet ist, gemaB 
Beitrag II, § 5 ebenfalls eine zusammenhingende Menge, und zwar eine 
geschlossene Kurve. Abnliche Verhiiltnisse gelten fiir den Fall’, daB & 
Grenzmenge der Polygone Q, ist. 

Fiigt man z. B. (Fig. 1) einem Quadrat von auBen ein Dreieck so an, 
daB beide nur eine Ecke gemein haben, und betrachtet die Polygone, die 
gegen diese Figur von aufen approximieren, so bilden 
sie eine Folge {Q,}, so daB Qt in zwei getrennte Ge- 
biete zerfillt. Abhnliches gilt, wenn man das Dreieck | 
von innen anfiigt, fiir die von innen approximierenden 
Polygone P,. Errichtet man andererseits auf dem | 
Quadrat nach auBen ein Lot, und betrachtet wieder die ~V~. 
von auSen approximierenden Polygone, so bilden sie WAS : 
eine Folge, fiir die M ein einziges Gebiet ist, wihrend 
ZT aus dem Quadrat und dem Lot besteht, also sich 
nicht auf die Grenze zwischen Mt und W beschrinkt. Derartige Beispiele 
lassen sich in mannigfachster Form und zwar mit vorgegebenen Teil- 
mengen &, resp. £, und mit vorgegebener Gebietsteilung leicht herstellen. 

Nur wenn man von vornherein wei, daB eine einschlieBende und 
eine ausschlieBende Polygonfolge gegen dieselbe Menge I konvergiert, kann 














*) Jeder Punkt von & gehdrt einer und nur einer der drei Teilmengen an. 
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man gema&B dem Obigen folgern, daB die Ebene in nur zwei Gebiete zerfallt, 
und daB jeder Punkt von E deren gemeinsamer Grenzpunkt ist. 

Aus dem Vorstehenden folgt, wie ich bereits in der Einleitung 
bemerkte, daB der Beweis, den Herr C. Jordan fiir seinen bekannten 
Kurvensatz gegeben hat, einer Ergiinzung bedarf. Herr Jordan operiert 
ebenfalls mit zwei Reihen von einfachen Polygonen P, resp. Q,, die gegen 
die gegebene Punktmenge  konvergieren, und zwar bildet die eine Reihe 
eine einschlieBende, die andre eine ausschlieBende Folge. Er beweist, 
daB jeder Punkt des Ringgebietes, das zwischen je einem Polygon P, und 
Q, liegt, einen Abstand von & besitzt, der mit wachsendem v unendlich 
klein wird.*) Er definiert dann ebenfalls zwei zusammenhingende Ge- 
biete J und Y, wie es vorstehend geschehen ist, und behauptet, daB da- 
mit der Satz bewiesen sei. Dies ist jedoch nicht der Fall, wofiir ich am 
einfachsten auf die obigen Beispiele verweisen kann. Um diesen Schlu8 
ziehen zu kénnen, mu8 man vielmehr noch nachweisen, dab jeder Punkt 
von & gemeinsamer Grenzpunkt von 3 und Y ist, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, daB auch der Abstand jedes Punktes von Z von den Poly- 
gonen P, und Q, unendlich klein wird.**) Dies kann innerhalb des Jor- 
danschen Beweisganges gewiB gezeigt werden, ist aber andererseits fiir 
den Nachweis des Satzes unerliBlich und bildet einen wesentlichen Teil 
seines Inhalts. Uberhaupt scheint mir der Hinweis auf die Mannig- 
faltigkeit der Figuren, die sich als Grenzen zweier derartiger Reihen von 
Polygonen einstellen kénnen, fiir den bindenden Beweis des Satzes und 
die volle Erfassung seines Inhaltes geboten zu sein; gerade diese Unter- 
lassung — wie ich auch in der Hinleitung hervorhob — diirfte die Liicke 
des Beweises verschuldet haben. 


§ 2. 
Ein Satz iiber ausschlieBende Polygonfolgen. 

Wir gehen von der in § 1 fir die Polygone P, aufgestellten Glei- 
chang E=-T+F+M 
aus. Jeder Punkt von Qt ist auBerer Punkt eines jeden Polygons P,. 
Diese Punkte teilen wir in zwei Klassen, je nachdem sie mit dem unend- 
lich fernen Punkt von € durch einen zu Yt gehérigen Weg verbindbar 
sind oder nicht; die ersteren bezeichnen wir durch Y, die iibrigen durch Y’, 
und zwar ist & der Definition gemiB ein zusammenhiingendes Gebiet. Wir 
haben dann 


EC=T+34+A+M. 


*) Cours d’analyse, 2. Aufl. § 102. ,,I1 est donc établi* usw. 8. 98. 
**) a. a. O. wird immer nur hervorgehoben, daf jeder Punkt von und 2, von 
& uuendlich kleinen Abstand hat, was eben nicht das gleiche ist. 
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Kine ahnliche Teilung kénnen wir mit Z vornehmen. Sei T, die volle 
Grenze von %, also eine abgeschlossene Menge, so bleiben von & nur 
soleche Punkte iibrig, die Grenzpunkte nur von 9 oder nur von Y’ oder 
von $ und &’ sind; wir setzen demgemaB 


T=T,+0,4+ 0; + Ti. 
Setzen wir nun noch 


W+3+ +54 Tai=— MN, 
E€=7T,+A+MN, 


und es laéBt sich zeigen, daB Z, eine geschlossene Kurve ist, die & und 
N trennt. 

Da namlich gemaB § 1 in © kein Punkt existiert, der Grenzpunkt 
nur von Yt ist, so folgt zuniachst, daB Z—O ist, und daB jeder Punkt 
von &, gemeinsamer Grenzpunkt von &% und Mt ist. Daraus allein kann 
aber die Behauptung nicht gefolgert werden*). Sie ergibt sich daraus, 
daB in unserm Fall £2; nur Grenzpunkte von 3 und YW’, aber keine von 
enthalt. Fiigt man naimlich der Menge 3 die Punkte von &; und &; hinzu, 
so entsteht eine ebenfalls zusammenhaingende Menge Y, und man erhilt 

N= Y+ A. 
Ist nun ¢;; irgend ein Punkt von &;;, ist 9’ sein Abstand von der Menge f,, 
und schligt man um ihn einen Kreis mit dem Radius 0 < 9’, so kénnen 
in diesem Kreis nur Punkte von 9 liegen, und zwar sind darunter sowohl 
Punkte von 3 wie von Y’. Daraus folgt zunichst, daB jeder Punkt von Y’ 
mit gewissen Punkten von 3 durch einen zu 3 gehérigen Weg verbindbar 
ist. Da aber 3 eine zusammenhingende Menge ist, so folgt nunmehr weiter, 
daB jeder Punkt von Y’ mit demselben Punkt von 3 durch einen solchen 
Weg verbindbar ist; d. h. 9 ist eine zusammenhingende Menge. Hieraus folgt 
alsdann nach Beitrag II, § 5, daB Z, eine geschlossene Kurve ist. Also: 

Durch jede Folge ausschlieBender Polygone {P,} wird eine gewisse ge- 
schlossene Kurve C definiert, die Teilmenge der durch die Polygone { P,} be- 
stimmten Menge Z ist, wnd deren Inneres das Innere J(P,) jedes Polygons 
als Teilmenge enthiilt. 

Fiir eine Folge einschlieBender Polygone besteht ein derartiger Satz 
nicht. 


so wird 


*) Dies zeigt Figur 1, wenn man fiir 9% das Innere des Quadrats und des 
Dreiecks setzt. 
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§ 3. 
Hilfssitze iiber die approximierenden Polygonfiguren. 


Wie im Beitrag II bewiesen wurde, laBt sich zu jeder abgeschlossenen 
Menge & eine polygonale Figur TT konstruieren, die die Menge Z in 
einem gegebenen mittleren Abstand approximiert. Darunter ist zu ver- 
stehen, daB die Figur TT ein polygonales Gebiet 2 bestimmt, so dab, wenn 
E—X+M gesetzt wird, Z selbst sowie jeder Punkt von Mt, dessen 


Abstand von & héchstens < é betriigt, dem Inneren von 2 angehéren, 


wihrend alle Punkte von Mt, die von T mindestens den Abstand ; é haben, 


auBerhalb von & liegen.*) In dem Falle, daB Z eine zusammenhdngende 
Menge ist, besitzt die Figur TT einige einfache Eigenschaften, deren wir 
fiir das Folgende bediirfen, und die ich hierhersetze. Qt heiBt Komple- 
mentiirmenge von TL. 

Wenn zuniichst die Komplementirmenge IQ ein einziges zusammen- 
hiingendes Gebiet darstellt, so kann es in TT nur ein einziges duBeres 
Randpolygon P, geben, d.h. ein solches, dessen AuBeres zu M gehirt. 
Dies folgt unmittelbar daraus, daB die Menge Z innerhalb von P, liegt, 
und daher zwei Polygone P, dieser Art unméglich sind. Aus der Kon- 
struktionsart der Figur TT folgt nun weiter, daB innerhalb von P, keine 
zwei Polygone liegen, von denen das eine das andere einschlieBt. 

Ist Z eine solche zusammenhiingende Menge, fiir die Mt in mehrere 
Teilgebiete zerfallt, so liBt sich das Vorstehende unmittelbar auf das 
duBere Gebiet U iibertragen: Ist also TT, derjenige Teil von TT, der in & 
enthalten ist, so besteht er ebenfalls aus einem einzigen fuBeren Rand- 
polygon P, und einer endlichen Zahl einander ausschlieBender Polygone 
innerhalb von P,. Diese kénnen auch fehlen. 

Ist dagegen 3 ein inneres Gebiet, das zu MM gehért, ist TT, die in J 
enthaltene Teilfigur von TT und P, irgend ein Polygon von TT,, so gehért 
sein Inneres gemaiB der Konstruktionsart von TT zu Yt; daher miissen je 
zwei zu TI, gehdérige Polygone P, einander ausschlieBen. 

Die groBe Mannigfaltigkeit der gestaltlichen Verhiiltnisse, die hier 
méglich sind, diirfte aus folgendem Beispiel erhellen, bei dem die Menge 
£ selbst ein einfaches Polygon ist. 

Auf einer Geraden g (Fig. 2) denke man sich eine Folge {p,} natiir- 
lich geordneter Punkte p,, deren Grenzpunkt p sei, errichte in den Punkten 
p, nach oben Lote von der Lange 4,, die gegen Null konvergieren, und 





*) Im Beitrag II, diese Ann. Bd. 59, S 138, ist : ¢ durch ¢ ersetzt; es ist be- 
quemer, die obige Definition von TT zu benutzen. 
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verbinde die Endpunkte von je zwei 
benachbarten Loten durch gleichschenk- 
lige Dreiecke, deren Héhen h, ebenfalls 
gegen Null konvergieren. Diese Figur 
spiegele man gegen die Gerade g, so 
bestimmen die simtlichen Dreiecke ein 
einfaches Polygon P.*) Zieht man nun Fig. 2. 
von innen Parallelen zu den Seiten 
dieses Polygons im Abstand ¢, so bestimmen sie ebenfalls eine approxi- 
mierende Figur, die wir wieder TT nennen, die aber im allgemeinen in 
mehrere Polygone P; zerfillt. Die Zahl dieser Polygone kann sogar mit 
abnehmendem «¢ iiber alle Grenzen wachsen, obwohl die von ihnen gebildete 
Figur TT gegen das eine einfache Polygon P konvergiert. Um dies zu 
erreichen, waihle man die Intervalle 6, = p,p,,, 80, daB 

0,= 93, O4=46,=— 05, 8, = 05 = by = Oyo, --- 
ist und iiberdies 20, konvergiert. Ebenso wahle man 

Ay = dg, Aymdg— dg, dy = Ag = dy = Ayo, ° 





und kann nun durch geeignete Wahl der 0,, 4,, 4, und von « erreichen, 
daB in der mit ¢ konstruierten Figur TT ein Teilpolygon P, auftritt, das 
zwischen zwei vorgegebenen benachbarten Punkten der Folge {p,} liegt. 
Ist 0’ die Linge des zugehérigen Intervalles, und gibt es @ Intervalle 6, 
von der gleichen Linge 6’, so gibt es auch mindestens g@ —1 gleiche 
Polygone P;, die zu TT gehéren. Die Zahl der Polygone, in die TT zerfiallt, 


wichst also fiir limes¢ = 0 itiber alle Grenzen. 


§ 4. 
Hilfssiitze iiber Gebiete und Gebietsteilung. 


Wir bediirfen einiger Sitze iiber die Zerlegung in Teilgebiete, die 
ein Gebiet Mt durch Wege erfihrt. Die Wege nehmen wir im folgenden 
immer so, daB keine zwei sich kreuzen. DaB sich dies fiir zwei Wege 
stets bewirken laBt, wurde friiher bewiesen**); es ist leicht durch den 
SchluB von » auf n+ 1 zu zeigen, daB es auch fiir beliebig viele Wege 
richtig bleibt, was einer niheren Ausfiihrung nicht bedarf. Wiirde man 
jedoch die Wege beliebig annehmen, so wiirden die Beweise teilweise 
recht schwerfillig werden. Ich ziehe deshalb vor, mich hier zunichst auf 


*) In Fig. 2 ist es stark gezeichnet. 
**) Beitrag II, § 1. 
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Wege besonderer Art zu beschrinken; es wird sich in § 14 zeigen, daB 
eine sachliche Beschrinkung des Beweisganges darin nicht enthalten ist. 
Sei Z zunichst eine zusammenhiingende Menge von der Art, daB die 
Komplementirmenge IN ein einziges Gebiet darstellt, und sei Q, das iuBere 
Randpolygon der Figur TT,, Wir wihlen dann die Wege [’ und [”, die 
von einem Punkte m, der zam Auferen von Q, gehdrt, zu zwei Punkten 
¢ und ¢” von & fiihren, insbesondere so, daB sie jedes Polygon Q, nur 
einmal kreuzen; es ist iibrigens klar, daB ein jeder Weg, der von m zu 
einem Punkte ¢ fiihrt, dadurch in einen solchen Weg verwandelt werden 
kann, daB man auf Q, immer nur den letzten Kreuzungspunkt beibehilt 
und diese Punkte entsprechend verbindet. Seien nun /,’ und J,” die Kreu- 
zungspunkte von [’ und [” mit Q,. Sie zerlegen Q, in zwei Streckenziige. 
Der eine von ihnen bestimmt mit den beziiglichen Teilen von [' und [”, 
nimlich [,/=m---l,’ und [,”=m---1,” ein Polygon, dessen Inneres 
auBerhalb von Q, liegt und daher zu M gehért. Der zweite Streckenzug 
bestimmt mit den niimlichen Teilen von [,’ und [,” ein Polygon, dessen 
Inneres das Innere von Q, enthilt und dessen AuBeres zu M gehért. 

Das erste Polygon heibe J,, das zweite A,, und q,' resp. g,* seien 
die Streckenziige von Q,, die ihnen angehéren. 

Konstruiert man das Polygon J, zu jeder Figur TT,, so ist J, Teil- 
polygon von J,,,, und die J, bilden daher eine Folge {J,} ausschlieBender 
Polygone; gemaiB § 1 bestimmen sie daher ein zusammenhingendes Ge- 
biet 3, das Teilgebiet von Mt ist, und zu dessen Grenze [’, [” sowie die- 
jenige zusammenhingende Teilmenge Z, von Z gehért, die Grenzmenge 
aller Streckenziige gq,‘ ist. Dagegen bilden die Polygone A, eine Folge 
{A,} einschlieBender Polygone; sie bestimmen daher ein zusammenhiingen- 
des Gebiet MU, das ebenfalls Teilgebiet von Mt ist, und zu dessen Grenze 
I’, {” und die zusammenhingende Menge Z, von Z gehdrt, die Grenzmenge 
aller Streckenziige q,* ist. Da jeder Punkt von 2 ‘tuBerer Punkt eines 
Polygons Q, ist, so ist er auch, falls er nicht etwa auf [’ oder {” liegt, 
Punkt von 3 oder von A; das Gebiet Mt wird also, von [ und [” ab- 
gesehen, durch J und & erschépft. Das Gebiet 3 liegt ganz im Endlichen. 

Das Vorstehende iibertrigt sich leicht auf den Fall, daB die Wege [’ 
und [” von m aus zu demselben Punkt ¢ von & fiihren. 

Bezeichnen wir wieder durch Z,, die gemeinsamen Grenzpunkte von 
J und A, durch ZT und fT,’ diejenigen von J und A allein, so hat man 


t, = Rie + x,, &, = re + %,. 


Da {' und [” nicht die volle Grenze von 3 und & bilden, so kann f,, 
nicht Null sein. Solange Z eine Menge beliebiger Art ist, kann jedoch 
weiteres nicht ausgesagt werden, wie in § 1 hervorgehoben wurde. Die 
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Mengen &, und &,’ kénnen Null sein, andererseits kénnen ZT, resp. T, 
sogar mit Z identisch sein.*) 

Wie leicht ersichtlich, bildet die Menge £,; mit {’ und {” zusammen 
diejenige geschlossene Kurve C, die gemaéB §2 durch die Folge aus- 
schlieBender Polygone {J,} bestimmt wird. Daraus folgern wir noch, 
daB Z,, eine zusammenhiingende Menge ist. Ist nimlich P,’ ein Polygon, 
das die Kurve C von innen im Abstand «, approximiert, so kann man 
auf ihm je einen Punkt p,’ und p,” bestimmen, der von ¢ und ¢” den 
kiirzesten Abstand hat. Diese Punkte teilen P,’ in zwei Streckenziige, und 
man zeigt leicht, daB der eine von ihnen die beiden Wege [,’ und [,” als 
Grenzmenge hat. Der andere, der p,’ heiBen soll, hat daher Z,, als 
Grenzmenge, womit die Behauptung erwiesen ist. Das gleiche kann mittels 
der Polygone Q,’ geschlossen werden, die die Kurve C von auBen ap- 
proximieren; seien noch q,’ diejenigen Streckenziige der Polygone Q,’, die 
ebenfalls gegen Z,, konvergieren. 

Hieraus ziehen wir noch eine wichtige Folgerung. Sei ¢ irgend ein von 
t und ¢” verschiedener Punkt von Z;,, so kann man um ihn ein Quadrat 
q mit der Seite 4 so legen, daB ¢ und ¢’ auBerhalb von q bleiben; sei 
dann &;, diejenige Teilmenge von &,,, die nach Abzug der innerhalb q 
liegenden Punkte von &,, iibrig bleibt. Werden nun die Polygone P,’ 


und Q,’ so gewiihlt, daB ¢,< : y ist, so wird q sowohl den Streckenzug 


p,’ wie den Streckenzug q,’ kreuzen. Man kann daher einen Weg legen, 
der zugleich innerhalb von q und innerhalb des durch P,’ und Q,’ ge- 
bildeten Ringgebietes verliuft, und dieser teilt &;, in getrennte Teil- 
mengen, deren jede héchstens einen der beiden Punkte ¢’ und ¢’, aber 
nicht beide zugleich enthiilt. 

Die vorstehenden Betrachtungen tibertragen wir zuniichst auf den Fall, 
daB die Menge & eine eigentliche Gebietsteilung bewirkt, und dab M 
deren iiuBeres Gebiet %& ist. Genau wie vorstehend kann man mittels 
zweier Wege {’ und [” und mittels der von auBen approximierenden Poly- 
gone Q, ein im Endlichen liegendes Gebiet 3’ und ein Gebiet Y’ definieren, 
die zusammen das Gebiet %, von [’ und [” abgesehen, ausmachen; und zwar 
wird 3 wieder durch Polygone J, bestimmt, die ebenso definiert sind, 
wie oben, und %’ durch Polygone A,. Auch geht wieder in die Grenze 
von ¥ und von %’ je eine zusammenhingende Teilmenge &, resp. ZT; der- 
jenigen Menge &, ein, die volle Grenze des Gebietes YW ist. 


*) Wird von der Kurve y = sini/x nur ein Stiick beibehalten, das den Werten 
0< «<4, entspricht, und dies um die y-Achse zwischen den Punkten + 1 und 
— 1 vermehrt, und werden diese Punkte mit einem Punkte m durch Wege verbunden, 
so ist entweder £, oder XT, mit © identisch. 
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Dagegen kann man in diesem Fall nicht mehr folgern, daB 3’ und Y’ 
durch je eine geschlossene Kurve begrenzt werden. Ein Beispiel erhilt 
man, wenn man in Fig. 1 einen Punkt von &% so mit zwei Ecken des 
Quadrats verbindet, daB die Wege {’ und {” das Dreieck umschliefen. 
Andererseits aber folgt aus § 2, daB durch die Folge ausschlieSender Polygone 
{J,} und daher auch durch die Wege [’ und [” doch eine geschlossene Kurve 
definiert wird, der auBer {' und {” noch eine gewisse Teilmenge Z,, von &, 
angehért, und deren Inneres das Gebiet 3 enthalt; auch zeigt man wieder, 
wie vorher, daB Z,, eine zusammenhingende Teilmenge von &,’ ist. In dem 
eben genannten Beispiel ist Z,, das beziigliche Stiick des Quadratumfangs. 

Ist ferner Yt mit einem inneren Gebiet J einer solchen Gebietsteilung 
identisch, und ist m wieder ein Punkt von 3, so kann man die Figur TI, 
so wihlen, daB m innerhalb eines der inneren Randpolygone P, liegt, und 
die analogen Schliisse ziehen. Sind jetzt p,’ und p,” die Teile, in die P, 
durch [' und [” zerfillt, so bestimmen sie in diesem Falle mit [' und [” 
zwei Polygone P,’ und P,”, die Teilpolygone von P, sind, und deren 
Inneres zu 3 gehdrt. Diese Polygone bilden jetzt je eine ausschlieBende 
Polygonfolge und bestimmen daher zwei im Endlichen liegende Gebiete 
2 und 3”, die mit {' und [” zusammen das Gebiet 3 ausmachen. 

Auch hier kann man nicht folgern, daB Y und 3” durch geschlossene 
Kurven begrenzt werden. Andererseits bestimmen aber die Polygone P,’ und 
P,” gemaB § 2 wieder je eine geschlossene Kurve, der [' und [”, sowie je eine 
gewisse Teilmenge 2 resp. Tj; von Z angehéren, und zu deren Innerem 
% und 3” gehdren. Auch sind wieder Zi: und £,3 zusammenhdingende 
Teilmengen der zusammenhiangenden Mengen &,’ und &,”, die abgesehen 
von [’ und [” die Grenzen von Y und 3” ausmachen. 

In allen Féillen wird also durch ( und \” einerseits ein gewisses Teil- 
gebiet des Gebietes M definiert, dem { und {” angehiren, andererseits auch 
eine gewisse geschlossene Kurve, so daB zu den Grenzen dieses Gebiets auBer 
l’ und (" stets je eine zusammenhiingende Teilmenge von XT gehirt. 

Da { und [” zusammen einen das Gebiet Mt durchziehenden Weg 
darstellen, so gilt der vorstehende Satz auch fiir solche Wege. 

Endlich tibertragen sich auch die oben fiir Z,, abgeleiteten Folgerungen 
iiber ihre Zerfillung in getrennte Teilmengen auf Z,, und Tiz resp. Tio. 
Fir &/, &/, £/" brauchen sie jedoch nicht zu gelten. 


§ 5. 
Erreichbare und nicht erreichbare Punkte. 
Sei M irgend ein zusammenhingendes Gebiet und ¢ einer seiner 
Grenzpunkte. Wenn dann von einem Punkt m von I ein einfacher Weg 
zu t fiihrt, so gilt dies fiir jeden Punkt von Mt, und ¢ soll erreichbar fiir 
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MM heiBen. Im anderen Fall heiBt ¢ nicht erreichbar fir M. Ich lasse 
zunichst einige Beispiele folgen. 
1) Man konstruiere die simtlichen Punkte (Fig. 3) 
1 
t=, y=(-1y-, v=1,2,---; 


v 
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wo in der Figur «<1 gewiahlt worden ist, 
und verbinde je zwei konsekutive, die zu 
den Werten v und »+1 gehéren, durch 
Strecken. Diese Strecken bilden einen ein- 
fachen Weg mit dem Nullpunkt als Grenz- 
punkt. Zwei analoge einfache Wege kon- 
struiere man mit den Punkten 





gue gas eee =— = 
av? YB ay ~et1? Y~ 2241 | 
. i 
resp. mit den Punkte. 
Pe 1 as. ekyi me - il 1 a 1 
“a? Ye’, 7 v= sy 41’ Y= —~ 2" B41? 


so liefern diese Streckenziige zusammen mit dem im Punkt «=1 errichteten 
Lot ein einfaches Polygon. In ihm ist der Nullpunkt ein erreichbarer 
Punkt, und der zu ihm fiihrende Weg besteht notwendig aus unendlich 
vielen Strecken. 

2) Uber der Einheitsstrecke zeichne man die Ordinaten der bekannten q 
Funktion f(a), die so definiert ist, daB fiir die rationalen Werte 

om : » f@)= - 

ist, wihrend fiir alle irrationalen Punkte f(a) = 0 ist; p und q sind dabei 
relativ prim. Ferner konstruiere man das Quadrat q tiber der Einheits- 
strecke. Die so bestimmte Punktmenge & teilt die Ebene in zwei Gebiete, 
deren eines im Innern von q liegt, und es sind, wie spiter bewiesen wird, 
alle Punkte der Einheitsstrecke auch fiir das Innere des Quadrats erreich- 
bare Punkte. Der zu irgend einem von ihnen fiihrende Weg darf freilich 
an keine der gezeichneten Ordinaten anstoBen; er vermag dies, indem er 
unzihlig oft bald nach rechts bald nach links hin und her ziingelt.*) 

3) Auf der Seite s eines Quadrats q nehme man einen Punkt p an, 
und bestimme links und rechts von ihm eine Punktfolge {p,} resp. {p,’}, 
die p als einzigen Grenzpunkt besitzt. Dann errichte man in den Punkten 
p, und p,’ auf s im Inneren des Quadrats Lote konstauter Liinge, die kleiner 
als die Quadratseite sind, so bilden diese Lote im Verein mit q wieder eine 


*) Man kann sogar jedes Lot durch ein Biischel von Strecken gleicher Linge 
ersetzen. 
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Punktmenge Z, die eine Gebietsteilung bewirkt, und es ist fiir das Innere 
von q jeder Punkt von & erreichbar, mit Ausnahme des Punktes p. 

4) Man gehe von einer linearen Intervallmenge aus, die eine nirgends 
dichte perfekte Menge © bestimmt, und es sei 


S-6,+6,, 


wo ©, die Menge aller Intervallendpunkte bedeutet. In allen Punkten 
von © errichte man Lote gleicher Liinge nach derselben Seite. Diese 
Lote bilden eine ebene Menge Z, deren Komplementiirmenge It aus einem 
einzigen Gebiet besteht. Z ist eine Menge desjenigen Typus, den ich im 
Beginn von Beitrag Il, § 4 untersucht habe. Dann sind alle inneren 
Punkte derjenigen Lote, die in einem Punkte von ©, errichtet sind, un- 
erreichbar, wahrend alle iibrigen Punkte von & erreichbar sind. 

5) Ich gebe endlich ein Beispiel, das zeigt, daB ein Punkt ¢, der 
gemeinsamer Grenzpunkt zweier getrennter Gebiete Mt, und Mt, ist, fir 
das eine erreichbar, fiir das andere unerreichbar sein 
kann (Fig. 4)*). Ist namlich 2, irgend ein Punkt, 





in dem die Kurve y = sin + die positive x-Achse 


trifft, ist cy das Stiick dieser Kurve, das den Werten 
0<2<4%, entspricht, und verbindet man den Punkt 2, 
mit dem Punkt y=+1 der y-Achse durch einen 
Linienzug {, der das Kurvenstiick c, nicht kreuzt, 
so bestimmen [, cy und das Stiick der y-Achse zwischen + 1 und — 1 
eine perfekte Menge Z, die die Ebene in zwei Gebiete spaltet, und fir 
das eine sind die Punkte der y-Achse zwischen — 1 und + 1 erreichbar, 
fiir das andere nicht. 

Die im folgenden iiber erreichbare Punkte abzuleitenden Siitze werden 
sich daher im allgemeinen immer nur auf ein einziges Gebiet und seine 
Grenzpunkte beziehen kénnen. Punkte die fiir jedes Gebiet oder Teilgebiet, 
zu dessen, Grenzen sie gehéren kénnen, erreichbar sind, sollen allseitig 
erreichbar genannt werden. Fiir sie beweisen wir den Satz: 

Sind alle Punkte einer zusammenhiingenden Menge & allseitig erreich- 
bar und ist ihre Komplementiirmenge M zusammenhiingend, so kann man zwei 
Teilmengen von E angeben, die X erschipfen, aber nur einen Punkt gemein haben. 

Hierzu schicke ich folgende Bemerkung voraus. Zieht man von m 
zu einem Punkt ¢ von Z zwei Wege [, und [,, so daB kein Punkt von T 
auBerhalb des von ihnen gebildeten Polygons liegt, so soll es ein ein- 
schlieBendes Wegpolygon heiBen. Man sieht leicht, daB einschlieBende Weg- 
polygone fiir jeden Punkt der Menge & existieren, und daB sie so gezeichnet 





Fig. 4. 


*) Die Figur ist nur schematisch gezeichnet. 
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werden kénnen, daB jeder bereits vorhandene Weg, der von m zu einem 
von ¢ verschiedenen Punkt von f& fiihrt, innerhalb dieses Polygons verliuft. 

Nun seien ¢’ und ¢” irgend zwei Punkte von &, und [’ resp. [” zwei 
yon m zu ihnen fiihrende Wege. Diese Wege bestimmen gemaB § 3 zwei 
Teilgehiete von Mt, die wir jetzt Mti, und ty; nennen, und es gibt Punkte 
von &, die gemeinsame Grenzpunkte von Mti, und Mt; sind und die wir 
durch &,, bezeichnen wollen; einer von ihnen sei t,. Wty, sei das ganz 
im Endlichen liegende Gebiet. Da alle Punkte von & allseitig erreichbar 
sind, so kénnen wir von m zu ¢, in Mt, einen Weg [, legen, ebenso in 
Mie zwei Wege [,’ und [,”, die ein einschlieBendes Wegpolygon bilden; 
gemaiB dem QObigen liegen dann [’, {” und daher auch |, innerhalb dieses 
Polygons. Daher bilden [, und 1’, ebenso [, und [,” zwei einfache Polygone P’ 
und P”, die auBerhalb voneinander liegen. Sie enthalten daher zwei Teil- 
mengen ©’ und ” von &, die nur den Punkt ¢, gemeinsam haben. Andererseits 
ist jede von ihnen notwendig zusammenhingend. Ware z. B. die Menge T’ 
nicht zusammenhingend, so zerfiele sie in zwei perfekte Mengen f,’ und &,”, 
und es kénnte nur eine von ihnen den Punkt ¢, enthalten. Daher kénnte 
die andere in ein innerhalb P’ liegendes Polygon eingeschlossen werden; 
und es wire auch & selbst nicht zusammenhingend. 


§ 6. 
Einfache Punktfolge und Ausbiegung. 


Sei fiir ein Gebiet M 
{4} = t,t”, +++, ,.. 
eine Menge erreichbarer Punkte, die gegen ¢ als ihren einzigen Grenz- 
punkt in der Weise konvergieren, dab 
e(t, t+”) < off, t) 
ist.*) Alsdann verbinde man einen Punkt m mit den Punkten ¢) durch 
Wege {), die einander nicht kreuzen, was gemaB § 3 stets ausfiihrbar ist, 
und schlage um m einen zu Yt gehérigen Kreis f. Dieser Kreis kann von 
jedem Weg {® nur in einer endlichen Zahl von Punkten geschnitten werden, 
man kann aber die Wege [) nétigenfalls auch so abandern, daB sie, ohne 
einander zu kreuzen, f nur je einmal schneiden; sei /) der Kreuzungs- 
punkt. Die Punkte /”) haben mindestens einen auf f liegenden Grenz- 
punkt k. Jedenfalls kénnen wir unendlich viele von den Punkten k 
auswihlen, die gegen & von derselben Seite her konvergieren; seien ins- 


besondere 
Kad, Mid, » +, Mid, 


*) Unter e(p, q) verstehe ich den Abstand der Punkte p und q. Vgl. Beitrag II, § 1. 
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solche Punkte dieser Art, daB jeder naher an & liegt, als alle vorher- 
gehenden. 

Die Indizes i,, i,,---,%,--- brauchen nicht wachsende Zahlenwerte zu 
haben. Es gibt aber einen ersten Index 7’, so daB 7’ > i, ist, auf i’ folgt 
ebenso ein erster Index i”, so daB i” >i’ ist usw., und es kann die so 
definierte Indizesfolge nicht abbrechen. Die zugehérigen Punkte von f 
bezeichnen wir nun durch 

ky; ky, te k 
ihnen entsprechen die Punkte 
by bays cy bay ces 


LL, &,-*+; Rees 
und diese sind so definiert, daB k, zwischen k,_, und k,,, liegt, also 
auch [, zwischen [,_, und {,,,. Dies fiihrt zu folgendem Satz: 

Jeder Punkt t, der zur Grenze E eines Gebietes M gehirt, und Grene- 
punkt erreichbarer Punkte von & ist, kann in der Weise durch eine Folge {t,} 
erreichbarer Punkte approximiert werden, dap von den Wegen \,, die t, mit 
demselben Punkt m von IM verbinden, immer 1, zwischen 1,_, und I,,, 
liegt, wenn 


? oe 


und die Wege 


o(t, t,_1) < elt, 4) < oft, t,1) 
ist. 

Eine solche Punktfolge soll eine natiirlich geordnete oder eine einfache 
Punktfolge heiBen. 

Fiir die Ableitung der Sitze iiber erreichbare Punkte bediirfen wir 
noch eines letzten wichtigen Begriffes. Seien niimlich ¢’ und ¢” irgend 
zwei fiir Mt erreichbare Punkte von ZT, und w ein in Mt von ¢’ zu ¢” 
gehender Weg. Sei ferner*) 


Oma (t',W) =H’, o,4(t", w) = h", 
und sei h die gréBere der beiden GréBen h’ und h”. Denkt man sich 
nun alle Wege w, die ¢’ mit ¢” in der angegebenen Art verbinden, so 
gibt es fiir die zugehérigen GréBen h eine untere Grenze yn, die wir als 
die zu ¢’ und ¢” gehdrige Ausbiegung in bezug auf I bezeichnen wollen. 
In thnlicher Weise definieren wir die zu einem wnd demselben Punkt t 
gehérige Ausbiegung. Sie kommt freilich nur fiir gewisse Punkte ¢ in 
Frage. Zeichnen wir nimlich in Mt einen Riickkehrweg r, der in ¢ seinen 
Anfangspunkt und Endpunkt hat, und setzen 
Omalt, t) eal 

so wird die untere Grenze aller g ersichtlicherweise den Wert Null haben. 
Wir nehmen nun aber an, daB es Riickkehrwege r gibt, die eine zusammen- 


*) @ nq ¢, W) bezeichnet die gréfte Entfernung zwischen ¢ und w. 
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hingende Teilmenge von & einschlieBen, der ¢ selbst angehért, und fassen 
insbesondere diejenigen Riickkehrwege ins Auge, die die wmfassendste 
derartige Teilmenge Z, von & einschlieBen; darunter ist genauer zu ver- 
stehen, daB, falls wir 

I=t+U+%, 


setzen, jeder Punkt von Z, aber kein Punkt von &, innerhalb eines 
solchen Riickkehrweges liegen kann, der von ¢ ausgeht. 

Fiir die so definierten Riickkehrwege hat g eine von Null verschiedene 
untere Grenze y; sie soll die zu ¢ selbst gehdrige Ausbiegung heiBen. Nur 
wenn Riickkehrwege dieser Art fiir ¢ nicht existieren, ist y = 0. 

Eine unmittelbare Folgerung der obigen Begriffe ergibt sich wie 
folgt. Seien wieder ¢’ und ¢” zwei fiir den Punkt m erreichbare Punkte, 
und [’ resp. {” zwei zu ihnen fiihrende Wege. Durch sie wird gemiB 
§ 4 ein im Endlichen enthaltenes Teilgebiet Y’ von Dt und eine Teil- 
menge &; von © definiert, die mit [ und [” die volle Grenze von ¥ 
bildet. Gibt es zwei solche Gebiete, so kommt doch, falls ¢’ und ¢” zwei 
Punkte ¢, und ¢,,, der Punktfolge sind, nur eines in Frage. In diesem 
Gebiet 3’ gibt es Wege w, die von ¢’ zu ¢” fiihren, und es leuchtet ein, 
daB die oben mit h bezeichnete GréBe fir hinlinglich groBes v nur fiir 
solche Wege w in Betracht kommt, die innerhalb Y verlaufen. Daraus 
folgt dann weiter, daB der Menge &, Punkte zugehéren miissen, deren 
Entfernung von ¢’ resp. ¢” beliebig wenig von 4 verschieden ist; was 
einer ausfiihrlicheren Darlegung nicht bedarf. 


g 7. 
Siitze iiber erreichbare Punkte. 


Weder die erreichbaren noch die unerreichbaren Punkte bilden ab- 
geschlossene Mengen. Im vierten Beispiel von § 5 ist jeder Endpunkt 
jedes in einem Punkt von GS, trrichteten Lotes erreichbar, wihrend die 
inneren Punkte dieser Lote unerreichbar sind. Da8 andrerseits ein un- 
erreichbarer Punkt Grenzpunkt erreichbarer Punkte sein kann, ist nur ein 
spezieller Fall des folgenden Satzes: 

Jeder Punkt der Gebietsgrenze X eines Gebietes M, der nicht etwa ein 
isolierter Punkt der Menge & ist, ist Grenzpunkt erreichbarer Punkte. 

Dieser Satz, der auch dahin ausgesprochen werden kann, daB die fiir 
M erreichbaren Punkte iiberall dicht in X liegen, laBt sich folgendermaBen 
beweisen. 

Sei ¢ der beziigliche Punkt von Z, so liegen in jeder Nahe von ihm 
Punkte von MM. Sei m ein solcher Punkt von Mt, daB e(m, t) < ; é ist, 


so lege man um ¢ ein durch m gehendes Quadrat q. Nun sind zwei Falle 








302 A. Scnornruizs. 


zu unterscheiden. Enthalt der Umfang q Punkte von Z, so gibt es auf q 
ein gréBtes m einschlieBendes Intervall, dessen innere Punkte ebenfalls 
zu It gehéren, und jeder seiner Endpunkte ist ein Punkt ¢’, der von m 
erreichbar ist, und fiir den o(t’,t) << ist.*) Enthalt jedoch q keine 
Punkte von &, so verkleinere man q in der Weise, daB ¢ sein Mittelpunkt 
bleibt und seine Seiten ihre Richtung behalten;**) es gibt dann, da ¢ kein 
isolierter Punkt von & ist, eine erste Lage q’ des sich zusammenziehen- 
den Quadrats, die mindestens einen Punkt von & enthilt. Andrerseits 
enthalt der Umfang von q notwendig auch Punkte von Mt, da sonst ¢ 
nicht zur Grenze von It gehéren wiirde. Ist m’ ein zu M gehdriger 
Punkt von q’, so kann man zu ihm wie oben einen Punkt ¢’ von q’ be- 
stimmen, so daB g(t, t’)< « und zugleich ?¢’ fiir m’ also auch fiir m er- 
reichbar ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

Sei nun {,} eine einfache Punktfolge, sei 7, die zu ¢, und ¢,,, ge- 
hérige Ausbiegung und y, die zu ¢, selbst gehérige Ausbiegung, so ist 
zu unterscheiden, ob y, und y, mit wachsenden v gegen Null konvergieren 
oder nicht; hiermit hingt nimlich die EHigensciiaft von 7, erreichbar oder 
unerreichbar zu sein, enge zusammen. [ies bedarf jedoch einer ausfiihr- 
lichen Untersuchung. 

Wir leiten zuniichst einige Sitze ab, bei denen wir tiber die Natur 
der Menge Z, die Grenze des Gebietes Mt ist, keinerlei Voraussetzungen 
machen, und zwar beweisen wir zuerst den folgenden Satz: 

Ist ein nicht isolierter Punkt t fiir M erreichbar, so léiBt sich zu ihm 
eine einfache Punktfolge {t,} erreichbarer Punkte bestimmen, deren Aus- 
biegungen gegen Null konvergieren. 

Ist namlich { der zu ¢ fithrende Weg, so sei m, ein solcher Punkt 


von [, daB o(m,, t)< = 6, ist; ferner sei [, der von m, zu ¢ fiihrende 


Teil des Weges {. Man lege wieder, wie oben, um ¢ als Mitte ein Quadrat q,, 
das durch m, geht. Gibt es auf ihm Puiikte von &, so gibt es auch ein 
gréBtes m, einschlieBendes Intervall, das zu Mt gehért. Jeder seiner End- 
punkte ¢, ist wieder ein erreichbarer Punkt, und es ist @(¢, t,)<6,. Als 
Weg w, kann man daher [, nebst dem Intervall m,---¢, von q, wahlen, 
woraus in diesem Fall die Behauptung folgt. Falls aber auf q, kein Punkt 
von & liegt, so mége sich q, wie oben um ¢ zusammenziehen; es gibt dann 
eine Grenzlage, die mindestens einen Punkt von & und iiberdies mindestens 
einen Punkt m,’ von [ enthalt, mit dem man ebenso operieren kann, wie 
soeben mit m,. 

Wie das dritte Beispiel von § 5 zeigt, trifft die unmittelbare Um- 





*) Die beiden Endpunkte des Intervalls kénnen auch zusammenfallen. 
**) Vgl. Beitrag I und II, diese Ann. Bd. 58, S. 207 und Bd. 59, S. 132. 
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kehrung des Satzes nicht zu. Denn sowohl die Folge {p,} wie die 
Folge { p,'} dieses Beispiels ist eine einfache Folge und besteht tiberdies 
aus lauter erreichbaren Punkten und doch ist p selbst unerreichbar. Wenn 
dagegen bei jeder einfachen Folge erreichbarer Punkte die zugehérigen 
Ausbiegungen y, gegen Null konvergieren, so mu8 auch ¢ selbst ein 
erreichbarer Punkt sein. Dies laBt sich folgendermaBen beweisen. 

Sei {¢,} irgend eine derartige Punktfolge, so zeigen wir zuniichst, daB 
die zu den Punkten ¢, selbst gehdrigen Ausbiegungen y, gegen Null kon- 
vergieren. Sei niamlich ¢, ein Punkt, fiir den y, > 0 ist, so zeichnen wir 
zunichst den beziiglichen von ¢, ausgehenden Riickkehrweg t,, verbinden 
dann m mit ¢,_, und ¢,,, durch die Wege [,_, und [,,, und ziehen die 
Wege w,_, und w,, die #_, mit ¢ und ¢, mit ¢,, verbinden, Alle 
diese Wege lassen sich so wahlen, daB sie erstens einander nicht kreuzen 
und daB zweitens die Wege [,_,, [,,,, W,_, und w, ein Polygon p, be- 
stimmen, in dem der Riickkehrweg tr, enthalten ist, wie man leicht zeigt. 
Wir ziehen endlich noch von ¢,_, zu ¢,,, einen Weg w,’, der ebenfalls 
innerhalb von p, verliuft, aber r, nicht kreuzt. Setzt man nun 


Oma, ty) = hy’, Oma (Wy, 1) =Iyias Ome (ys 441) = Wears 
Omaltys 4) = Iv» e(t,154) =" 1 O(t 419 4) = M41 
so bestehen, wie leicht ersichtlich, die Relationen 
hy! >I Wir > ht yay Dh — a 
Hieraus kann aber die Behauptung leicht gefolgert werden. Falls 


nimlich y, nicht gegen Null konvergierte, so giibe es unter den Indizes v 
unendlich viele Werte uw, so daB y, >y>0 bliebe. Da aber limes r, =0 


ist, so miBte gemaB den obigen Relationen ersichtlicherweise auch h, und 
ebenso hy; und h, +; fiir alle Werte w oberhalb einer positiven GréBe 
bleiben und dasselbe wiirde auch von den unteren Grenzen dieser GréBen 
gelten. Dies widerspricht aber der Voraussetzung. Denn alsdann kénnte 
man aus der Punktfolge {t,} eine einfache Folge {t,’} so auswihlen, dab 
ihr unendlich viele Punktepaare ¢,_, und ¢,,, als konsekutive Punkte 
angehérten, und erhielte so eine Punktfolge, fiir die das zugehérige 1,’ 
nicht gegen Null konvergierte. 

Nunmehr konstruieren wir einen zu ¢ fiihrenden Weg folgendermafen. 
Wir gehen wieder zur Punktfolge {¢,} zuriick, konstruieren zu jedem 
Punkt ¢,, fiir den y, >0 ist, einen Riickkehrweg rt,, so daB 


9, = Oma(tys t,) <7 +4 
ist, und alle r, auBerhalb voneinander liegen, und legen alsdann um jeden 
Punkt ¢, ein Quadrat q, so, daB auch diese Quadrate auBerhalb von- 
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einander liegen; um dies zu erreichen, geniigt es, die Seite 3, dieses 
Quadrats so zu wihlen, dab 


1 
é, < ey Omi(tys t,)*) 


ist, wo ¢, ein beliebiger Punkt der Punktfolge {¢,} ist, was stets méglich 
ist Dieses Quadrat kreuzt die oben konstruierten Wege w,_, und Ww, und 
den eventuellen Riickkehrweg t,. Liuft man dann von ¢,_, auf w,_, 
bis zum letzten Kreuzungspunkt mit q,, dann auf q, innerhalb p, bis 
zum ersten Kreuzungspunkt mit r,, weiter auf r, von diesem Punkt bis 
zum letzten Kreuzungspunkt mit q,, und zwar ebenfalls innerhalb p,, 
weiter auf q, wiederum innerhalb p, bis zum ersten Kreuzungspunkt mit 
w,, endlich auf w, bis zum ersten Kreuzungspunkt mit q,,, usw., so 
stellen diese Streckenziige einen einfachen Weg dar, der von ¢,_, zum 
Punkt ¢ fiihrt. Schligt man namlich um ¢ einen Kreis mit dem Radius 6, 
und wahlt N so, daB fiir » > N 


1 i 1 1 1 
et,t)< 76, 6<74, 4<74, 4,<74, &<7E 


ist, so liegen fiir alle diese Werte » simtliche soeben konstruierten Weg- 
stiicke innerhalb dieses Kreises. Daraus folgt, daB ¢ der einzige Grenz- 
punkt der benutzten Streckenziige ist. Also folgt: 

Wenn fiir einen Punkt t jede gegen ihn konvergierende einfache Punkt- 
folge {t,} erreichbarer Punkte die Eigenschaft hat, daB ihre Ausbiegungen 1, 
gegen Null konvergieren, so ist t selbst ein erreichbarer Punkt. 

Auch dieser Satz ist nicht umkehrbar. Es gibt erreichbare Punkte, 
zu denen man einfache Punktfolgen {¢,} konstruieren kann, deren Aus- 
biegungen 7, nicht gegen Null konvergieren; das Beispiel 5) liefert solche 
Punkte. Jeder Punkt der y-Achse zwischen —1 und +1 gehért zu ihnen, 
falls wir Z als Grenze des sich ins Unendliche erstreckenden Gebietes 
betrachten. Von links ist er erreichbar, von rechts aber nicht; als be- 
ziigliche einfache Punktfolge {¢,} kann man den Schnitt von Z mit einer 
Parallelen zur z-Achse wihlen. Falls: man also der Menge &, die Gebiets- 
grenze von Yt ist, ihre volle Allgemeinheit laBt, lassen sich notwendige 
und hinreichende Bedingungen fiir ihre Erreichbarkeit nicht aufstellen. 
Dies bleibt auch bestehen, wenn wir I als zusammenhiingende Menge all- 
gemeinster Art nehmen, und das letzte Beispiel zeigt sogar, daB es auch 
dann noch der Fall ist, wenn wir £ als geschlossene Kurve wahlen. Aus 
diesem Grunde wollen wir die Betrachtung der allgemeineren Mengen & 
hiermit verlassen und zur Erérterung der einfachen geschlossenen Kurve 
iibergehen. Erst fiir sie bestehen wieder prizisere Resultate. Andrerseits 


*) @.,;(t,» tj) bezeichnet die untere Grenze aller Abstiinde e@(t,, t,). 
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schienen die vorstehenden allgemeinen Untersuchungen deshalb notwendig 
m sein, weil durch sie die nun folgende Beschrinkung auf einfache 
Kurven ihre Begriindung erhilt. 


§ 8. 
Einige Eigenschaften der einfachen geschlossenen Kurven. 


Den Begriff der geschlossenen Kurve habe ich im zweiten Beitrag aus- 
fihrlich erédrtert. Eine zusammenhiingende Menge & heiBt geschlossene 
Kurve, wenn sie die Ebene so in zwei Gebiete J und Y trennt, daB jeder 
Punkt von Z gemeinsamer Grenzpunkt von J und YW ist. Hine solche 
Kurve heiBt insbesondere einfach, falls jeder ihrer Punkte sowohl fir 3, 
wie fiir {& erreichbar ist. Fiir sie ist, wie aus den Siitzen von § 4 folgt, 
jeder Punkt auch allseitig erreichbar. Endlich heiBt jede zusammenhiingende 
Teilmenge von ihr ein einfacher Kurvenbogen. 

Bei einer einfachen geschlossenen Kurve vereinfachen sich die in § 4 
abgeleiteten Resultate. Fiir sie fallt nimlich, wie aus ihrer Definition 
unmittelbar folgt, die dort eingefiihrte Unterscheidung zwischen den durch 
die Wege {' und [” bestimmten Teilgebieten von Yt und den durch sie 
bestimmten geschlossenen Kurven weg. 

Wir beweisen zuniichst noch, daB die in § 4 betrachteten Teilmengen 
Z,. resp. ZT, und L,, die dort durch zwei Wege [' und [” definiert 
wurden, durch die Punkte ¢’ und ¢” unmittelbar bestimmt sind. Dazu ist 
zu zeigen, daB diese Mengen von den Wegen [' und [” unabhiingig sind. 
Betrachten wir z. B. das Gebiet 3, bezeichnen jetzt die durch die Wege [’ 
und 1” entstehenden Teilgebiete von 3 durch Mt’ und Mt”, und durch LT 
resp. &” die eben genannten zugehérigen Grenzmengen. Seien dann [,’ 
und [,” irgend zwei andere Wege von m zu ¢’ und ¢”, Mt,’ und Mi,” die 
zugehérigen Teilgebiete und &,’ resp. Z,” die entsprechenden Teilmengen 
von Z, so ist zu zeigen, dab Z,’ mit T und Y,” mit T” identisch ist. 
Dazu aindern wir, wenn nétig, die Wege [,’ und [,” zuniichst so ab, daB 
(’ und [,”, ebenso {” und [,’ sich nicht kreuzen; da es sich beidemal nur 
um eine endliche Zahl von Kreuzungspunkten handeln kann, so ist dies 
fiir den Beweis belanglos. Dann bilden 1’ und 1,’, ebenso [” und |,” je 
eine endliche oder unendliche Menge von Polygonen und gema8 der in 
§ 4 enthaltenen Definition von MM’, M”, Mi,’ und Mt,” stellen diese Poly- 
gone die einzigen Gebiete dar, die zu Mt’, aber nicht zu Mt,’ resp. um- 
gekehrt gehéren. Seien insbesondere p, die Polygone, die zu Mt’, aber 
nicht zu Mt,’ gehéren. Falls es nun einen Punkt ¢, giibe, der zu ZY’, aber 
nicht zu &,’ gehdrte, so miiBte er Grenzpunkt solcher Punkte sein, die zwar 
zu IM’, aber nicht zu Pt,’ gehéren, er miiBte mithin auch Grenzpunkt von 
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Punkten sein, die dem Innern der Polygone p, angehéren. Daraus aber 
folgert man weiter, daB er sogar selbst dem Innern eines Polygons p, 
angehéren miiBte, da er nimlich nicht auBerhalb aller dieser Polygone 
liegen kann, und da ihre Umfinge auBer ¢’ und ¢” keine weiteren 
Punkte von & enthalten. Ein solcher Punkt wire aber fiir das auBere 
Gebiet M nicht erreichbar und bedeutet daher einen Widerspruch. Das 
gleiche folgt fiir das Gebiet &, womit der Satz bewiesen ist*). 

Die Teilmengen Z’ und Z” haben in diesem Fall noch eine weitere 
wichtige Eigenschaft. Sie haben nimlich aufer ¢’ und ¢’ keine weiteren 
Punkte gemein. Sei Mt wieder das innere Gebiet 3. Wiire nun ¢, ein 
Punkt, der £’ und ©” gemeinsam ist, so lige er einerseits auf der Grenze 
von Yt’ und kénnte mit m durch einen Weg [,’ innerhalb Pt’ verbunden 
werden; andrerseits lige er auch auf der Grenze von Yt”, und es giibe 
einen Weg [,”, innerhalb 9%”, der ihn mit m verbindet. Schligt man 
nun um m einen kleinen Kreis, so wird er von [’, [”, 1’, 1,” in zwei 
Punktepaaren getroffen, die einander notwendig trennen. Da nun diese 
vier Wege nur den Punkt m gemein haben, so bilden [,’ und [,” ein 
einfaches Polygon, von der Art, daB von den beiden Wegen [’ und {” 
nur einer in seinem Innern verliiuft; es sei {’. Es wiirde also auch ¢’ 
im Innern dieses Polygons liegen. Andrerseits enthiilt der Umfang dieses 
Polygons aufer ¢, nur Punkte von 3, es kénnte also ¢’ nicht mit auBeren 
Punkten verbunden werden. Also: 

Zwei Punkte t’ und t” einer einfachen geschlossenen Kurve bestimmen 
zwei einfache Kurvenbigen, die auBer t’ und t’” keinen Punkt gemein haben. 

Die vorstehenden Betrachtungen gelten in gleicher Weise fir das 
auBere Gebiet YW. 

Fiir I als beliebige geschlossene Kurve trifft der Satz nicht mehr 
zu. Verbindet man z. B. im fiinften Beispiel von § 5 einen Punkt von 
mit den Punkten + 1 und —1 der y-Achse, so gehéren alle Punkte der 
y-Achse sowohl zu ©’ wie zu ©”. Der obige Beweis liBt erkennen, dab 
der Grund in der Existenz der nicht erreichbaren Punkte besteht. 


§ 9. 
Die zyklische Anordnung der Punkte der einfachen geschlossenen 
Kurve. 
Auf einem der beiden Kurvenbégen Z’ oder {”, die durch ¢’ und ¢” 
bestimmt werden, nehme man einen Punkt ¢ beliebig an, so beweist man 
ebenso, wie eben, daB auch durch ihn eine weitere Teilung des beziig- 


*) Wahlt man dagegen in Fig. 1 (8S. 289) den Grenzpunkt von Dreieck und 
Quadrat als ¢ und eine Quadratecke als ¢’’, so kinnen die Wege I’ und {”’ das Dreieck 
sowohl einschlieBen, wie ausschlieBen und bestimmen Tf’ nicht eindeutig. 
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lichen Kurvenbogens bewirkt wird, so daB die entstehenden Teile immer 
nur je einen Punkt gemein haben. Hieraus ziehen wir noch eine wichtige 
Folgerung, nimlich die folgende: 

Auf jede beliebige Menge von Punkten einer einfachen geschlossenen 
Kurve lassen sich die Axiome und Gesetze der Anordnung tibertragen. 

Dies ergibt sich unmittelbar wie folgt. Seien wieder [’ und [” die 
Wege, die von m zu den zwei Kurvenpunkten ?¢’ und ¢” fihren, und seien 
k’ und k” die beiden Punkte, in denen [’ und {” einen um m gelegten 
Kreis schneiden — wir kénnen annehmen, da es fiir jeden Weg nur 
einen Kreuzungspunkt gibt. Verbindet man dann irgend einen Punkt ¢, 
eines der beiden Kurvenbégen &’, resp. £” mit m, so wird der zugehérige 
Weg nur in einem der beiden Gebiete Dt’ resp. Mt” enthalten sein und 
daher einen und nur einen der beiden Kreisbogen kreuzen, die durch k’ 
und k” bestimmt sind. Dies ist aber die notwendige und hinreichende 
Kigenschaft, vermége deren die Anordnung, die auf dem Kreis von den 
Kreuzungspunkten gebildet wird, auf die Wege und von ihnen auf die Kurven- 
punkte iibertragen werden kann. Insbesondere zeigen also auch die Punkte 
t, einer einfachen Puuktfolge die Anordnung, daB ¢, auf der Kurve zwischen 
t,_, und ¢,,, liegt. Daraus folgt noch, daB auch #¢, und ¢ durch ¢,_, 
und ¢,,, getrennt werden. Der Einfachheit halber wollen wir auch von 
den zugehérigen Wegen [, sagen, daB [, zwischen {,_, und [,,, liegt; 
bei einer einfachen Punktfolge werden daher auch [, und [ durch [,_, 
und [,,, getrennt. 

Die obigen Sitze konnten auch in der Weise abgeleitet werden, daB 
man nicht das innere Gebiet, sondern das auBere Gebiet Y% zum Ausgangs- 
punkt nimmt. Sie fiihren schlieBlich noch zu folgender spiter nétigen 
Folgerung. Wir verbinden wieder irgend zwei Punkte ¢’ und ¢” der Kurve 
mit einem auBeren Punkt a und einem inneren Punkt m; die beziiglichen 
Wege seien a’, a” und I’, 1”. Diese Wege bilden ein Polygon P. Ver- 
bindet man nun einen Punkt ¢, von &’ und einen Punkt ¢, von I” mit 
m durch die Wege |, und [,, so werden sie durch [’ und [” getrennt, 
es tritt also nur einer von ihnen bei m in das Innere von P, und da 
dieser Weg mit P keinen Punkt auBer m gemein haben kann, liegt er ganz 
innerhalb P. Daraus folgt, daB von den Mengen &’ und &” die eine 
dem Innern und die andere dem AuBeren von P angehdrt. 

Nun sei wieder {¢,} eine einfache Punktfolge, seien [, und a, die 
Wege, die m und a mit ¢, verbinden, und sei Z, der Kurvenbogen, der 
t, und ¢,,,, aber keinen andern Punkt der Punktfolge enthilt. Die Wege 
(,, (¥41 bilden dann mit a,,a,,, ein Polygon L,. Wie eben gezeigt, 
kann Z, sowohl dem Innern, wie dem AuBeren von L, angehéren. Sollte 
das letzte der Fall sein, so ziehen wir von a zu ¢, einen Weg a,’, der 
20* 
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keinen der andern Wege kreuzt, und mit a, ein Wegpolygon %, bestimmt, 
das die Menge & einschlieBt; alsdann bestimmt a,’ mit a,,,, [, und [,,, 
ein Polygon L,’, das dem Inneren von %, und dem AuBeren von L, an- 
gehért; gemiB unserer Annahme iiber LZ, muf daher jeder von ¢, und ¢, ,, 
verschiedene Punkt der Punktfolge auBerhalb von ihm liegen. Verbindet 
man nun weiter ¢,,, mit @ und m durch die Wege a,,, und [,,,, so 
bilden sie mit a,,, und [,,, ein Polygon L,,,, das notwendig auBerhalb 
von L, resp. L,’ liegt, und in seinem Innern nur die Teilmenge f,,, 
enthalt. So weiterschlieBend gelangen wir zu folgendem Satz: 

Ist {t,} eine einfache Punktfolge einer einfachen geschlossenen Kurve, 
so lassen sich ihre Punkte mit je einem Punkt von MX und 3 durch Wege 
so verbinden, daB von den Polygonen, die durch je zwei konsekutive Wege 
bestimmt werden, ein jedes auBerhalb aller iibrigen liegt. 

Verbinden wir endlich auch ¢ selbst mit m und a durch die Wege 
{ und a, so kénnen wir sie dem Vorigen gemi® so wihlen, da der 
Punkt ¢,,, innerhalb des von ihnen mit [, und a, gebildeten Polygons §, 
liegt. Da sich aber die Wege [,,, und { und die Wege [, und [,,, 
gegenseitig trennen, so folgt nun weiter, daB auch ¢,,, und jedes ¢,,, 
innerhalb dieses Polygons $, liegt. 


§ 10. 
Die einfachen Punktfolgen der einfachen geschlossenen Kurve. 


Bei einer einfachen geschlossenen Kurve hat jede einfache Punkt- 
folge {t,} die Eigenschaft, daB die zugehidrigen Ausbiegungen n, gegen Null 
konvergieren. 

Zum Beweise schicke ich folgende Hilfsbetrachtung voraus. Sei wieder 
L, das Polygon, das von den Wegen [,, [,,, und a,,a,,, gebildet wird, 
dessen Inneres also den Kurvenbogen Z,, aber keinen Punkt der Punkt- 
folge {t,} enthalt, sei tr, irgend ein Punkt von &, und sei r ein Grenz- 
punkt aller Punkte +,. Dann folgt zuniichst, daB + nicht innerhalb 
irgend eines Polygons L, liegen kann. Setzen wir jetzt 


et 4 )—d, of =r, ef, t=4,, o(t,,t)=4,, 
so ergibt das von ¢,, t,, ¢ und t gebildete Viereck die Relation 


(1) o(t, t) > Y in 6, ae 6, 
Ebenso erhilt man aus dem Viereck der Punkte ¢,,,, ¢, t,, t 
(la) e(t, t) > 17,4; — 6,4; — 4, - 


Denken wir uns nun wieder den Punkt r, auf Z, verinderlich und 
setzen*) 


*) Vgl. die Anmerkung auf 8. 300. 
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Ona(t,» ,) es ey : Oma(t, +1 &,) iia e,”) 
so kann man einen Punkt r, so auswihlen, daB bei beliebig kleinem 4, 
¢, = e(t,, ty) > e, Ae 0, 
ist, und wir erhalten schlieBlich 


(2) o(t, t) > e, ime 0, += 6,; 
und ebenso ergibt sich 
(2a) e(t, t) >e,” —4,,, —46,4; —9,. 


Nun legen wir um die Mitte der Strecke ¢,¢,,, ein Quadrat q, mit der 
Seite s,, so daB ¢, und ¢,,, innerhalb von ihm liegen; es wird dann 


1 | 
o(t,, q,) = 2 (s, d,) und o(ti4 q,) S|} my (s, —d,) 


sein. Ist nun e, die gréBere der beiden GréBen e,’ und e,” und wahlen wir 
s, = 2e,+d,, 

so wird jeder Punkt t, notwendig innerhalb von q, liegen. Das gleiche 
gilt daher fiir die gesamte Menge Z,. Fassen wir also jetzt dasjenige 
polygonale Gebiet G, ins Auge, das sowohl zum Innern von q,, wie zum 
Innern von L, gehért, so wird sein Umfang durch ¢, und ¢,,, in zwei 
Streckenziige geteilt, die je einen von ¢, zu ¢,,, fiihrenden Weg dar- 
stellen, von denen der eine durch & und der andere durch 3 fiihrt, und 
von denen keiner auBerhalb q, verliuft. Fiir die Ausbiegung »,, die zu 
t, und ¢,,, gehdrt, besteht daher jedenfalls die Relation 


ty <8, V2; e,+54,> i Ny 
Angenommen nun, die Ausbiegungen yn, konvergierten nicht gegen 
Null, so giibe es unendlich viele Werte von »,, die gréBer als eine GréBe 
bleiben, die nicht Null ist. Man kann dann eine Zahl N so bestimmen, 
daB fiir beliebiges ¢ und unendlich viele Werte » > N die Relationen 
1, >8—& 6,<8& Gy<e, 6 <8, 
bestehen und da zugleich fiir alle Werte v > N 
d,<e, <8, Iu<e 
ist. Daraus aber erhielte man gemaB (2) und (2a) schlieBlich 
(3) o(t, 1) >, 
wo auch #’ eine endliche von Null verschiedene GréBe ist. Wenn also 
die Ausbiegungen y, nicht gegen Null konvergieren, so kann man die 
Zwischenpunkte t, so wiihlen, daB die Folgen {t,} und {t,} verschiedene 
Grenzpunkte bestimmen. 
Man betrachte nun das oben (§ 7) genannte Polygon $,, das durch 
die Wege [,, a, und die Wege [, a gebildet wird, die ¢ mit m und a ver- 
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binden Es enthilt das Polygon L, als Teilpolygon und daher enthilt es 
auch den Punkt t,, ebenso enthalt es jeden Punkt r,, ei der Punkt + 
kann daher nicht auerhalb von %, liegen, und da er wegen der letzten 
Relation nicht in den Umfang dieses Polygons fallen kann, so muB er 
notwendig in seinem Inneren enthalten sein. Man verbinde nun auch rt 
mit @ und m durch je einen Weg « resp. 4, so kann man diese Wege so 
wiahlen, daB sie den Umfang von §§, nicht kreuzen; sie bestimmen mit [, 
und a, ein Teilpolygon $,’ von $%,, so daB ¢ auBerhalb dieses Polygons 
liegt. Man kann daher um ¢ einen Kreis schlagen, der ebenfalls auBer- 
halb dieses Polygons liegt. Im Inneren dieses Kreises liegen aber Punkte 
der Folge {¢,}. Sei ¢,,, einer von ihnen und P, +o das Polygon, das 
durch die Wege [,,1,,, und a,,a,,, bestimmt wird, so muf §,’ Teil- 
polygon auch von P,,, sein. Das Polygon P,,, besteht aber aus einer 
endlichen Zahl von Polygonen Z,. Andererseits enthilt es dem Vor- 
stehenden gemiB auch den Punkt rt; es miiBte daher r dem Inneren oder 
dem Umfang eines Polygons L, angehéren, was aber einen Widerspruch 
darstellt. Damit ist der Satz bewiesen. 

Aus dem vorstehenden Beweise ziehen wir noch die Folgerung, daB 
der Punkt t mit t identisch ist. Ist also {t¢,} eine einfache Punktfolge 
und wahlt man einen Punkt +, beliebig zwischen ¢, und ¢,,, aus, so 
bilden auch die Punkte rt, eine einfache Punktfolge, die denselben Grenz- 
punkt besitzt, wie die Folge {t¢,}. 


§ 11. 
Die Abbildung der einfachen geschlossenen Kurve auf den Kreis. 
Sei wieder & die einfache geschlossene Kurve, sei m ein innerer 
Punkt von & und KX ein ihn umgebender kleiner Kreis. Ferner seien 
P,; P,, oe P,; ig 
irgend welche gegen Z von innen approximierende Polygone, die simtlich 


den Punkt m und den Kreis K einschlieBen. P, approximiere im mitt- 


leren Abstande ¢,, so daB fiir jeden Punkt p von P,*) 
3 1 
(1) 9 &, > o(p, &) = eo é, 


ist. Endlich setze man fiir alle P, eine einheitliche positive Umlaufsrich- 
tung fest. 
Sei jetzt #, der gréBte Abstand zweier Punkte von P,. Nimmt man 


*) Beitriige II, 8.138. Dort geschieht die Approximation so, daB ¢ statt . & 
steht. Diese Abinderung ist belanglos. 
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dann eine GréBe s, << , zunichst beliebig an, so kann man auf P, ge- 
wisse in positiver Richtung aufeinander folgende Punkte 


Pr» Por ***> Pa 
bestimmen, so daB fiir je zwei konsekutive Punkte p, und p,,, 


(2) : 8, > (Pir Pigs) S] $ 5 
ist.*) 

Innerhalb P, zieht man nun von m zu p; den Weg », und zwar so, 
daB diese Wege den Kreis K in Punkten k, kreuzen, die ihn in gleiche 
Teile teilen. Alsdann konstruiere man zu p, einen sich ins AuBere von P, 
erstreckenden Bereich 7,, der auf seinem Umfange mindestens einen Punkt 
von & enthilt. Um den Beweis zu vereinfachen, indern wir jedoch die 
frilher**) angegebene Konstruktion dieses Bereiches dahin ab, daB wir nicht 
ein um p; sich dehnendes Quadrat, sondern einen sich um p, dehnenden 
Kreis zugrunde legen. Ist dann ¢; ein auf 7; liegender Punkt von &, so 
ist fiir ihn 
(3) e(Pis &) = o( Pi, &). 


Verbindet man nun ¢, mit p, durch einen Streckenzug w, innerhalb 7,, 
so stellt er zusammen mit p, einen einfachen Weg [; endlicher Strecken- 
zahl von m zu ¢; dar; wir nehmen ihn und jeden der iibrigen Wege 
iiberdies so an, daB die in ¢, endigende Seite von w, in den Radius p,t; 
fallt. Durch geeignete Wahl ihrer Linge kann dann sicher erreicht werden, 
daB fiir jeden Punkt m,; dieser Seite ebenfalls 


o(m,, t,) = o(m,, ) 
ist; was fiir den folgenden Beweis ndtig ist. 
Bei geeigneter Wahl von «, und s, kénnen die Wege [; einander 
nicht kreuzen. Um dies nachzuweisen, ist zu zeigen, daB bei geeigneter 


*) Um dies in aller Form auszufiihren, nimmt man p, auf P, beliebig an, 
schligt um p, einen Kreis mit s, und nennt seinen ersten Schnittpunkt mit dem in 
positiver Richtung durchlaufenen Polygon p,. Denkt man sich dann den beziiglichen 
Streckenzug p, --- p, von P, getilgt, so bleibt ein Streckenzug p, --- p,, mit dem 
man von p, aus ebenso verfihrt. So fihrt man fort, bis der letzte Kreis den noch 


iibrigen Streckenzug p, --- p, ganz einschlieBt. Ist nun e(p,, p,) > + 8,, 80 behalt 
man p,, bei, ist aber e(p,, ~,) << = 8,, 80 wahlt man p,., als letzten Teilpunkt und 


; 3 
es ist e(P,-1, Pi) < 3%: 
**) Vgl. die Anmerkung **) auf S. 302. 
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liegen*), und zwar wird dies sicher erreicht, falls man 

(4) 8, > 16¢, 

wahlt. Zuniichst folgt leicht, daB der Bereich 7; auBerhalb von 7;,, liegt 
und daf ein Bereich 7, nicht an zwei Bereiche 7; und 7;,, anstoBen oder 


mit ihnen Teile gemein haben kann. Ist niimlich 6’ der kleinste Radius 
dieser Bereiche, so wiirde sonst 


o(%, Pixs) < 20’, resp. e(p,, Pind S 40’ 


sein und dies steht wegen 0’ < . é, mit der aus (2) und (4) folgenden 
Relation 


Wahl von «, und s, je zwei Bereiche 7, und 7, auSerhalb voneinander 


O(Pis Pixs) => + 8, > 84, 
im Widerspruch. 

Angenommen nun, es liegen nicht alle Bereiche 7, auBerhalb von- 
einander, so wollen wir sie samtlich gleichzeitig um die Punkte p, ent- 
stehen lassen, so da sie stets denselben Radius haben, bis irgend zwei 
aneinander stoBen. Die so gebildeten Bereiche seien 7/, wo die 7; mit 
den 7; identisch sind oder nur Teile der 7;, und es seien 7; und 7,, 
wo k> i, zwei aneinandergrenzende Bereiche. Ist dann p’ der ihnen ge- 
meinsame Punkt, sind [/ und [,’ zwei Wege, die innerhalb 7; und 7,’ 
von p’ zu p,; und p, fiihren, und sind p, und p, die Wege von m zu p, 
und p,, so kann keiner dieser Wege einen der Bereiche 7, kreuzen; jeder 
dieser Bereiche liegt also auBerhalb oder innerhalb des einfachen Polygons 
38, das von den vier Wegen gebildet wird, und dasselbe gilt von den 
Wegen p,, die von m zu p, fiihren. Andererseits miiBte es aber wegen 
der zyklischen Anordnung der Punkte p,; innerhalb wie auferhalb dieses 
Polygons % Wege p, und damit auch Bereiche 7,’ wirklich geben. Wir 
nehmen an, es mégen alle Bereiche 7,’, fiir die i< h < k ist, innerhalb $ 
liegen, so ist dadurch nur die Bezeichnung festgelegt, und es liegt 7; ,, 
innerhalb von $. Aus dem Vorstehenden folgert man nun weiter, dab 
dann auch 7,,, selbst ganz innerhalb $ liegt. Wire dies nimlich nicht 
der Fall, so miiBte 7,,, entweder 7; oder 7,’ oder beide Bereiche kreuzen; 
jede dieser Annahmen fiihrte aber, wie leicht ersichtlich, auf einen Wider- 
spruch gegen die oben gezogene Folgerung, daB weder 7; und 7;,, noch 
auch 7, mit 7; und 7,,, Punkte gemein haben. Daher miiBte 7;,, inner- 
halb von $ liegen. Das Polygon $ umschlieBt alsdann auch den Punkt 
t;,, von 7;,,. Dies ist aber unméglich, gleichgiiltig ob der Punkt p’ zu 
& gehért oder zu 3, woraus die Behauptung folgt. 


*) In dem Umstande, daB dies fiir je zwei Bereiche T, und fr, nachzuweisen 
ist, liegt die Notwendigkeit eines ausfiihrlichen Beweises. 
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Aus den Relationen (1) und (3) folgern wir noch 


8 1 

Tir OMmi2>>5 
und wenn man noch o9(¢,, ¢;,,) = 7; setzt, so folgt aus dem Viereck der 
Punkte p;, Pisi> % 41 mittels (2) 
(5) 4 +34 >"%>5 8, — 34,. 

Aus der Reihe der Polygone P, bestimmt man jetzt ein im Abstand 
é, approximierendes Polygon P,’ folgendermaBen. Man nehme zunichst 
1 

beliebig an, iiberdies aber soll, wenn p,. der letzte Kreuzungspunkt des 
Weges [; mit dem Polygon P,’ ist, 


0( Pio» 4) = @ (Pio, X) 
sein. GemiB der obigen Festsetzung wird dies sicher erfiillt sein, wenn 
Pio in diejenige Seite des Weges [; fallt, die in ¢; endigt. Es ist dann 


3 3 
za (Po, 4) und 2g &> O(Pi4t,07 441) 


und daher folgt fiir die Entfernung der Punkte p,) und p,,,5, die in den 
Bereichen 7; und T;,, liegen, 


(6) 1, + 38 > e (Dio, Pi+1,0) > r,— Be. 
Man nehme nun eine GréBe s, < = s, zunichst beliebig an und bestimme 


auf dem Streckenzuge pj --- P;,1,9 Wiederum die Punkte 


Pior Piry Piad °° "> Pius Pi+s,0 
in der Weise, daB fiir je zwei konsekutive 


8 1 
9 S82 > O(Pin» Pin 41) SG 82 


ist, und konstruiere zu jedem dieser Punkte p,, den Bereich 7;,. Dieser 
liefert einen Punkt ¢,,, so daB fiir jeden Punkt p,, 


3 1 

g a> (Pins 4x) S} zy & 
ist; und hieraus folgt wiederum, falls noch 9(t;,, 241) =" gesetat wird, 
(7) 2 8, -+ 38, >1y, > + 8, — 3&,. 


Nun ziehe man wieder fiir jeden neu entstandenen Punkt p,, den Weg [,,, 
der von m tiber p,, zu ¢,, fiihrt und zwar so, daB auf dem Kreise K, der 
m umgibt, jeder bereits vorhandene Kreisbogen durch die neuen Teil- 
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punkte k;, in gleiche Teile zerlegt wird und daB auch die Wege [,, der 
oben fiir die Wege |; getroffenen Festsetzung geniigen. Alle diese Wege 
haben alsdann endliche Streckenzahl und man beweist, wie oben, daB, 
wenn man 

& > 168, 


wahlt, keine zwei dieser Wege einander kreuzen. Sie folgen tiberdies in 
derselben Weise aufeinander, wie die Punkte p,, auf dem Umfange von P, 
resp. die Punkte k;, auf dem Kreise K. 

In dieser Weise kann man fortfahren. Hat man das Polygon P,’ 
konstruiert, mit den Punkten py und ty, wo N eine Abkiirzung fiir » In- 
dizes ist, und den zu ihnen fiihrenden Wegen ly, die auf dem Kreise K 
die Punkte ky bestimmen und der obigen Festsetzung unterliegen, so 
nimmt man unter den approximierenden Polygonen P, ein solches als 
P41, daB man 


1 
(8) ey41 < 8 é, 
wahlt und daB, wenn pyo der letzte Kreuzungspunkt des Weges [y mit 


P, +1 ist, 
e(pyo, tw) = e(Pyo, %) 


ist. Ferner sei py ein dem Punkte py benachbarter Punkt auf P,’, so 
hat man wieder 


(9) ty + 341 > e(Pwo, Pwo) > 3841 
und man bestimmt nun auf dem Streckenzuge pyo --- po wiederum die 
Punkte 


Pwo, Pxi,***) PNer Po 
in der Weise, daB fiir je zwei konsekutive 


8 1 
ey Sv4i > e(Pyiy Py,i+1) => ye Sv+a 
ist, wo 
? 1 
(10) $y 41 < c 3 8, 
gewihlt ist. Diese Punkte py; liefern dann wieder die Punkte ¢ty;, und 
man hat, wenn man @(ty;, ty,:+1) = ry; setzt, fiir jeden dieser Punkte ty; 
3 1 
(11) zy S41 + 38,4) > 1 wi > > S41 — 3e, 43 


Zieht man dann wieder zu jedem neu entstandenen Punkte ty; den Weg 
ty; von m iiber py;, so haben alle diese Wege endliche Seitenzahl, und 
wenn man 


(12) $,41 > 16¢,,, 
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wihlt, so werden keine zwei sich kreuzen und alle in derselben Weise auf- 
einander folgen, wie die Punkte py; auf P,,,, resp. die Punkte ky; auf 
K;; diese teilen zugleich einen jeden bereits vorhandenen Bogen des Kreises 
K in gleiche Teile. 

Es fragt sich jetzt nur noch, ob die vorstehenden Bedingungen so 
zu erfiillen sind, da& die Punkte ty schlieBlich tiberall dicht auf der Kurve 
liegen. Dazu mu8 zunichst mit limese,=0 auch limes ry =O werden, 
und zwar fir je zwei benachbarte Punkte ty und ty. Dies kann auf 
mannigfache Weise geschehen. Dazu wihle man z. B. «¢, irgendwie der 
Relation (4) entsprechend, was immer méglich ist, und setze 


; 1 1 
(13) fu = a ey» ae i OD $y) 


wo, den Relationen (8) und (10) gemaiB, a >3 und b>3 zu wihlen ist. 
Ferner hat man 


(13) opt garam > sg 
Wird also noch a>b angenommen, so bewirkt dies, daB alle Rela- 
tionen (12) erfillt sind, daB auch alle ry>O sind, und daB ry mit 
wachsendem yv gegen Null konvergiert. Die Punkte {ty} bilden dann, wie 
wir sehen werden, eine auf & iiberall dichte Menge; sie sei T,. Andererseits 
ist auch die auf dem Kreise liegende Menge K, = {ky} eine iiberall dichte 
Menge, und es sind die Mengen &, und K, eineindeutig aufeinander be- 
zogen.*) 

Sei nun / irgend ein Punkt von K, und {Kk} eine gegen ihn kon- 
vergierende einfache Folge, deren Punkte zu K, gehéren, so entsprechen 
ihr Punkte {#}, die dieselbe Anordnung besitzen, wie die Punkte k). 
Falls nun diese Punkte nicht einen einzigen Grenzpunkt haben sollten, 
so kann man aus ihnen wie in §6, durch Tilgung gewisser Punkte eine 
einfache Folge herausheben, die einen einzigen Grenzpunkt ¢ besitzt. Sie sei 
{t,}, so ist auch ihr Bild {4,} auf K eine einfache Folge. Ersetzt man nun 
{k,} durch eine Folge {k,’}, die von derselben Seite gegen k konvergiert, 
und liegt i,’ zwischen den Punkten i, und k,, so liegt auch ¢,’ zwischen ¢, 
und ¢,; gemaiB dem SchluBsatz von §10 konvergiert also auch {t,’} gegen ¢. 
Dies gilt fiir jede derartige Folge {k,’}. Es haben daher alle derartigen 
Folgen {¢,’} einen und denselben Grenzpunkt und daraus folgt weiter, daB 
auch die Punkte ¢) nur einen Grenzpunkt besitzen, nimlich ¢. 


&. 





*) Durch geeignete Wahl von a und b kann man sogar erreichen, daB beim 
Fortgang von P, zu P,,, zwischen je zwei Punkten ky ein neuer Teilpunkt liegt, 
was aus den obigen Relationen leicht hervorgeht. Durch a>b wird auch erreicht, 
daB fiir jede Indizesgruppe ry > ry, ist. 
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Es ist nur noch zu zeigen, daB, wenn man zu k eine Folge {k,”} kon- 
struiert, die von der entgegengesetzten Seite gegen k konvergiert, auch 
{¢,”} gegen ¢ konvergiert. 

Wiire dies nimlich nicht der Fall, so sei ¢” der Grenzpunkt dieser 
Folge. Um die Begriffe zu fixieren, werde nun angenommen, daB die 
Folge {k,} gegen k von links, die Folge {k,”} gegen k von rechts kon- 
vergiert, das gleiche gilt dann auch beziiglich ¢ und ¢”. Nun sind zwei 
Fille méglich. Zunichst kénnte ¢” rechts von ¢ liegen. Dann gibt es 
mehrere Punkte ¢, von &,, die links von ¢ und rechts von ¢ liegen. 
Nimmt man nun einen Punkt ¢, der ersten und einen Punkt ¢,” der 
zweiten Folge beliebig an, so wiirde auch jeder derartige Punkt ¢, links von 
t,” und rechts von ¢, liegen; es miiBte also auch Punkte k, auf K geben, 
die die gleiche Lage zu je zwei Punkten k, und k; besitzen. Von solchen 
Punkten gibt es aber auf K nur einen, namlich k selbst; die obige An- 
nahme ist daher unméglich. Zweitens kénnte ¢” links von ¢ liegen; dies 
fiihrte aber in ahnlicher Weise auf die Folgerung, daB es einen Punkt /, 
giibe, der sowohl rechts wie links von k liegen miiBte, was ebenfalls un- 
méglich ist. 

Damit ist bewiesen, daB Z, in der Tat auf T iiberall dicht ist, daB 
jedem Punkt & von K ein und nur ein Punkt ¢ von & entspricht, iiber- 
dies jeder Folge, die gegen k konvergiert, eine Folge, die gegen ¢ kon- 
vergiert. Damit ist aber bekanntlich der Beweis der umkehrbar eindeutigen 
und stetigen Abbildung erbracht. 


§ 12. 
Die Erweiterung des Jordanschen Satzes. 


Der Satz des Herrn Jordan besagt, daS das umkehrbar eindeutige 
und stetige Abbild des Kreises eine geschlossene Kurve ist. Dieser Satz 
bedarf aber einer Erweiterung. Die Erweiterung besteht darin, daB siimt- 
liche Punkte der Kurve fiir das tiuBere und innere Gebiet erreichbare 
Punkte sind; d. h. das umkehrbar eindeutige und stetige Abbild des 
Kreises ist eine einfache geschlossene Kurve. 

Bei der Fragestellung, die hier zugrunde gelegt ist, ist diese EHigen- 
schaft sogar die Hauptsache; erst sie fiihrt uns dazu, die notwendigen und 
hinreichenden Kriterien fiir die umkehrbar eindeutige und stetige Abbil- 
dung einer Punktmenge auf den Kreis zu erkennen. 

Der Beweis unseres Satzes ergibt sich, nachdem wir die allgemeine 
Untersuchung der ebenen perfekten Mengen vorausgeschickt haben, fast 
unmittelbar. Er geht so vor sich, daB wir innerhalb der Gesamtheit aller 
ebenen Mengen die einfache geschlossene Kurve als das einzig mégliche 
Abbild des Kreises erkennen werden. 
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Da die Eigenschaften perfekt und zusammenhiingend unserer Abbil- 
dung gegentiber invariant sind, so ist, wie der Kreis K, auch sein Ab- 
bild Z eine perfekte, zusammenhiingende Menge. Sie muB aber mit dem 
Kreise auch die Eigenschaft teilen, nirgends dicht zu sein. Wire sie 
nimlich in der Umgebung eines Punktes ¢ iiberall dicht, so giibe es ein 
den Punkt ¢ einschlieBendes Quadrat, das ebenfalls zu Z gehérte. Das 
Abbild dieses Quadrates miiBte wieder eine zusammenhiingende Teilmenge 
des Kreises sein, d. h. ein Kreisbogen. Dies ist aber unméglich; denn ein 
Kreisbogen kann ebensowenig wie die Strecke umkehrbar eindeutiges und 
stetiges Abbild des Quadrates sein.*) 

Wir zeigen nun weiter, daB alle Punkte von & allseitig erreichbar 
sind. Dies ist das einzige, was einer lingeren Darlegung bedarf. Dazu 
schicken wir eine Hilfsbetrachtung voraus. 

Seien ¢ und ¢” zwei Punkte von @, die fiir irgend ein Gebiet M 
erreichbar sind, {’ und [” die von m zu ihnen fiihrenden Wege, und Kk 
und k” ihre Bildpunkte auf K. GemiaB § 4 wird durch [' und [” eine 
geschlossene Kurve definiert, der auBer [’ und [” eine gewisse zusammen- 
héingende Teilmenge Z,, von Z angehért. Dieser Menge muB eine zusam- 
menhiingende Teilmenge K,, des Kreises entsprechen, der k’ und k” an- 
gehéren; daher muB K,, einen der beiden durch k’ und k” bestimmten 
Teilbégen von K ganz enthalten; er sei K,. Sie kann aber auch keinen 
Punkt des anderen Kreisbogens K, enthalten. Ware dies der Fall, wiire 
k, ein solcher Punkt und ¢, sein Bildpunkt in &,,, so lege man um ¢, 
ein die Punkte ¢’ und ¢” ausschlieBendes kleines Quadrat q. Durch Tilgung 
der in q enthaltenen Punkte entstehen geméB § 4 aus 4, gewisse ge- 
trennte Teilmengen, deren jede héchstens nur einen der beiden Punkte 
t und ¢” enthalt. Wegen der Stetigkeit kann man aber das Quadrat q so 
klein wihlen, daB den innerhalb von q liegenden Punkten von &,, lauter 
Bildpunkte entsprechen, die simtlich auf dem Bogen K, liegen. Nach 
Wegnahme dieser Punkte bleibt daher in K,, eine zusammenhingende Teil- 
menge iibrig, der sowohl k’ wie k” angehéren, und dies bedeutet einen 
Widerspruch. 

Angenommen nun, ¢ sei ein Grenzpunkt eines Gebietes Mt, der fiir 
dies Gebiet nicht erreichbar ist, so gibt es eine gegen ihn konvergierende 
Folge {t¢,}, deren Ausbiegungen 7, nicht gegen Null konvergieren. Diese 
Folgen kénnen wir uns zunichst von itiberfliissigen Punkten gereinigt 
denken; d. h. wir kénnen aus ihr, falls nétig, Punkte so weglassen, da 
bei gegebenem N fiir alle v>N jedes y,>41>0 bleibt. DaB dies méglich 
ist, geht aus den Begriffen der Folge und der Ausbiegung unmittelbar hervor. 


*) Vgl. § 14. Hilfssatz. 
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Wir wiahlen nun m innerhalb M beliebig und ziehen von m zu den 
Punkten ¢, die Wege [,. Sei dann k, der auf K liegende Bildpunkt von ¢,, 
so haben wegen der Stetigkeit die Punkte {*,} einen und nur einen Grenz- 
punkt k, der zugleich Bildpunkt von ¢ ist. Sollten nun die Punkte k, auf 
k keine einfache Folge bilden, so kénnen wir doch analog wie in § 6 
eine in ihnen enthaltene Folge {k,’} bestimmen von der Art, daB auch die 
ihnen entsprechenden Punkte ¢,’ eine einfache Folge {¢,’} bilden, und es 
wird nun auch fiir diese Punkte jedes 7,’ > 4’ >0 sein, falls » > N’ ge- 
wahlt wird. 

GemiB § 4 bestimmen die Wege [, und [,,, ein Teilgebiet Mt, von 
M und definieren eine gewisse Menge Z,, deren Punkte zu der durch 
{,’ und [,” bestimmten geschlossenen Kurve gehéren. Ihr entspricht, 
wie wir eben bewiesen haben, einer der beiden durch k, und k,,, be- 
stimmten Kreisbogen, und da die Punkte k,’ eine einfache Folge bilden, 
so miissen es auch diese Kreisbogen tun. Ware nun ¢ fiir Mt nicht er- 
reichbar, so kénnte man gem&B § 8 auf den Teilmengen &,’ Punkte 1, so 
auswihlen, daB sie einen von ¢ verschiedenen Grenzpunkt haben; es 
miiBten also auch die Bildpunkte auf den Kreisbégen K,’ einen von k 
verschiedenen Grenzpunkt besitzen, was unmdglich ist. 

Es handelt sich jetzt noch darum, aus der Gesamtheit der ebenen 
nirgends dichten zusammenhingenden Mengen diejenigen herauszusuchen, 
die Abbild des Kreises sein kénnen, und zwar ist dabei nur noch die von 
ihnen bewirkte Gebietsteilung zu beriicksichtigen. Die Komplementiir- 
menge Yt von Z kénnte an sich zunichst ein einziges Gebiet darstellen. 
Dies ist aber ausgeschlossen. Denn gema8 § 5 ist eine solche Menge in 
zwei Teilmengen zerlegbar, die nur eimen gemeinsamen Punkt besitzen, 
was fiir den Kreis nicht zutrifft. 

Sei nun & das iiuBere Teilgebiet von Pt und C diejenige Teilmenge 
von &, deren Punkte simtlich zur Grenze von & gehéren, aber nicht 
Grenzpunkte von Y% allein sind; ferner seien c, und c, zwei Punkte von C. 
Sie definieren gemaéB § 8 zwei Kurvenbogen c¢,, und cjg, deren jedem 
wieder einer der beiden Kreisbégen entsprechen muB, die durch die Bild- 
punkte k, und k, bestimmt werden. Daraus folgt aber, daB die Kurve C 
die Menge & erschépft, also mit ihr identisch ist. Damit ist der Satz 
bewiesen und es folgt also: 

Das umkehrbar eindeutige und stetige Abbild des Kreises ist eine ein- 
fache geschlossene Kurve. 

Als einfachen Kurvenbogen habe ich oben jede zusammenhiingende 
Teilmenge einer einfachen geschlossenen Kurve definiert; es folgt daraus, 
daB jeder einfache Kurvenbogen Bildmenge eines Kreisbogens ist. Dies ist 
wiederum umkehrbar, d. h. es gilt der Satz: 
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Das umkehrbar eindeutige und stetige Abbild eines Kreisbogens ist ein 
einfacher Kurvenbogen. 

Um dies zu beweisen, ist zu zeigen, daB man eine einfache geschlos- 
sene Kurve angeben kann, die Bild eines Kreises ist, und von der die 
beztigliche Bildmenge eine zusammenhiingende Teilmenge ist. Sei & 
diese Bildmenge, K’ der Kreisbogen, und k, resp. k, seine Endpunkte. 
Zuniichst folgt, wie beim Beweis des Hauptsatzes, daB jeder Punkt von 
€ allseitig erreichbar ist. Ferner muB die Komplementirmenge von & 
ein einziges Gebiet sein. Denn sonst giibe es in & eine geschlossene 
Kurve und ihr miBte K oder ein Teil von K’, also jedenfalls ein Kreis- 
bogen entsprechen, was unméglich ist. Man kann daher von demselben Punkte 
m zu den Bildpunkten ¢, und ¢, von k, und k, zwei Wege [, und [, legen. 
Diese kann man umkehrbar eindeutig und stetig auf den Komplementiir- 
bogen des Kreisbogens K’ abbilden. Sie stellen zusammen mit & eine 
Menge dar, die Bild eines Kreises, also eine geschlossene einfache Kurve 
ist, womit die Behauptung erwiesen ist. 

Man kann noch fragen, welche rein mengentheoretischen Kriterien 
dafiir bestehen, daB eine Menge Z, deren Komplementirmenge ein einziges 
Gebiet Mt ist, ein einfacher Kurvenbogen ist. Dies wird dann der Fall 
sein, wenn jede zusammenhiingende Teilmenge von & ebenfalls ein ein- 
facher Kurvenbogen ist.*) 


§ 13. 


Herstellung von ebenen Abbildungen bei gegebenem Entsprechen 
zweier Kurven. 


Fiir den Beweis der vorstehenden Sitze haben wir uns in § 4 die 
Beschrinkung auferlegt, nur polygonale Wege einfachster Art zu be- 
nutzen. Hiervon miissen wir uns freimachen; alle fiir solche Wege ab- 
geleiteten Siitze miissen auf beliebige einfache Kurvenbégen ausgedehnt 
werden. Um dies auszufiihren, bediirfen wir eines Satzes, der besagt, daB 
man die umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung zweier einfachen 
Kurven zu einer ebenfalls umkehrbar eindeutigen und stetigen Abbildung 
fiir jeden beliebigen Teil der Ebene erweitern kann, und zwar so, dab 
auch fiir die erweiterte Abbildung diejenige der beiden Kurven bestehen 
bleibt. 

Ich schicke dazu zwei einfache Hilfsbetrachtungen voran. Sei erstens 
P ein Polygon, das konkave Ecken hat. Verlingert man eine Seite, die 
in einer konkaven Ecke endigt, in das Innere von P, so zerfallt P in 
zwei Polygone, deren jedes mindestens eine Ecke weniger hat als P. Ks 


*) Vgl. meine Note in den Gitt. Nachr. 1904. 
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kann daher P in eine endliche Zahl von Polygonen ohne konkave Ecken 
zerlegt werden. 

Sind zweitens P und Q irgend zwei konvexe Polygone, die keines- 
wegs gleich viele Ecken zu haben brauchen, so kann man ihre Innengebiete 
leicht in der Weise umkehrbar eindeutig und stetig aufeinander abbilden, 
daB man die Abbildung ihrer Umfange beliebig vorschreibt. Um dies in 
einfachster Weise zu bewirken, kann man so verfahren. Seien p, und q, 
zwei Punkte im Innern dieser Polygone, z. B. diejenigen, die den gréBten 
Abstand von den Umfiingen haben. Dann verbinde man p, mit einem 
Punkt p von P und gq, mit dem entsprechenden Punkte g von Q und 
ordne je zwei Punkte der Strecken pp und qg,q einander zu, die beide in 
gleichem Verhiiltnis teilen; tut man dies fiir jedes Paar entsprechen- 
der Punkte p und gq, so ist damit eine Abbildung der verlangten Art ge- 
leistet, was weiterer Ausfiihrung nicht bedarf. 

Ist endlich drittens Q ein konvexes Polygon, ist P ein solches, das 
auch konkave Ecken hat, und p eine konkave Ecke von P, so verlingere 
man wieder eine in p endigende Seite in das Innere von P bis zum 
ersten Schnittpunkt p’ mit P und verbinde die beiden entsprechenden 
Punkte g und g’ von Q durch eine Gerade innerhalb Q. Diese Gerade ordnen 
wir wieder der Geraden pp’ eineindeutig und stetig zu. Sie zerlegt Q 
in zwei konvexe Polygone Q, und QY,. Kann man nun diese Polygone in 
der verlangten Weise auf die Teilpolygone P, und P, von P abbilden, 
so ist damit auch die Abbildung von P anf Q geleistet. Dabei ist zu 
beachten, daB die Abbildung innerhalb des einen Polygonpaares P, und 
Q, von derjenigen innerhalb des anderen im allgemeinen unabhingig ist, 
sie mu§ nur die Kigenschaft haben, beidemal dieselbe Beziehung fiir die 
Strecken pp’ und qq’ zu liefern. Dies bleibt bestehen, wie oft wir auch 
die Zerlegung von P ausfiihren miissen, um es in lauter konvexe Poly- 
gone zu zerlegen. Andererseits zerfallt dabei Q ebenfalls in lauter kon- 
vexe Polygone. Bilden wir dann jedes Teilpolygon von Q auf das ent- 
sprechende Teilpolygon von P in der oben angegebenen Weise ab, so 
haben wir damit eine eineindeutige und stetige Abbildung fiir 3(P) und 
3(Q) gewonnen, die stetig in die vorgeschriebene Abbildung von P und 
Q iibergeht.*) 

Sei nun C eine einfache geschlossene Kurve, die eineindeutig auf das 
Quadrat 0 bezogen ist, und sei die Aufgabe gestellt, das Innere 3(C) 
umkehrbar eindeutig und stetig auf das Innere 3(0Q) so abzubilden, dab 
diese Abbildung stetig in die gegebene Abbildung von C auf 0 iibergeht. 


*) Die oben benutzte Abbildung kann durch jede andere umkehrbar eindeutige 
und stetige Abbildung ersetzt werden. 
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Sei m, der Punkt von 3(C), fiir den e(m,, C) = 7 ein Maximum ist, sei q, 
der Mittelpunkt von Q, und é sein d Abstand von Q. Wir zeichnen dann 
die Polygone 
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die m, einschlieBen und C von innen approximieren, und zwar setzen wir 


, 1 ” i, 1 
1 E = 31%) é =>, °°% a+) om 7 a), «« 
) ° . ° : ° . on 
Ebenso zeichnen wir die Quadrate, die @ von innen in den Abstinden @, 
approximieren, nimlich pee 
) oo. ee: 
und zwar sei 
Sars, wate” gory — + go) 
-= 4, =—+9,--: =z 6, --- 


Es ist jetzt noch zu erértern, wie man die Abbildung von P) auf 

O°) anzunehmen hat, damit die Abbildung des Inneren von © und C 

gleichmiaBig in die vorgegebene Abbildung von © auf C iibergeht. Dies 
; kann folgendermaBen geschehen (Fig. 5).*) Seien 9g, 92, 93, q in kon- 
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sekutiver Folge die Ecken von © und 4q,’, q,', 93, q, die analogen Ecken 
von Q, ferner seien 9,, Je, 9s, 9, die Diagonalstrecken, die gq, mit diesen 
Punkten verbinden. Sind dann ¢,, 4, ¢,, ¢, die Punkte der Kurve C, die 
den Punkten g, von @Q entsprechen, so verbinden wir sie mit m, durch 
Wege [,, die einander nicht kreuzen und jedes Polygon P) nur einmal 
schneiden. Wir richten nun die weitere Abbildung immer so ein, dab 
diese Wege |; den Strecken g; entsprechen und da sie die Polygone P 
und SX) je in entsprechenden Punkten treffen. Sind also insbesondere 
P;') Ds’, Ps, P, die Schnittpunkte dieser Wege mit P’, so schreiben wir 
die Abbildung von P’ auf 0’ so vor, daB dem Punkte p, der Punkt q, 
entspricht, und daB ferner die Strecke q,q;.: von ©’ dhnlich auf das 
Intervall p; --- p;41 von P’ bezogen wird. Die Liinge dieses Intervalls 
sei L,’. 


*) Die Figur ist nur schematisch zu verstehen. 


Mathematische Annalen. LXII. 
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Um die Abbildung von P” auf ” zu bewirken, nehmen wir eine 
GréBe 4, an, die kleiner als jedes L,’ ist, und teilen jeden Streckenzug 
pi -+* pi+1 in solehe der Einfachheit halber gleiche Teile, daB die Linge 


jedes Teiles zwischen y, und ba liegt. Die so auf p; --~- p41 ent- 
J “1 2 rl 
stehenden Punkte seien 


Dit = Diy Pi2y Dis, ***, Pia = Vi+13 
ihnen entsprechen auf 0’ die Punkte 

dia = Gis Giay Vip ***y Gia = V+, 
die ebenfalls gleichen Abstand voneinander haben miissen. Seien g,, die 
Geraden, die diese Punkte mit q, verbinden, q;, ihre Schnittpunkte mit 0, 
qx diejenigen mit 0” und gx das Stiick qi.q:, dieser Geraden, das also 


auBerhalb von OD’ liegt. Die Gesamtheit dieser Punkte auf © resp. 0” 
bezeichne ich durch 
Q = {qin} resp. Q” = {gir}, 
und zwar gehéren zu @, auch die vier Punkte g; der Punktmenge 
Q, = {4¢,}, und zwischen je zweien von ihnen liegt mindestens ein Punkt 
von Y. Auf der Kurve C bestimmen wir nun die entsprechende Punkt- 
menge 
T, = {tx}; 

und verbinden m, mit jedem Punkte ¢,,, der nicht schon zur Punktmenge 
T, = {t,} gehért, durch Wege [;,, die den Punkt p;, von P’ enthalten, 
die einander und die Wege [; nicht kreuzen und jedes P®) nur einmal 
schneiden. Ist dann [;, dasjenige Stiick des Weges, das zwischen p;, und 
t;, liegt, so setzen wir zuniichst fest, daB die Wege I, und die Sirecken 
ix eimander entsprechen*) und richten die weitere Abbildung wieder so 
ein, daB fiir jedes »y > 1 thre Schnittpunkte auf P® und 0 entsprechende 
Punkte sind. Ist insbesondere pi, der Schnittpunkt von [;, mit P”, so 
ist die Anordnung dieser Punkte auf P” die gleiche, wie die der Punkte 
qix auf 2", und wir schreiben nun weiter vor, daB die Punkte p;, und 
qix eimander entsprechen, und daB die entsprechenden Intervalle von P” 
und 2)” dhnlich aufeinander bezogen werden. Damit sind die Umfinge 
je zweier Teilpolygone, in die die Gebiete zwischen P’ und P” resp. 
zwischen ©’ und 9” zerfallen, einander zugeordnet, und es kann daher 
auch die dementsprechende Abbildung dieser Ringgebiete selbst bewirkt 
werden. 

In dieser Weise kann man fortfahren. Sei L” die kleinste Linge 


*) Die innerhalb $%’ und ©’ liegenden Teile dieser Wege brauchen einander 
nicht zu entsprechen; und analog im folgenden. 
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eines dieser auf P” liegenden Intervalle p/, --+ pii4i1, so waihle man 
eine GréBe 7, so, dab 


1 ? ” 

m<o7m und 4 <L’, 
und teile jedes Intervall pj, --+ prey: auf P” in gleiche Teile, deren 
jeder der Linge nach zwischen 7 und > N liegt, bestimme die ent- 


sprechenden Punkte auf 0”, und verbinde sie mit g, durch Geraden gj,:. 
Man erhiilt so in ihren Schnittpunkten mit 0” resp. O die Punktmengen 


Qs = {aeerc} und Q” = {Qik}, 
so daB Q, die Menge Q, enthilt und zwischen je zwei Punkten von Q, 
mindestens ein Punkt von Q, liegt. Alsdann bestimme man auf C die 


Punkte 
T; _ {tires}, 


und verbinde m, mit ihnen durch die Wege [;,,, die durch p7,, gehen 
und auf P”’ die Punkte p;;, ausschneiden. Man richtet dann die weitere 
Abbildung so ein, daB man die Stiicke [;.; = pis: tix: dieser Wege, die 
auBerhalb P” liegen, den auBerhalb 0” -liegenden Strecken g/4:—= qe: Qik: in 
der genannten Weise zuordnet, auf P’”’ und 0” die Punkte p;x,; und gi, 
als Bildpunkte wahlt, und die zwischen ihnen liegenden Streckenziige 
einander dhnlich zuordnet. 
Wird auf diese Weise fortgefahren, und sind 


Q, = {Q,}, resp. f= {Z,} 
die auf O und @ entstehenden Punktmengen, so ist der Konstruktion 
gemiB (. auf O iiberall dicht; es muB daher,- da 0 und & beiderseits 
stetige Abbilder sind, auch &, auf C iiberall dickt liegen. 

Es ist nun noch zu beweisen, daB die Stetigkeit auch beim Uber- 
gang aus dem Inneren zur Grenze, d. h. zu OQ und C gewahrt bleibt. 
Dazu ist zu zeigen, daB jeder dem Inneren von 0 zugehérigen Punkt- 
folge, die gegen einen Punkt gq von © konvergiert, eine Punktfolge ent- 
spricht, die gegen einen einzigen Grenzpunkt von C konvergiert, und zwar 
gegen den Bildpunkt ¢ von C. Man sieht aber leicht, da es geniigt, ge- 
wisse einfachere Punktfolgen in Betracht zu ziehen. Erstens kénnen wir 
uns auf Punkte beschriinken, die auf den Umfingen der 0 liegen; 
zweitens diirfen wir annehmen, daB auf jedem 0) nur ein Punkt der 
Punktfolge liegt, und drittens kénnen wir jeden Punkt eines O® durch 
den ihm am niichsten liegenden Punkt der Punktmenge ) ersetzen. Sei 
nun 


(@y=g, 0, 7,0 ™,- 
eine derartige Punktfolge und q ihr Grenzpunkt, und seien 
{p} = P, Pr; P’; rey py, one 


21* 
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die entsprechenden Punkte auf den Polygonen P”. Wir wollen nun 
annehmen, es gebe einen Grenzpunkt von {p®}, der von ¢ verschieden 
ist, so gehérte er doch sicher der Menge C an. Er sei ¢,, und q, sei 
der entsprechende Punkt von 0, ferner sei qq, die kleinere der beiden 
Strecken, in die © zerfallt. Dann gibt es auf ihr sicher Punkte von Q,; 
irgend zwei von ihnen seien q,’ und qg,”, ferner seien g,’ und g,” die von 
q 2u ihnen fiihrenden Geraden, und Qt, das durch sie bestimmte Teil- 
gebiet von ©. Andererseits bestimmen die Wege [,’ und [,”, die von m, 
za ¢,’ und ¢,” fiihren, ein Teilgebiet Mt, des Kurveninneren, zu dessen 
Grenze ¢ und ¢, nicht gehéren, auch folgen ¢, ¢,, ¢,’, ¢.” in derselben Ord- 
nung aufeinander wie 4q, 4,, 9,, 9,- Man lege nun um ¢, einen Kreis 
mit einem so kleinen Radius, daB die Wege [,’ und {,” zu seinem AuBeren 
gehéren, dann wird man eine Zahl N so wihlen kénnen, dab es unend- 
lich viele Werte vy > N gibt, so daB die Punkte p” dem Inneren dieses 
Kreises angehéren. 

Welches nun auch die Punkte q,’ und gq,” sein mégen, so kann man 
gemaB den obigen Vorschriften die Zahl N auch so bestimmen, daB fiir 
alle v > N einerseits die Polygone 0) von den Geraden g,” und g,” und 
andererseits die Polygone P® von den beiden Wegstiicken [,’ und [,” in 
entsprechenden Punkten getroffen werden. Sind also q() resp. p) diejenigen 
Streckenziige dieser Polygone, die im Innern der Gebiete Dt, und M, ver- 
laufen, so werden fiir alle diese Werte v ihre Endpunkte einander ent- 
sprechen. Fiir diese Werte v miissen daher auch die Punkte p® und g®) 
die gleiche Lage zu p® resp. q®) haben, d. h. entweder zugleich links 
oder zugleich rechts von ihnen liegen. Dies enthilt aber einen Wider- 
spruch mit der Annahme, denn man kénnte daraus folgern, daB es un- 
endlich viele Werte v > N gibe, fiir die die Punkte p® und daher auch 
die Punkte q”) auf verschiedenen Seiten dieser Streckenziige liegen miiBten. 
Dies trifft aber fiir die Punkte g™, resp. die Streckenziige q‘) nicht zu. 
Die Punkte p® besitzen daher nur einen Grenzpunkt. 

Ebenso lieBe sich beweisen, daB jeder Punktfolge von C eine Punkt- 
folge von © mit nur einem Grenzpunkte entspricht; doch ist dies nicht 
einmal nétig, da eine eineindeutige und einerseits stetige Abbildung auch 
umkehrbar stetig ist. Also folgt: 

Ist die einfache geschlossene Kurve C eineindeutiges und stetiges Ab- 
bild eines Quadrates 0, so kann man diese Abbildung zu einer analogen 
Abbildung der beiden inneren Gebiete von C und © erweitern, die stetig in 
die gegebene Abbildung zwischen 2 und C iibergeht. 

Die Anwendung dieses Satzes auf die im Eingang des Paragraphen 
genannte Frage wird im folgenden Paragraphen gegeben werden. 
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§ 14. 
Zusammenstellung der invarianten Eigenschaften. 


Es scheint mir niitzlich, zum Schlusse eine Zusammenstellung aller 
der Eigenschaften zu geben, die bei umkehrbar eindeutiger und stetiger 
Abbildung invariant bleiben, sowie der meines Erachtens einfachsten Be- 
weismethoden. Dabei setze ich von vornherein voraus, daB wir es mit der 
Abbildung von Ebenen aufeinander zu tun haben. GemiaB § 12 enthilt 
dies keine Beschrankung, da ja jede Abbildung von Kurven als Teil einer 
Ebenenabbildung angesehen werden kann. 

1. E/iner abgeschlossenen resp. perfekten Menge entspricht wieder eine 
abgeschlossene resp. perfekte Menge, was aus dem Charakter der Stetigkeit 
unmittelbar folgt.*) 

2. Der Zusammenhang ist eine Invariante. Seien naimlich I und Tf, 
entsprechende perfekte Mengen, und sei { zusammenhingend, so dab & 
nicht in abgeschlossene Teilmengen zerlegbar ist. Wenn dann die Menge 
I, nicht zusammenhingend wiire, so zerfiele sie in zwei Teilmengen T,’ 
und &,”, die beide perfekt sind. Ihnen miiBten gemaB 1. analoge Teil- 
mengen &’ und {” von & entsprechen, was aber einen Widerspruch darstellt. 

3. Hilfssatz: Einem Quadrat kann bei wmkehrbar eindeutiger wnd 
stetiger Abbildung nicht eine Strecke entsprechen. Zieht man nimlich im 
Quadrat eine zu zwei Seiten parallele Gerade, so entspricht ihr eine zu- 
sammenhingende Teilmenge der Strecke. Von Geraden dieser Art ohne 
gemeinsame Punkte gibt es im Quadrat eine Menge der Michtigkeit c, 
wihrend auf der Strecke nur eine abzihlbare Menge solcher Teilstrecken 
liegen kann. 

4. Der Begriff der einfachen geschlossenen Kurve und die durch sie 
bewirkte Gebietsteilung sind invariant, d. h. dem Inneren und AuBeren der 
Kurve entspricht das Innere und AuBere der Bildkurve. 

Der erste Teil des Satzes ist nichts anderes als der Inhalt von § 11 
und § 12, der sich also auch als Aussage einer invarianten Eigenschaft auf- 
fassen laBt. Der Beweis des zweiten Teiles ergibt sich folgendermafen. 

Seien C und C’ die beiden Kurven, 3 und Y, resp. Y und YW’ die 
inneren und fuBeren Gebiete, endlich m und m, zwei Punkte von 3, und 
m’ resp. m,’ ihre Bildpunkte. Dann ist m mit m, durch einen Strecken- 
zug Ww verbindbar, der keinen Punkt von C enthilt. [hm entspricht in 
der Bildebene ein einfacher Kurvenbogen ww’, der keinen Punkt von C’ 
enthalt. Nun sei der Abstand 


me Ss o(w, C)= 7, 
*) Vgl. C. Jordan, Cours d’analyse, Bd. 1, 8. 46, sowie meinen Bericht, S. 115. 
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so kann man wegen der Stetigkeit .der Abbildung eine GréBe 0 be- 
stimmen, so daB, falls p, p, und p’, p,’ entsprechende Punkte sind, 


o(p', p,') <9 wird, falls e(p, p,) <0 


gewihlt wird. LErfiillt man nun den Streckenzug w so mit einer Zahl 
konsekutiver Punkte m,, dab. 

o(m,, m,44) <9 
ist, so wird fiir die auf w’ liegenden Bildpunkte 

Q(mi, M41) <9 
sein. Die Strecken m;m;/,;, haben daher keinen Punkt mit C’ gemein 
und bestimmen daher einen Streckenzug, der ganz zu 3 oder ganz 
zu YM gehért. DaS nunmehr Y dem J und Y’ dem A entspricht, folgt 
ebenfalls aus der Stetigkeit der Abbildung.*) 

5. Der Begriff der geschlossenen Kurve und der durch sie bewirkten 
Gebietsteilung ist invariant. 

Dies laBt sich auf Grund des vorstehenden Satzes leicht beweisen. 
Sei niimlich Z eine geschlossene Kurve, LZ’ ihr Abbild, und 3 resp. Y das 
Innere und Aufere der durch Z bewirkten Gebietsteilung. Ferner sei P 
ein Polygon, das { von innen approximiert, so entspricht ihm eine ein- 
fache geschlossene Kurve C’ und dem Inneren 3(P) entspricht das Innere 
3(C’); ebenso folgert man leicht aus Satz 4, dab, wenn P und P, zwei 
solche Polygone sind und P, auBerhalb von P liegt, auch die Bildkurve 
C,’ von P, auBerhalb der Bildkurve C’ von P liegt. Dem Gebiete 3, zu 
dem jeder Punkt eines 3(P,) gehért, entspricht daher ein zusammen- 
hiingendes Gebiet 3’, dem jeder Punkt eines 3(C,’) angehdrt. 

Nun ist jeder Punkt von { Grenzpunkt von Punkten von 3, und da, 
wie eben bewiesen, jedem Punkte von 3 ein Punkt von 9 entspricht, so 
ist auch jeder Punkt von © Grenzpunkt von Punkten von 9. Ebenso 
kann man die Existenz eines zusammenhingenden Gebietes YU’ nachweisen, 
das U% entspricht, und daraus folgern, daB jeder Punkt von LT’ auch Grenz- 
punkt von %’ ist. Damit ist der Beweis geliefert. 

Es folgt noch, dab, wenn der Menge & ein einziges Gebiet Dt als 
Komplementiirmenge zugehért, auch Mt’ ein einziges Gebiet ist. 

6. Der Begriff der Erreichbarkeit ist ein invarianter Begriff. 

Ist namlich ein Punkt ¢ fiir einen Punkt m eines Gebietes I er- 
reichbar, so entspricht ihm nach dem vorigen Satze ein Punkt m’ eines 
Gebietes Mt’, zu dessen Grenze ¢ notwendig gehért. Das Weitere folgt 
aus den Ausfiihrungen von § 11 und 12. 


*) Die Ebene € ist hier und sonst immer die Ebene der Funktionentheorie, die 
einen unendlich fernen Punkt enthilt. 








da 


= 


2g ~wp@em @ 2 Z. 


CM & ad 


— 














Beitrage zur Theorie der Punktmengen. III. 327 


7. Bei einer zusammenhiingenden Menge & ist ihre Struktur sowie die 
durch sie bewirkte Gebietsteilung invariant. 

Sei zuniichst Z eine nirgends dichte Menge. Man hat allgemein*) 

€=T+A+ 24,, 

wo & das fiuBere Gebiet ist, und 3, die einzelnen inneren Teilgebiete 
sind, deren Zahl endlich oder abziahlbar ist. Ist dann fT, Grenzmenge von 
%,, 80 folgert man, wie im Beweis von 5., daB es ein zusammenhingendes 
Gebiet 3,’ gibt, so daB seine Grenze diejenige Teilmenge Z,’ von L’ ist, 
die {, entspricht. Andererseits entspricht jedem gemeinsamen Punkte von 
= und T, ein gemeinsamer Punkt von L’ und f,’; wenn also J, und 9, 
gemeinsame Grenzpunkte haben, so sind deren Bildpunkte auch gemein- 
same Grenzpunkte von Su und 3,’.. Ebenso ist klar, daB einem Punkte 
von Z,, der Grenzpunkt nur von %, ist, ein Punkt von &,’ entspricht, der 
Grenzpunkt nur von 3%,’ ist Damit ist die Invarianz der Struktur und 
Gebietsteilung in diesem Falle bewiesen. 

Enthilt £ auch iiberall dichte Bestandteile, so sei U ein solcher. 
Er wird notwendig von einer geschlossenen Kurve Z, eingeschlossen. Ihr 
entspricht eine Bildkurve ZT,’ und dem Inneren U von 72, entspricht das 
Innere U’ von &,’. Damit ist auch in diesem Falle der Beweis geliefert. 

Nunmehr ist es auch leicht, den allgemeinsten Satz dieser Art zu be- 
weisen, der aussagt: 

8. Fiir jede beliebige Menge ZT bleibt ihre Struktur und die durch sie 
bewirkte Gebietsteilung bei umkehrbar eindeutiger und stetiger Abbildung in- 
variant. 

Der Satz ist nur noch fiir den Fall zu beweisen, daB ZT keine zu- 
sammenhingende Menge ist, bedarf aber kaum noch eingehender Begriin- 
dung. Er folgt unmittelbar daraus, daB die Einteilung der Mengen nach 
ihrer Struktur, wie sie im zweiten Beitrag enthalten ist, in erster Linie 
darauf beruht, ob und wie & in perfekte Teilmengen zerlegbar ist. Sind 
nun I, und Z, zwei perfekte Teilmengen von Z, die keinen gemeinsamen 
Punkt besitzen, so zerfallt auch Z’ in zwei perfekte Mengen &,’ und f,’, 
die keinen gemeinsamen Punkt besitzen. Ebenso miissen die weiteren 
Unterteilungen bei beiden Mengen in gleicher Art méglich sein, insbe- 
sondere folgt auch, daS jeder zusammenhingenden Grenzmenge 2%, der 
zusammenhiingenden, aber isolierten Mengen Z,, Z,,---, Z,,--+ eime zu- 
sammenhiingende Menge f,,’ entspricht, die Grenzmenge der Bildmengen 
f,’, E,’,---, £,',--+ ist; in der Tat muB zu jedem Punkte ¢,, der Grenz- 
punkt von {¢,} ist, ein Bildpunkt ¢,’ gehéren, der Grenzpunkt von {t,’} 
ist. Daher mu8 auch die im zweiten Beitrage gegebene Analyse fiir beide 


*) Vgl. Beitrag I, diese Ann. Bd. 58, 8. 211. 
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Mengen dieselbe sein. Endlich mu8 also auch die Zusammenhangsart 
und Zusammenhangszahl der Gebiete invariant sein, in die die Kom- 
plementiirmenge J von & zerfillt. Ist insbesondere T eine Menge vom 
zweiten Typus, d. h. eine solche, die immer wieder in Teilmengen zerleg- 
bar ist, deren keine zusammenhiingend ist, so muB es auch die Menge 
LY’ sein. 

9. Ich schlieBe mit der nachstehenden wichtigen Folgerung. Die 
Wege I, die wir von einem Punkte m zu einem Punkte ¢ legten, waren 
in § 4 gewissen Bedingungen und Festsetzungen unterworfen worden. Wir 
kénnen aber jetzt zeigen, daB die mit solchen Wegen abgeleiteten Siitze 
bestehen bleiben, wenn an die Stelle dieser Wege einfache Kurvenbégen 
treten. Hat man z. B. eine einfache geschlossene Kurve C, und zwei ein- 
fache Kurvenbégen w, und w,, die von einem inneren Punkte m zu’ zwei 
Kurvenpunkten c, und ¢, fiihren, so kénnen wir diese Figur gemiB § 13 
umkehrbar stetig und eindeutig auf eine andere so abbilden, daB C wieder 
durch eine einfache Kurve C’ ersetzt wird, wiahrend den beiden Kurven- 
bégen zwei Wege |,’ und [, entsprechen, die von einem inneren Punkte 
m’ zu den Punkten ¢,’ und ¢,’ fihren. Dann folgt aus den obigen Siatzen, 
daB w, und w, fiir 3(C) dieselbe Gebietsteilung bewirken, wie [,’ und [,' 
fiir 3(C’). Alle Sitze der friiheren Paragraphen gelten daher auch, wenn 
die dort benutzten Wege durch beliebige einfache Kurvenbiégen ersetzt 
werden, die den gleichen Bedingungen der Lage unterliegen, wie die 
Wege [,. Auf ahnliche Weise zeigt man, daB auch fiir die Zerlegung, 
die das Innere einer beliebigen geschlossenen Kurve erfihrt, die Wege |, 
durch einfache Kurvenbégen ersetzbar sind, und ebenso steht es mit den 
anderen Sitzen, in denen einfache Wege auftreten. Alle die Begriffs- 
bestimmungen und Sdtze, die urspriinglich aus methodischen Griinden zundichst 
fiir einfache Polygone und Streckenziige besonderer Art aufgestellt oder ab- 
geleitet wurden, bleiben also in Kraft, wenn man die Polygone durch ein- 
fache Kurven und die Streckenziige und Wege durch einfache Kurvenbigen 
ersetat.*) 

Umgekehrt folgt noch aus § 13, daB man jede beliebig gegebene 
ebene Menge umkehrbar eindeutig auf eine solche abbilden kann, in die 
nur Strecken und Streckenziige eingehen. Die aus lauter polygonalen Be- 
standteilen aufgebauten Mengen stellen daher nicht etwa nur den ein- 
fachsten Fall, sondern zugleich den allgemeinsten Typus der méglichen 
Gestalten dar. 








*) Eine endliche Bogenlinge brauchen diese Wege oder Kurvenbégen nicht zu 
haben; ein Beispiel liefert Fig. 3. 
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Uber die Gestalt der auf algebraischen Kurven nirgends 
singularen linearen Differentialgleichungen 2** Ordnung. 


(Aus einem an Herrn F. Klein gerichteten Schreiben.) 
Von 


G, Hereiorz in Gottingen. 


Es war kiirzlich von Ihnen bemerkt worden, daB die formentheore- 
tische Gestalt der auf einer singularitiitenfreien C,:f(«,, 2%, 2,) = 9 
nirgends singuliren linearen Differentialgleichung 2** Ordnung*) in ihrer 
iiberraschend einfachen Darstellung: 


(1) (Tf f), + QT = 0, 


worin das erste Glied die 2% Uberschiebung von TT iiber f bedeute, auch 
noch fiir eine singularititenfreie C, giiltig sein méchte, wofern man nur 
einerseits statt der beliebigen ganzen Form 2%" Grades Q, jetzt der 
Homogeneitit der Gleichung gemiaB eine beliebige ganze Form 2n — 6% 
Grades treten li®t, und andrerseits den Grad der Form TT nicht wie dort 
zu — : , sondern der Theorie der polymorphen Formen gemaB zu — 25 
ansetzt. Die Form Q hiingt dann mit Ricksicht auf die vermége f = 0 
annullierbaren Koeffizienten gerade noch von seo =3p—3 Koef- 
fizienten ab, der richtigen Zahl der akzessorischen Parameter. 

Darf ich nun in den folgenden Zeilen einen Beweis hierfiir kurz 
angeben und gleichzeitig die entsprechende Gestalt der nirgends singuliren 
Differentialgleichung auch fiir singularitiitenfreie in héheren Riumen ge- 
legene vollstiindige Schnittkurven herstellen? 


*) Vgl. hieriiber den an F. Klein gerichteten Brief von P. Gordan, Math. 
Annalen, Bd. 46, pg. 80 (1894—95) und ferner ebenda p. 606. 
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z. 
Singularititenfreie Kurven in der Ebene. 


Der Beweis ergibt sich unmittelbar bei Beantwortung der Frage, 
wann denn iiberhaupt die zweite Uberschiebung von TT iiber f fiir die 
verschiedenen vermége f=0 méglichen Darstellungsweisen des TT das 
gleiche Resultat gibt. Es ist hierzu blo® nétig, daB beim Ubergang von 
der Form zur Funktion sich (IT/ff), linear durch den ersten und zweiten 
lings der Kurve genommenen Differentialquotienten der dem TT ent- 
sprechenden Funktion ausdriickt. Diese Forderung bestimmt den Grad s 
von TT za s = — _—* und gleichzeitig ergibt sich dann von selbst fiir 
die Differentialgleichung eine Gestalt, deren bloBer Anblick das Fehlen 
jedweder Singularitat dartut. 

Fiir das Folgende bediene man sich etwa Cayleys symbolischer 
Schreibweise, setze also 7,= 2, =a) =.---, dente durch einen der 
Funktion angehiingten oberen Index an, welche der Variablenreihen in 
ihr stehend gedacht wird, und bezeichne Determinanten wie z. B. 





C 6 Qo. | 
1)? 2)? = (8) |? 
GaP? Gal 


(i=1, 2, 3) 


Cx exh 
kurz mit (1 2 3). 

Seien jetzt a,, b,,¢, drei beliebige Linearformen, so schreibt sich, 
bei Einfiihrung der auf der C, iiberall endlichen und nirgends verschwinden- 
den Differentialform —(n—3)' Grades: 


: es Cy Dax — b, Cax 
(2) -—= (f,5;¢)  ” 


der erste lings der Kurve genommene Differentialquotient der Funktion a;‘TT: 


(3) att fy ~~ (12a), 
und hiermit der zweite: 
(4) axte-2 8 ga» © g--TT = [(12a,) (134) + (12a) (23a) Ff, 


Um nunmehr auch die zweite Uberschiebung einer entsprechenden 
Umgestaltung zu unterwerfen, gehe man auf ihren symbolischen Ausdruck: 
(5) (ff), = (123) TOP pO 


zuriick und ziehe die Identitit 


a,(123) = (23a,) D, + (814a,)D, + (124a,)D,, 
é 


a 


(6) 


é é 
D; a a(t) + 2X, > AA) + as - 
Cx; Oxy 6 

















Nirgends singulire lineare Differentialgleichungen 2** Ordnung. 331 


heran. Bildet man aus ihr (123)* und substituiert dies in (5), so folgt: 
a2 (1 ff)e=[—2(n—1)%(1.2a,)(13a,)-+4(n—1)(s—1)(12.4)(234) TO /2f 
(7) +s(s—1)T1(124,)2f/®, 

Nach dem eingangs Gesagten sollen sich hier die beiden ersten Glieder 


rechts linear durch (3) und (4) darstellen; sie kénnen offenbar bioB ein 
Multiplum von (4) sein. Somit muB: 


— 2(n—1)? = 4(m—1)(s—1) 
oder: 
(8) s=— 
gesetzt werden. 
Dann aber kann man statt (1) auch schreiben: 


n—3 
9 


— 





os? Q 8 ee 
(9) da “: Ja * seas (a D+ s@—i Ha; ) a: Ny, 


H = (124, ff, 
und aus der Higenschaft von dw, nirgends zu verschwinden, ist klar, daB 
diese Differentialgleichung auf der C, nirgends singuliir ist. Die Analogie 


dieser Darstellung mit der fiir p = 1, s = 0 unter Benutzung des Integrals 
I. Gattung iiblichen ist ohne weiteres ersichtlich. 


2. 
Zwei Fille unmittelbarer Bestimmung der akzessorischen Parameter. 


Was nun die weitere Aufgabe anlangt, die akzessorischen Parameter 
d.i. die Koeffizienten der Form Q so zu bestimmen, daB die Stelle x,:7,:%5 


auf der C, sich eindeutig durch den Quotienten » = iy zweier Lésungen 
2 


von (1) festlegen laBt, so war von Ihnen bemerkt worden, daB sich die- 
selbe speziell fiir die von Ihnen entdeckte C,*) mit 168 und die Wimansche 
C,**) mit 360 Kollineationen in sich sehr einfach erledigt. Da nimlich 
die akzessorischen Parameter durch obige Forderung eindeutig bestimmt 
sind, muB das betreffende Q selbst, welches fiir die C, von 2”, fiir die 
C, von 6*™ Grade ist, jedesmal der ganzen Kollineationsgruppe gegeniiber 
invariant sein. Nun gibt es im ersten Fall iiberhaupt keine Kovariante 
2%" Grades, so daB hier 2 =O ist, wihrend im zweiten Falle die linke 
Seite der Kurvengleichung f= 0 die einzige Kovariante 6%" Grades dar- 


*) Vgl. F. Klein und R. Fricke, Elliptische Modulfunktionen, Bd. 1, Kap. 6, 7. 
**) Vgl. A. Wiman, Einfache Gruppe von 860 Kollineationen. Math. Annalen, 
Bd. 47 (1895). 


22° 
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stellt, so daB hier Q=0O ist vermige f=0. Beidemale also ist die 
Gleichung mit eindeutig umkehrbaren Integralquotienten: 
(10) (ff), = 0. 

Dieses Resultat habe ich auf Ihre diesbeziigliche Aufforderung auch 
ohne weiteres direkt verifizieren kémnen, da ja in beiden Fallen die 
uniformisierende Variable » bekannt ist, namlich als Dreiecksfunktion 
(2, 3, 7, J)*) bezw. s(2, 4, 5, J)**) wofern als Argument J jene 168- bezw. 
360-wertige Funktion der Kurve gesetzt wird, welche sie auf eine Rie- 
mannsche Fliiche abbildet, deren Blatter nur bei 0,00,1 zu je 2,3,7 
bezw. 2,4,5 zusammenhingen. Die Theorie der polymorphen Formen 
ergibt dann die richtige Spaltung***) dieses y. Vielleicht ist es nicht ganz 
iiberfliissig, wenigstens die betreffenden Formen TT hier explizite anzufiihren. 
Fiir die C, hat nian, unter X, 0, ¥ die Kovarianten}) 6*", 4°", 21°" Grades 
verstanden, zu setzen: 


J:J—1:1=— 0%; ¥?: — 1728 X’ 
und erhilt als einen Zweig von TT 


1 
‘ i “7 1° 18 


eo| ro 


J). 
Fiir die C, hat man, unter gy, ¥, R die Kovarianten};) 12‘, 30%, 45' 
Grades verstanden, zu setzen: 
J:J—1:1=— 240 y*: 480 R? : (5+3Y— 15) vq 
und erhilt als einen Zweig von TT 
1 
-~s 2/1 9 8 
(12) T=» re a 179): 


Es ist dann jedesmal (TT/f),=0 eine direkte Folge der zwischen den 
Kovarianten bestehenden Relationen und der hypergeometrischen Differen- 
tialgleichung. 





*) Klein-Fricke, Elliptische Modulfunktionen, 1. c. 


**) Vgl. R. Fricke, Einfache Gruppe von 360 Operationen, Gdtt. Nachr. (1896). 
Dsgl. Jahresbericht der Deutschen Math.-Vereinigung, Bd. 5. 
***) Vgl. Fricke-Klein, Automorphe Funktionen, Bd. 2, pg. 228ff. 
+) Ihre genauere Definition siehe: Klein-Fricke, Elliptische Modulfunktionen, 
Bd. 1, Kap. 7. 
+t) Ihre genauere Definition siehe: P. Gordan, Die partiellen Differentialglei- 
chungen des Valentinerproblems. Math. Annalen, Bd. 62 (1906). 
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3. 


Singularititenfreie, vollstiindige Schnittkurven in héheren Riumen. 


Was nun jene Kurven anlangt, welche nicht in eine ebene singulari- 
titenfreie C, eineindeutig transformierbar sind, so wird man sicher eine 
(1) analoge einfache Gestalt der nirgends singuliiren Differentialgleichung 
erhalten, wenn man die Kurve auf eine in einem héheren Raume gelegene 
singularitatenfreie Kurve bezieht (als welche etwa die Normalkurve der 
g; dienen kann) und an diese die Differentialgleichung anschlieBt. Dies 
gelingt nun natiirlich leicht, wenn jene Kurve als der vollstindige Schnitt 
einer der Dimension entsprechenden Anzahl algebraischer Flichen darge- 
stellt werden kann, was von der Normalkurve der g; bis jetzt wenigstens 
fir p= 4 und p=5 feststeht. 

Mége etwa im R, durch den Schnitt der Flachen: 


(13) W(t, +++ %s) =O, v(x, +++ 25) = 0, wa, --- a) = 0 


von den Ordnungen /, m, ” eine singularitiitenfreie Kurve gegeben sein, 
und fiir diese die Differentialgleichung der unverzweigten polymorphen 
Formen TI(a, --- #,) von dem noch zu bestimmenden Grade s gesucht 
werden. 

In Analogie zu dem Friiheren wird man auch hier Q als beliebige 
quadratische ganze Form der g, ansetzen, als welche es dann nach einem 
bekannten Satze gerade von 3p—3 Parametern abhingt. Da nun die 
y; hier mit der Gesamtheit aller ganzen Formen (/+m-+n—5)™ Grades 
zusammenfallen, so ist 2 einfach eine beliebige ganze Form 2(/+m-+mn—5)'™ 
Grades. Demgemi8 hat man sich nunmehr aus 1, v, w, TT Uberschiebungen 
vom Grade 2(/+m-+n—5) +s zu bilden. 

Es reichen, wie der Erfolg lehrt, die folgenden aus: 


(14) A,(T) = (1357 2%) (2467 2i—1) uur wOT, i= 1, 2, 3. 


Setzt man jetzt, unter 4, uw, v passend zu wihlende Konstanten verstan- 
den, die nirgends singulire Differentialgleichung versuchsweise in der 
Form an: 

(15) 1A, (TT) + wA,(TT) + vA; (Tf) + QN = 0, 

so fihrt auch wieder genau die unter 1. durchgefiihrte Uberlegung zu 
dem gewiinschten Ziele. Versteht man nimlich auch hier unter a,, b,, ¢, 
drei beliebige Linearformen, unter: 


(16) do = x Vaz — Caz by 


(u; 0; w; b; ¢;) 


das iiberall endliche und nirgends verschwindende Differential, und geht 
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von der Form TT zur Funktion Tlaz* tiber, so zeigt sich zuniichst, da 
nur fiir: 
(17) ego 2 jp 8 a. ica! eae 


j—1? -m—1’ aes 2 


die Gleichung (15) einen von der jeweiligen Darstellungsweise des TT 
unabhingigen Sinn erhilt, und sich weiter, wenn die Festsetzung (17) 
getroffen ist, in die Gestalt setzen liBt: 
. | oe Q 8 i oe 
(18 do" da % Ls Too Ge—s5 + 4 Ha; ) asm, 

) He (sen (2461) , (1854) (2463) , (1866) (2465) 


).. af 
ee m—1 ons )u ~_ 


wo nunmehr aus der Higenschaft von da, nirgends zu verschwinden, sofort 
klar ist, daB diese Differentialgleichung auf der Kurve nirgends singulair 
ist. Auch hier ist ferner der gefundene Grad von TT in Ubereinstimmung 
mit der allgemeinen Tatsache, daB TT, an den Formen g, gemessen, vom 


1 P 
Grade — sein muB. 


Wien, Dezember 1905. 











































A. Maver. Uber den Hilbertschen Unabhingigkeitssatz. 


Uber den Hilbertschen Unabhangigkeitssatz in der Theorie des 
Maximums und Minimums der einfachen Integrale.*) 


Il. Mitteilung. 
Von 


A. Mayer in Leipzig. 


Bei meiner ersten Mitteilung iiber den Hilbertschen Unabhingig- 
keitssatz**) hatte ich nur den einen Zweck im Auge, fiir das vorgelegte 
Problem der Variationsrechnung diejenige bestimmte Form dieses Satzes 
za gewinnen, welche die Weierstrafsche E-Funktion auf das besondere 
Extremalenfeld bezieht, das unmittelbar zu dem Jacobischen Kriterium 
der konjugierten Punkte fiihrt.***) Erst vor kurzem fiel mir auf, dab 
diese besondere, allerdings aber auch besonders wichtige Form des Satzes 
im wesentlichen darauf hinausliiuft, daB man die Hamiltonsche partielle 
Differentialgleichung des Problems durch die Jacobi-Hamiltonsche Me- 
thode vollstindig integriert. Damit wurde mir aber auch sofort von vorn- 
herein klar, daB man zur allgemeinen Lésung derjenigen Hilbertschen 
Aufgabe, auf deren Erledigung sich der Unabhiingigkeitssatz griindett), 
miisse kommen kénnen, sobald man nur die allgemeine Cauchysche 
Methode++) an Stelle jener speziellen Methode zur Integration der par- 
tiellen Differentialgleichung des Problems benutzt, und die Durchfiihrung 
dieses Gedankens zeigte, daB die so erhaltene Liésung in der Tat alle 
méglichen Lésungen jener Aufgabe umfaBt, ja sogar allgemeiner ist als 


*) Etwas veriinderter Abdruck aus den Leipziger Berichten vom 1. Mai 1905. 
**) Diese Annalen, Bd. 58, p. 235—248. 
***) Vergl. Bolza, Lectures on the calculus of variations, Chicago 1904, p. 91, 
60, 82. Die Wberschrift es § 8 in meiner ersten Note ist hiernach nicht richtig ge- 
wihlt und miifte vielmehr etwa so lauten: ,,Loslésung des Hilbertschen Unab- 
hiingigkeitssatzes von der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung“. 
+) Ich habe friiher die Lisung dieser Aufgabe geradezu als identisch mit dem 
Unabhingigkeitssatze selbst betrachtet, weil dieser unmittelbar aus ihr folgt. Es ist 
aber doch klarer und auch richtiger, beides auseinanderzuhalten. 
+t) Vergl. diese Annalen, Bd. 3, p. 447/8. 
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der Unabhingigkeitssatz selbst. Diese Resultate sollen unabhiingig von d 
den friiheren, und ohne die Cauchysche Methode als bekannt voraus- 
zusetzen, im folgenden entwickelt werden. ( 
h 
1. 
5 d 


Der Zusammenhang des Problems der Variationsrechnung mit dem 
Probleme von Hilbert. 


Wie friiher handelt es sich auch jetzt wieder um das Problem der I 
Variationsrechnung: 1 
I. Unter allen Funktionen y,, ---, y, von x, die r <n gegebenen, nach i 
r von den Differentialquotienten y,',---, y,' auflisbaren Differentialglei- 
chungen erster Ordnung: ( 
(1) f,(@, Yr °° > Yas %; a Yn) = 0, 


(9 = 1, 2, ---, r) 


geniigen, in den beiden gegebenen Grenzen x, und x, > 4%, feste Werte be- 
sitzen, und zwischen diesen Grenzen stetig bleiben, diejenigen zu finden, fiir 
welche das vorgelegte Integral: 


St@ Yir°**s Yas W'5 ie Yn ax 


einen griBten oder kleinsten Wert erreicht. 
Dieses Problem wird gelést durch die +r Differentialgleichungen: 


" d @2 _ AR — 
(2) da By ~ By,’ f= 9, 
in denen 
(3) Q=ft+ Deaf, 
1 


ist, und méglich und bestimmt kann es nur dann sein, wenn die n+r 


Gleichungen: 


anflésbar sind nach den » + 7 Unbekannten: 


, , 
Y>°**s Und Ay, a i,.- 


Es seien: 
(5) (% = Dy (Ly Yay °**y Yur ry °° *y Un)y 
A, oes “,(2, Yio 9 Yano M19 °° *) U,) 
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diese Auflésungen, und durch ihre Substitution werde: 


i ST y/ 82 
(6) > vi By? — 2 AG hs ++ Yor Oy, ++) Oy) 
1 t 
Mit dieser Gleichung geniigen dann die Werte (5) zugleich auch identisch 
den Gleichungen: 
aI ee, 

¥ e a" : 6 Y; ey; 
Die Einfiihrung der Variabeln v an Stelle der Differentialquotienten y’ 
und der Multiplikatoren 4 verwandelt daher die Differentialgleichungen (2) 
in die 2” kanonischen Differentialgleichungen: 

dy, 0H 4», oH 


imme whic seat — —— =~ 
(7) da tv,’ dae Oy, 


Aus jedem System Lésungen: 


ts y,(2), A, ass 4, («) 
der Differentialgleichungen (2) erhalt man hiernach, indem man dasselbe 
in die Gleichungen: 


v, = = 


substituiert, ein entsprechendes System Lésungen 


Y= Y(2), 0; = 0,(a) 
der Differentialgleichungen (7), und umgekehrt liefert jedes System Lé- 
sungen dieser letzteren Differentialgleichungen, wenn man es in die r 
letzten Gleichungen (5) einsetzt, wieder ein System Lésungen der Diffe- 
rentialgleichungen (2), welches fiir die betreffenden Lésungen der Differen- 
tialgleichungen (7) zugleich den Gleichungen (5) identisch geniigt. 

Dies vorausgeschickt, zeige ich durch KinschlieBung in | | an, daB 

statt: 

Yrs °° *y Yar Any oy Ay 
geschrieben werden soll: 


, Pry ty Pay May ty Ur» 
definiere also: 


(3') 2) =\f) + Se we ify! 
1 
und allgemein: 
| fo | =f, (2, Yi» °° *s Yn» Pry» Pn)» 


und will nun den Zusammenhang untersuchen, in welchem das Problem I 
zu der folgenden Hilbertschen Aufgabe steht: 
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Il. Die Variabeln p,, «++, Py, Hy, ***, &, als Funktionen von x, y,, +++, y, 
so zu bestimmen, daB der Ausdruck: 
Sy ..- a|2 
(8) Q\ + Sy’ — pv) ap,” 

1 v 

in welchem y,,---, y, als unbestimmte Funktionen von x zu betrachten sind, 
ein vollstindiger Differentialquotient wird, und zugleich den r Bedingungen: 
(1’) Ify| = 0 
identisch geniigt werde. 

Ist (8) ein vollstiindiger Differentialquotient, so existiert eine Funk- 
tion V von 2%, ¥,-°**, Yq, fiir welche: 


~. a, 0|Q2|}_aV 
(9) Q\ + D>) (w —p) Gp, = de 
1 i 


wird, und die man aus diesem Ansatz durch eine bloBe Quadratur findet. 
Die Forderung (9) aber zerfillt in die 1 + m identisch zu erfiillenden 
Bedingungen: 


9/2) av 
(10) Q —>'p,° - hee 
1 





Op, 
@\2\_ av 
<5) =k 


Verbunden mit den r Bedingungsgleichungen (1°) bestimmen nun die 
n Gleichungen (11) 


. Pir ***> Day Ur °° *s Uy 
als Funktionen von: 
Pe, ae 
»>J1? > n? oy,’ ] oy,’ 


und zwar ergeben sie der Bedeutung der Gleichungen (5) zufolge: 
[m2 (Bais 9 SEs BF) 
i i >In? 9 vy, ? ? oy, ? 
OV aV 
“= te ( Mary Yar By 09 dy.) 

Nach der Definition (6) der Funktion H fihrt iiberdies die Substi- 
tution dieser Werte die Gleichung (10) iiber in die partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung zwischen V und den n+ 1 unabhingigen Va- 
riabeln 2, Y,,-*-) Yq: 


. av aV aV 
(12) Da + (2 thy Yas har’? dy,) — 9- 


Damit ist unmittelbar der Satz gewonnen: 
Ill. Aus jedem Funktionensystem p,, +++, Pay Uy, ***y Mp, welches die 
Aufgabe Il list, erhdlt man durch eine bloBe Quadratur eine solche Lisung V 


(5’) 











nii 


die 


(1 
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der partiellen Differentialgleichung (12), mit der jene Funktionen durch die 
Relationen (5) verbunden sind. Und umgekehrt liefert jede Lisung V dieser 
partiellen Differentialgleichung, substituiert in die Gleichungen (5’), ein System 
Lisungen des Problems Ul. 

Weiter hat der Ausdruck (8) die Form: 


2 Q| na 
| Q + Sov m {Sia B+ h Bey, - 
1 


Jedes System von Funktionen » und uw, das der Forderung (9) ge- 
niigt, muB daher die » + = -— —a Bedingungen identisch erfiillen: 
OB, __ 6B OB, OB, 
eo ay, = 0, ey, — 3y, = 0. 


Von diesen kann man wegen der letzten die n ersten ersetzen durch 


die folgenden »: 
oe a2 + Shes 473 a) =. 


_ alg 

B,= ap 

und, indem die partiellen Differentialquotienten der Funktionen p, sich 
von selbst wegheben: 


- _ a|Q| , wa. —. a aio 
ite Zia 32 22's Bt gi Sa 
1 
Infolge der weiter noch vorgeschriebenen Bedingungsgleichungen (1’) 
lassen sich daher die Integrabilitiitsbedingungen des Ausdrucks (8) so 
schreiben: 


@ a\2|, Wy. @ @|Q|_ a\Q\ 
OF) is te, + iy, tn, ~ by,’ 
1 


Es ist aber: 


@ a|Q|_ a aig 
(14) dy, Op, dy, Op,’ 


und durch Ausfiihrung der zweiten partiellen Differentiationen werden die 
n ersten von ihnen: 


sah + Sede a by, +3 Op, mm (Fe b+ Sho ie) 


6\fo| Oe Ou, a|Q| 
i 2p, (5" +> Pr agt) — Oy, | 


(13’) 






| 
} 
| 
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Verkniipft man andererseits die Funktionen y,,---, y,, 4,,---, 4, 
von x mit irgend einem System Lésungen des Problems II durch die 
n-+r Gleichungen: 

(15) % =p, und (16) Ag = Mes 


so liefert die Differentiation dieser Gleichungen zugleich: 


om 
~te 37 ey, Py 
Cu Ou 
aie dani eg . 
A, Cx +> ey, Pri 
1 


iiberdies gehen |Q und |f, wieder iiber in die urspriinglichen Funktionen 
Q und f,, und die Bedingungen (13°) werden daher: 


0? Q Ls ” ' 
suits + Dh wie ey, Yn + > ax ey, Bn + Shae —5y 


d. h. diese Bedingungen und die Bedingungen ( (1’) verwandeln sich in die 
Gleichungen: 

d @2 oe. s 

(2) dz by) — dy,’ fe — 


i 


So oft also in den Gleichungen (15) und (16) p,,---,p,, Uy,-**) U 
solche Funktionen von 2, y,,---, y, sind, welche die Bedingungen (1’) 
und (13) identisch erfiillen, sind zugleich diejenigen Funktionen y,, -- -, y,, 
Ay, °°, 4, Yon x, die man durch vollstiindige Integration der n Differen- 
tialgleichungen (15) und Substitution der Lésungen in die Gleichungen 
(16) erhalt, Lésungen mit » willkiirlichen Konstanten der Differential- 
gleichungen des Problems I. 

Aus Satz III folgt hiernach sofort weiter: 

IV. Jeder Lisung V der partiellen Differentialgleichung (12) gehirt 
ein System Lisungen y,, +++) Yn, 44,°**) 4, der Differentialgleichungen (2) 
mit n willkiirlichen Konstanten zu, in bezug auf welche die Lisungen 
Yi, °° *> Y, voneinander unabhiingig sind, und dieses System Lisungen erhilt 
man, indem man von den mit der betreffenden Lisung V gebildeten Glei- 
chungen (5') die n ersten, die ein System Differentialgleichungen erster Ord- 
nung zwischen y,,---, y, und x bilden, vollstindig integriert und thre Lé- 
sungen in die r letzten Gleichwngen (5') substituiert. 
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g 2. 


Ableitung eines gewissen Systems Losungen der Differentialglei- 
chungen (2) mit n willkiirlichen Konstanten aus den vollstindigen 
Loésungen dieser Gleichungen. 


Kehren wir nun aber zuriick zu den Differentialgleichungen (2) und 
zu ihrer kanonischen Form (7)! 


Es seien: 
(17) a 9; (2, Cy **') Con) u; = ¥,(4, Cy, **", Con) 
die mit Hilfe der Gleichungen: 
aQ 
= ey, 


aus irgend einem bekannten System vollstindiger Liésungen: 

(18) Yi = Pil, yy > *y Com)s Ay = O,(2, Cy, +++) Con) 

der Differentialgleichungen (2) erhaltenen vollstindigen Lésungen der 
Differentialgleichungen (7). 

Ist dann a@ eine neue willkiirliche Konstante oder auch nur irgend 
ein solcher bestimmter Wert von x, daB die 2m Gleichungen (17) auch 
fiir «=a noch auflésbar bleiben nach ihren 2m Integrationskonstanten 
Cy) °° *y , SO kann man an Stelle der letzteren die Anfangswerte: 

ae Nie p;(4, ae Con): b= ¥,(a, a . Con) 
der Variabeln y; und v, fiir «=a als neue willkiirliche Konstanten ein- 
fiihren und erhilt hierdurch ein neues vollstiindiges System Lésungen der 
Differentialgleichungen (7) von der Form: 


(19) i- ss yl, Gy, >**, Ay, b,, +++, b,), 
ly, = U;(%, A, +++, Ay b,, a b,) 
in welchem 

Y(G, A, +++, O,, b,, +++, b,) =a, 
b,. +++, b,) =), 


ist. Indem man dann weiter nach willkiirlicher Wahl der Funktion: 


U,(@, a, +++, 4 


n? 


A= A(a, a,, +++, a,) 
jedes: 
_ 0A 
a da, 


b 


setzt, entsteht aus diesem neuen vollstiindigen System von Lésungen selbst 
wieder ein neues System Liésungen der Differentialgleichungen (7): 


CA Q0A\_ _ 
a ui(2; Ay,***, Ay, éa,’ eee a.) =7(z, G,°° *y My), 
| GA ae 
—— v, (a, Ay,** +> Uy ba,’ is 3a,) = 0,(2z, My," "*y a,), 


(20) 
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das fiir «=a ergibt: 

oA 
Km SF, GY aes 
und diesem System entspricht das System Lésungen der Differential- 
gleichungen (2): 
(21) Y= Yil@, A, + ++, My); 4,= A,(«, y,- ++, Gy), 
dessen r letzte Gleichungen aus den + letzten Gleichungen (5) durch 
Substitution der Werte (20) hervorgehen. Seine » willkiirlichen Kon- 
stanten a,,---,@, sind die Anfangswerte der Lésungen y,,---, y, fiir 
x =a, und nach p. 337 geniigt es identisch den Gleichungen: 
(5”) y; = D(z, Yr snr rye D,), 
; ‘ A, =u, (2, Vist 's Yn» Oy,°°*, v,)- 
Infolge der Art, wie die Gleichungen (19) aus den Gleichungen (17) 
und diese wieder aus den Gleichungen (18) entstanden, erhilt man diese, 
im allgemeinen partikuliren Lésungen des Systems (2) aus seinen voll- 
stindigen Lésungen (18) direkt dadurch, dab man die letzteren in die 
Gleichungen einfiihrt: 

O27 CA 

(22) Pi, 9° +) Con) = 4, ley? bee 6a,’ 
und sodann mittels dieser 2” Gleichungen die 2» Integrationskonstanten 
€4,°**,¢, aus ihnen eliminiert. 


§ 3. 
Das erhaltene System Lésungen der Differentialgleichungen (2) 


entspricht im Sinne des Satzes IV einer bestimmten Lisung V der 
partiellen Differentialgleichung (12). 


Deutet man die Substitution der eben gewonnenen Lésungen (20) 
der Differentialgleichungen (7) durch einen oberen horizontalen Strich 
an und definiert V durch die Formel: 





’ — oH 
(23) V= Ala, a,,-+-, @,) +f (> a ai dz*) 


*) Das Integral in dieser Formel ist identisch mit dem, welches aus 


[2 dx oder [fax 
@ ‘a 
durch Substitution der Lésungen (21) entsteht, wihrend andrerseits das Folgende 


selbst zugleich auch die Cauchysche Integrationsmethode der partiellen Differential- 
gleichung (12) liefert. 











Po | 





l- 
ir 
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als Funktion von 2, a,,:--,@ 
tiation nach a,: 


oV_@A { {. @¢H 0H dy,)\ 
Ca, §=Ca 5 A > c55- ey, éa, | da. 


Nach (7) ist aber: 


so erhilt man durch partielle Differen- 


n? 





Ov, Da? Cy, Ox? 
also besitzt die Summe waiies dem Integralzeichen den Wert: 
n os Pe eA ma n “i ss 
>: { 6, sa oe 8 OO oe he, 2m. 
CxO Ox Oa Ox 0a, 
1 1 
Uberdies wird fiir «= a: 
Y, oe a Oa, 
und damit: 
x n 3 n i 3 
5 2% | — > (° Cy, __ OA 2) Se se Oy, OA 
h = kU _— > == h _-Zz 
| Pol "nda, Ca), Oa, " Oa, 6a,’ 
i 1 
es bleibt also nur: 
n 
. V 
(24) oF am hy, 2m. 
: Oa, 0a, 
1 
Dies festgesetzt, seien: 
(25) a,= a,(x, Wo" * "> Yn) = (a;) 
die Auflésungen der » ersten Gleichungen (20), also der » Gleichungen: 
(26) ¥= ¥(2, Ayy**', ay) 


nach ihren » willkiirlichen Konstanten a,,---,@,. Die Substitution 
dieser Auflésungen, die durch ( ) hervorgehoben werden soll, fiihrt die 


Funktion (23) iiber in die Funktion: 
(27) (V)= W(a, Ys **y Yn) 
Nun reduzieren sich die Gleichungen (26) fir «=a auf y,=a,, daher 
miissen auch ihre Auflésungen (25) fiir « = a ergeben: a,=y;. Nach (23) 
wird aber fiir « =a: 

V= A(a, a,,---+, a,). 
Die neve Funktion W besitzt also zunichst die Eigenschaft, fiir «=a 
den Wert anzunehmen: 

W= A(a, ¥,,°> +) Yn): 
Weiter folgt aus ihrer Entstehungsart: 


n 
wd => ( ad e (ay) 
oy, Ca) Cy,’ 
1 
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also nach (24): 
T-Bone 


Da aber die Gleichungen (25) die Auflésungen der Gleichungen (26) sind, 
so hat man: 
¥,= (9) 


7] oe aw é Y,\ © (ax) . 
OY; => (; hy) Oy; ? 
man erhalt also einfach: 


ow = 
(28) By; = (Bi): 


Aus der Definition (24) folgt endlich noch: 


und damit zugleich: 


av wO_0H = 
(29) a= 
Uberdies sind die Gleichungen (26) umgekehrt wieder die Auflésungen 
ihrer Auflésungen (25). Die Substitution der letzteren wird daher wieder 
aufgehoben durch die Substitution der Werte (26). Man hat daher nach (27): 


(27’) V= W, 
und nach (28): : 

feo" OW = 
(28°) . == U;- 


Andererseits ist daher auch: 


dV__ aw YOW ay 
aie +> OVn 


dz” 0a Oy, Ox’ 


oder nach (28’), und weil der obere Strich die Substitution der Lésungen (20) 


des Systems (7) anzeigt: 
ow . 0H 
eS +e, 


und hieraus folgt nach (29) und (28’): 


~ aw 5 Af 
+H=*% “ + H(2, § Yi9° °°» Vas ay,” an ow) =0. 


In dieser Identitét kann man aber die Substitutionen (26) durch die 
Substitution ihrer Auflésungen (25) wieder aufheben und erkennt auf diese 
Weise, daB V=W eine Lésung der partiellen Differentialgleichung ist: 
” av av av 

(12) Fa t (2, tas + Yas — 7.) = 0 


? OYn 








di 
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Beachtet man schlieBlich noch, daB die Gleichungen (5”), denen 
unsere Lésungen (21) der Differentialgleichungen (2) identisch geniigen, 
durch die Identititen (28) iibergehen in die Gleichungen: 
, = . ow ow 
Y; =p,(«, Yi>** 9 Un» oy? Oya)? 
tae ( a _ ow ow) 
@ gh Xs Yr * *o Yn» oy,’ ? dyn)? 
so kann man nunmehr den Satz aussprechen: 
V. Hat man die Differentialgleichungen (2) vollstindig integriert und 
eliminiert nun aus den gewonnenen vollstindigen Lisungen: 
a p;(*, is * 5 Con)s i= 0,(«, Cy *'y Cyn) 
die 2n Integrationskonstanten ¢,,-++,¢,, mit Hilfe der 2n Gleichungen: 
oo] _ 0A 
Oyj te=a 6a;’ 
in denen a eine neue willkiirliche Konstante oder auch ein passend gewdhlter 
bestimmter Wert von x ist, so erhilt man ein neues System Loésungen dieser 
Differentialgleichungen : 
Y;= i(@, a,,+++, A), i= A(x, Ayy>**, Gy), 
dessen n willkiirliche Konstanten a,,---, a, die Anfangswerte der Variabeln 
Y5°**)Y, fir x=a sind, und diese neuen Lisungen der Differential- 
gleichungen (2) gehdren einer bestimmten Lisung V= W der partiellen 
Differentialgleichung (12), und zwar einer Lisung, die fiir «=a den Wert 
W= A(a, Vir" **s Yn) 
annimmt, in solcher Weise zu, daB sie fiir V= W den n+r Gleichungen (5’) 
identisch geniigen. 


P(A, Cy, ++, Coq) = My 


g 4. 
Tragweite des Satzes V. 


Lassen wir im Vorhergehenden den Anfangswert a von x ganz will- 
kiirlich, so kénnen wir die Formel (23) auch nach a partiell differen- 
tiieren*) und erhalten dann auf demselben Wege, der zur Formel (24) 


fiihrte, zuniichst: 
n " ay a ay 
+ 250 — [ | 
a 1 1 « 


eV _ a4 0H = 
"te | az e cd 
1 x =a 


d.h, da fiir «=a: 


*) Die folgende Rechnung ist im wesentlichen dieselbe, die zu der zweiten 
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung des Problems I fiihrt. 
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“ _ 04 OH [eH 
= da,’ oy - (51 
wird: 


sl 
six 
W! a 
S| he 


+(e 0, ee Be BaP 


? Oa, 


} 0A On, 4 2h. 


' Ba, 2 + Da, e=a 


Nunmehr aber hat 7, die Form: 
I, = 9, (2, @, Ay°°', ,). 
Aus a,=[¥,]-=2 folgt daher durch partielle Differentiation nach a: 


Ca Ox Calr=a’ 


und demnach bleibt nur: 


avs “+ H(a, Oy, °°") Me, PA + e)+ SF, 
Andererseits erhailt man indirekt aus in Formel 
(27’) V=W 
durch partielle Differentiation nach a: 
wee+D 1aW On, 
Ga Ga Os y, Ca?’ 


oder nach (28’) 


ov. OW s OU 
al 1, 2, 
1 


und der Vergleich dieser beiden Werte von or liefert sofort die Formel: 


ow _ 
da 
Ist daher im besondern die von a freie Funktion: 

V=A(@, hy °* +> Yn) 
selbst eine Lisung der partiellen Differentialgleichung (12), so ergibt sich: 


(30) 


> _ 





4 + H(a, Ay," **y Uy ae #4) 


oa,’ "> Ban 


o - 0, 

oa : 

und damit zugleich, wenn man die Substitution der Lésungen (26) durch 
die Substitution ihrer Auflésungen (25) wieder aufhebt, 


ow 
oa 


d. h. es ist dann auch die aus (23) abgeleitete neue Lésung V= W der 


=0, 
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partiellen Differentialgleichung (12) frei von a. Sie erhalt aber flr 


z=a den Wert 
W= A(a, Yo** > Yn)> 


und fallt also, da jede von der willkiirlichen Konstante a freie Funktion 
F(a, 4, °° *) Y,) bereits unmittelbar gegeben ist durch ihren Wert 
F (a, ¥,,°-+*,Y,) fir «=a, tiberhaupt zusammen mit der Lésung 


V= A(@, 415° +) Yq): 
Um daher ein System Lésungen der Differentialgleichungen (2) zu er- 
halten, das fiir eine beliebig gegebene Liésung 


V= F(z, Yur sey Yn) 


der partiellen Differentialgleichung (12) den Gleichungen (5’) geniigt, 
braucht man nur im Satze V die Konstante a ganz willkirlich mu 
lassen und 

A(a, a,,+-+,4,) = F(@, a,,--+-,a,) 
zu nehmen. 

Nach Satz Il] hingt aber jedes System Lisungen p,,-- -, p,, 
u,-+:-+, 4, des Problems II mit einer Lésung V der partiellen Differential- 
gleichung (12) durch die Gleichungen (5’) zusammen, und nach Satz IV 
entspricht jeder solchen Lésung V ein System Lésungen y,, ---, y,, 
4,,°**, 4, der Differentialgleichungen (2), das den Gleichungen (5’) ge- 
niigt. Man sieht somit: 

VI. Nach vollstindiger Integration der Differentialgleichungen (2) ge- 
stattet Satz V iiberhaupt jedes System Lisungen dieser Differentialgleichungen 
zu erhalten, welches mit irgend einem System Lisungen des Problems IL 
in den Beziehungen steht: 

(«) =P, hm ny 

Und zwar ergibt sich zur gleichzeitigen Auffiadung solcher zusammen- 
gehériger Liésungen der Differentialgleichungen (2) und des Problems II 
aus dem Satze V und den Identitiiten (28) zuniichst unmittelbar die folgende 
Regel : 

Nachdem man der Vorschrift des Satzes V gemaéB aus den voll- 
stindigen Lésungen der Differentialgleichungen (2) das neue System 
Lésungen: 

(21) =H (L, a,°-+,4,., A= Ao (@, Q,+++, G,) 
dieser Gleichungen abgeleitet hat, substituiert man diese neuen Lésungen 
in die partiellen Differentialquotienten der Funktion Q nach den y, und 
eliminiert aus den so erhaltenen Werten 

62 


da; B,(@, Ay, +++, @) 








348 A. Maver. 


die » Konstanten a,,---,@, mittels der m ersten Gleichungen (21). Hat 
sicb hierdurch ergeben: 


OQ ad 
(B) Sy = (0;) = 0,(%, Yay- +) Yn)» 


so lést mau diese » Gleichungen zusammen mit den 7 gegebenen Be- 
dingungsgleichungen des Problems I: 


(1) f,=0 
nach den x +7 Unbekannten y,’,---, yn, 4,,:--,4, auf. Die Auflésungen («) 
dieser » + 7 Gleichungen bilden dann ein System Gleichungen, denen die 
Lésungen (21) identisch geniigen, und deren rechte Seiten zugleich Liésungen 
des Problems II sind. 

Die Berechnung der Werte der partiellen Differentialquotienten von 
Q ist jedoch nur ein unnétiger Umweg. 

Die Lésungen (21) geniigen niimlich einerseits den Gleichungen (1) 
und (6), andererseits aber selbstverstiindlich auch den Gleichungen: 
(7) y= a i= Ao 


Ox’ 





Mit den letzteren Gleichungen befriedigen sie daher zugleich diejenigen, 
die aus diesen Gleichungen entstehen, wenn man 4,,---, a, mit Hilfe 
der » ersten Gleichungen (21) eliminiert, also miissen die auf diese Weise 
erhaltenen Werte der y/ und 4, ausgedriickt in den Variabeln 2, y,,---, y,, 
notwendig zusammenfallen mit den Auflésungen («) der Gleichungen (1) 
und (6). 

Man erhilt demnach diejenigen Liésungen des Problems II, mit 
denen die Lésungen (21) der Differentialgleichungen (2) durch die 
Formeln («) verbunden sind, einfach dadurch, daB man in den aus (21) 
folgenden Gleichungen (y) fiir a,,---, a, die Auflésungen der » ersten 
Gleichungen (21) einsetzt. 


§ 5. 

Die Grenzen der Anwendbarkeit des Unabhingigkeitssatzes selbst. 

Die in meiner ersten Mitteilung gewonnenen besonderen zusammen- 
gehérigen Lésungen der Differentialgleichungen (2) und des Problems Il 
existieren ebenso wie die Jacobi-Hamiltonsche Lésung der partiellen 
Differentialgleichung (12) nur, solange das Problem I wirklich méglich 
und bestimmt ist, solange also die vollstindigen Liésungen 

= (2, Ga"*'s Cen) 

seiner Differentialgleichungen gerade 2” Integrationskonstanten in solcher 
Art enthalten, daS man diesen Lisungen fiir zwei gegebene Werte von x 
fest gegebene Werte vorschreiben kann. Satz V dagegen setzt nur voraus, 








wo 


a, !)6h| CU | i = 
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daB die n +r Gleichungen (4) auflésbar seien nach den » +7 Unbekannten 
Yrs *yYny Aqy***y 4), Oder daB das System Differentialgleichungen (2) 
wirklich von der Ordnung 2” sei, und er gilt unter dieser Voraussetzung 
auch dann noch, wenn die vollstiindigen Lésungen y,, ---, y, dieser 
Differentialgleichungen weniger als 2m willkiirliche Konstanten enthalten. 
Dies tritt im besonderen immer dann ein, wenn im Problem I die 
Funktion f ein vollstindiger Differentialquotient ist. Daraus folgt aber 
leider noch durchaus nicht, daB ein Hilbertscher Unabhéngigkeitssatz auch 
fiir das folgende Problem der Variationsrechnung existierte: 

VII. Unter allen stetigen Funktionen y,,---,y, von x, die r<m ge- 
gebenen, nach y,’,-+-,y, auflisbaren Differentialgleichungen erster Ordnung: 
f(z, Yrs ty my Yr'y***y Yn) = 9, 

(o=1, 2, +++, 9) 

geniigen, und von denen die n —1 letzten fiir zwei gegebene Werte x, und 
2, > % von x gegebene Werte besitzen, wiihrend von y, nur der Wert fiir 
x =i fest vorgeschrieben ist, diejenigen zu finden, denen ein grifter oder 
kleinster Wert dieser ersten Funktion fiir x = x, zugehért, 

was um so auffallender ist, als es bekanntlich doch auch in diesem Problem 
eine Funktion gibt, die vollstindig die Rolle der WeierstraBschen 
E-Funktion tibernimmt. 

Versteht man nimlich unter p,,---, Pa, M4,°**,U, irgend ein be- 
stimmtes System Lésungen des Problems II, so bewahrt fiir alle, nach 
den Bedingungen des Problems I zuliissigen Funktionen y,,---,y, von 2, 
welche den Ausdruck (8), oder, was wegen der Bedingungen (1’) dasselbe 


ist, den Ausdruck: 
| ia a|Q 
t+ wp) 
1 


im Integrationsintervall stetig erhalten, das Integral: 


es =i @|2| 
(31) =f {i+ Siov—my Spl ae 


unveriinderlich denselben Wert, da es ja nur abhiingt von den Grenzen 
4%, %, und den Werten jener Funktionen y,,---,y, an den beiden Grenzen 
und alle diese Grenzwerte fest gegeben sind, und dies Resultat erst ist 
der eigentliche Hilbertsche Unabhiingigkeitssate. 
Fiir ein solches System Lisungen: 

Y; _— y, i? A, — 4 
des Probiems I aber, welches den Gleichungen: 

Y= Diy A, = Uo 
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geniigt, erhialt dies Integral den Wert: 


I* = {Fax 
Setzt man daher: P 
. , 0\Q 
(32) E=f-|f\-Swi-p) Fe 
a" 


so kann man — immer die Stetigkeitsforderung als erfiillt vorausgesetzt — 
die Anderung 


Al=[ faa —{ Faz, 
welche das vorgelegte Integral 
I={ faa 


erfahrt, wenn es erst mit einem bestimmten System solcher Lésungen 
und dann mit irgend welchen anderen, den Bedingungen des Problems I 
geniigenden Funktionen y,,---, y, gebildet wird, so ausdriicken: 


(33) Al={ Edz. 

Das Problem VII dagegen, obgleich es seiner aiuBeren Form nach fiir 
f=y, mit dem Problem I zusammenfillt, unterscheidet sich doch dadurch 
ganz wesentlich von diesem, daB man bei ihm den Wert von y, fir 
x =x, nicht mehr fest vorschreiben kann, sondern vielmehr notwendig 
ganz willkiirlich lassen muB. Bezieht man daher, indem man f durch 
y,' ersetzt, das Integral (31) auf das Problem VII, so bleibt sein Wert 
nun nicht mehr fiir alle mit den Problembedingungen vertriiglichen 
Funktionen y,,---, y, von x unverinderlich, sondern wird abhiingig von 
dem Werte, den die erste dieser Funktionen fiir «=, annimmt, und 
die fundamentale Formel (33) ist daher auf das Problem VII gar nicht 


mehr anwendbar. 
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Zur Variationsrechnung.*) 
Von 


Davip Hizserr in Gottingen. 


Inhalt. Seite 
Notwendigkeit des Bestehens der Lagrangeschen Differentialgleichungen . 351—356 
Unabhiangigkeitssatz und Jacobi-Hamiltonsche Theorie des zugehdrigen 
Sutegeetiqmeproblems 2 www tt eee tO 356—361 
Ubertragung der Methode des unabhingigen Integrals auf Doppelintegrale 3862—365 
Minimum der Summe eines Doppelintegrals und eines einfachen Rand- 


es es ss kes he ke Ak bee ee ee 365—868 
Allgemeine Regel fiir die Behandlung von Variationsproblemen und Auf- 
stellung eines neuen Kriteriums .............6. 369—370 


Notwendigkeit des Bestehens der Lagrangeschen 
Differentialgleichungen. 


Die Frage nach der Notwendigkeit des Lagrangeschen Kriteriums 
d. h. des Bestehens der durch das Vreschwinden der ersten Variation be- 
dingten Differentialgleichungen ist insbesondere von A. Mayer**) und 
A. Kneser***) behandelt worden. Ich méchte hier einen strengen und 
zugleich sehr einfachen Weg angeben, der zu dem gewiinschten Nachweise 
fiir die Notwendigkeit des Lagrangeschen Kriteriums fiihrt. 

Der Kiirze halber nehme ich iiberall in der vorliegenden Mitteilung 
die gegebenen Funktionen und Differentialbeziehungen analytisch an, wo- 
durch zugleich der analytische Charakter der zur Verwendung kommenden 
Lésungen gewihrleistet ist. 

Wir wihlen ferner der angenehmeren Darstellung wegen — die All- 
gemeinheit der Methode wird dadurch nicht beeintrichtigt — den Fall 
dreier gesuchter Funktionen y(x), 2(x), s(w) der unabhingigen Verander- 


*) Im wesentlichen unveriindert abgedruckt aus den Gittizger Nachrichten 1905. 

**) Math. Ann., Bd. 26 und Leipziger Berichte 1895; in letzterer Note hat 

A. Mayer seine Begriindung der Lagrangeschen Differentialgleichungen auf das all- 
gemeinste Problem ausgedehnt. 

***) Lehrbuch der Variationsrechnung, Braunschweig .1900, § 56—§ 58; daselbst 

ist ebenfalls das Problem in voller Allgemeinheit in Angriff genommen worden. 
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lichen x; zwischen ihnen und ihren ersten nach x genommenen Ab- 
leitungen 


d , d ; d 2 
dz —y¥(), Is = 2'(2), i = s(x) 
seien zwei Bedingungen von der Form 
(1) fy, z, s, Y, 2, 8; x) — 0, 


gly’, Z’, s, Y, 4, 8; x) = 0 
vorgelegt. Alsdann kommt es darauf an, den folgenden Satz zu beweisen: 
Es mégen y(x), 2(x), s(x) drei besondere den Bedingungen (1) ge- 
niigende Funktionen von folgender Beschaffenheit bezeichnen: fiir alle 
zwischen «=a, und « =a, liegenden Werte von « falle 


of af 
loy’ 2’ 
Oy = az 


aus; wahlen wir irgend drei andere ebenfalls den Bedingungen (1) geniigende 
Funktionen Y(x), Z(x), S(x), fiir die 

¥(a,) = y(4,), 

Z(a,) = 2(a,), Z(a,) = 2(a,), 

S(a,) = s(a,), S(a,) = s(a,), 
gilt, so sei — vorausgesetzt, daB die Funktionen Y(x), Z(x), S(#) nebst 
ihren Ableitungen bez. von jenen besonderen Funktionen y(x), 2(x), s(x) 
und deren Ableitungen hinreichend wenig verschieden sind — stets 
(3) Y(a,) > y(42); 
ist diese Minimalforderung erfiilli, so gibt es notwendig zwei Funktionen 
A(x), w(x), die nicht beide identisch fiir alle x verschwinden, und die zusam- 
men mit den Funktionen y(x), 2(x), s(x) die aus dem Nullsetzen der ersten 
Variation des Integrals 

a 
Si af(y’ Z, 8, Yy; a; 8} a) + ugly’; #, $s, Y; &, 83 2) } dz 


gq 


entspringenden Lagrangeschen Differentialgleichungen 








d O(4f+ug)  oaf+ug) 

) ce ae, 
d @af+ug) adaaf+ug) 

oO je At —o, 
d @(4f+ug) aaf+ug) 

(6) dz os oe as = 0 
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Um den Nachweis dieses Satzes zu fiihren, nehmen wir irgend zwei 
bestimmte Funktionen 6,(x), 6,(x), die fir «=a, und x =a, verschwin- 
den, und setzen in (1) an Stelle von y, z, s bez. 
= Y(a, &, &), 
Z=Z(x, &, &), 
S = s(x) + &6, (a) + &6,(2) 
ein, WO é,, é zwei Parameter bedeuten. Die so entstehenden Gleichungen: 
{(Y’, 2’, 8’, Y, Z, 8; 2) = 
W(X’, Z’, S’, Y, Z, S; 2) =0 
fassen wir als ein System von zwei Differentialgleichungen zur Bestim- 
mung der zwei Funktionen Y, Z auf. Wie die Theorie der Differential- 
gleichungen lehrt*), gibt es wegen der Voraussetzung (2) fiir gentigend 
kleine Werte von ¢,, ¢, gewiB ein System zweier jene Gleichungen iden- 
tisch in 2, &, & erfiillenden Funktionen 
Y(#, &, &) und Z(x, &, &), 
die fiir «, = 0, & =O bez. in y(x), 2(@) tibergehen und ferner fiir x = a, 
bei beliebigen ¢,, & bez. die Werte y(a,), 2(a,) annehmen. 

Da wegen unserer Minimumsforderung (3) Y(a,, ¢,, &) als Funktion 
von &, & gewiB fir «,=—0, «=O ein Minimum haben mu8, wihrend 
zwischen ¢,, & die Gleichung 

Z (dg, &, &) = 2(y) 
besteht, so lehrt die Theorie des relativen Minimums einer Funktion 


zweier Verinderlicher, daB es notwendig zwei Konstante /, m geben mub, 
die nicht beide Null sind, und fiir welche 


[* Y(a,, &, i f MZ (dg, & | — 0, 


(7) 





(8) 





[“ Fact mtn “|= 0 


wird, wobei jedesmal der Index 0 bedeutet, daB beide Parameter ¢,, & 
Null zu setzen sind. 

Wir bestimmen nunmehr, was wegen (2) gewiB méglich ist, zwei 
Funktionen A(x), w(x) der Veranderlichen x, die den beiden fiir sie 
linearen homogenen Differentialgleichungen (4), (5) geniigen und fiir die 
an der Stelle z =a, die Randbedingungen 


[eet ee wi, 
oy =a, 
9 
®) (eertvo) 
oe =, 


*) Vgl. E. Picard, Traité d’Analyse, t. I, ch. VIII. 
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gelten. Da /, m nicht beide Null sind, so verschwinden auch die beiden 

so bestimmten Funktionen A(x”), w(x) gewiB ebenfalls nicht identisch. 
Durch Differentiation der Gleichungen (7) nach ¢,, ¢, und nachheriges 

Nullsetzen dieser beiden Parameter erhalten wir die ee 





ae ber oe x + (ee xh + i f+ “5 Ti + 3s a ies 
aa tLe * Loney ra ate oi 58 +4 5,=9, 
oe an tls sa 18 0a deathen 2 0, 
12 s+ on an 33+ [5139 +6 05 £2 +o, of on, 


wobei wiederum aati der Index 0 bedeutet, daB beide Parameter ¢,, «, 
Null zu setzen sind. Von diesen Gleichungen werden einerseits die erste 


und zweite bez. mit 4, w multipliziert, die entstehenden Gleichungen addiert | 


und dann zwischen den Grenzen x= a,, «=a, integriert; andererseits 
werden die dritte und die vierte Gleichung bez. mit 4, u multipliziert und 
die entstehenden Gleichungen addiert und dann zwischen den Grenzen 
“=a, und # =a, integriert. Dadurch erhalten wir 


f (2eeeo 2a" aar+us @ a2 Aart way pal 


oy 08, oe, C8, 
o + 20ttea aZ 20r+eo) 6, main ™ 
Oe rez 4 20 oi ee” o,} dx = 0 


(10) 


a, 
d(f+ug)reY Odf+ug) fey Odf+ug) fez 
/ oy t+ a. 2,),+ OF [oak 


4 a C2) 4 arte cor tee) 6, + a 6,} de = 6. 


z 


a 


Nun haben wir einerseits wegen der coumaies iieseies 


Y(a,, &, &) = y(@,), Z(a,, &, &) = 2(a,) 
und daher fiir die Stelle x = a, 


oY 0Z 

la7° [eh 

oY) _ 0Z 

ah . Oe. & 
andererseits entnehmen wir aus den Gleichungen (8) und (9) fiir die 
Stelle « =a, 


= 0; 


saftea(2Y) 4 Pfu 22) _ 
oy 08, Oz 08, ’ 


OAf+ug)feY) , @af+ug) (eZ 
arsenal + epee (sel 0 


dy 08 





oo me 


a o-oo 
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Mit Riicksicht hierauf folgen aus (10) und vermége (4), (5) mittels der 
Formel fiir die Integration eines Produktes (partieller Integration) die 
28 Gleichungen: 


Zur Variationsrechnung. 





n 


dy 
a(a , O(a 


Setzen wir zur Abkiirzung 


ame) — EMEA 4 SG oa, 

e 

it so kénnen wir das eben erhaltene Resultat wie folgt aussprechen: Fiir 
8 irgend zwei in © =a, und x=a, verschwindende Funktionen 6,, 6, gibt 
d es stets ein nicht identisch verschwindendes Lisungssystem i, u der Differen- 
D tialgleichungen (4), (5), so daB 


(Au, 6,)=0 und (Au, 6,)=0 

ausfallt 

Nehmen wir nun an, es gabe fiir dieses Lésungssystem 4, mw eine 
Funktion 6,, so daB die Ungleichung 
(11) (Aw, 03) 0 
stattfindet, so bilden wir irgend ein nicht identisch verschwindendes 
Liésungssystem 4’, uw’ der Differentialgleichungen (4), (5), so dab 
(12) (a'w', 6,) = 0 
ausfallt. Nehmen wir wiederum an, es gabe eine Funktion o,, fiir die 
die Ungleichung 
(13) (A'u', 6) +0 
stattfindet, so kénnen wir unser voriges Resultat auf die Funktionen 6,, 6, 
anwenden und erkennen daraus die Existenz eines Lésungssystemes 4”, uw” 
von (4), (5), derart daB die Se alle 


(14) (4"u", 63) = 
(15) (2" u", 6.) = 
, stattfinden. Da A,u; a’,u’; 2”, u' bt eines Systems zweier homogener 


linearer Differentialgleichungen erster Ordnung sind, so miissen zwischen 
ihnen zwei homogene lineare Relationen von der Gestalt 


aA+a’iu+a’"i’ =0, 
au + au 4p a’ ame 0 
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bestehen, wo a, a’, a” Konstante bedeuten, die nicht simtlich Null sind. 
Aus (11), (12), (14) wiirde dann aber notwendig a= 0 und sodann aus 
(13), (15) a’ =0 folgen, was nicht méglich ist, da ja nunmehr a” + 0 
ist und das Lésungssystem 2”, uw” nicht identisch in x verschwindet. 

Unsere Annahmen sind daher unzutreffend und wir schlieBen daraus, 
da8 entweder A, u oder 2’, u’ ein solches System von Lisungen von (4), (5) 
ist, daB die betreffende Integralbeziehung . 


(Au, 6)=0 bez (du, o)=0 


fiir jede Funktion 6 gilt. Die Anwendung der Produktintegration (partiellen 
Integration) auf diese Beziehung zeigt dann, daB fiir das Liésungssystem 
A, wu bez. 2’, uw’ notwendig die Gleichung (6) gelten muB, und damit ist 
der gewiinschte Nachweis vollstaindig erbracht. 


Unabhingigkeitssatz und Jacobi-Hamiltonsche Theorie des zu- 
gehérigen Integrationsproblems. 


In meinem Vortrage*) ,,.Mathematische Probleme“ habe ich zur Auf- 
stellung der weiteren notwendigen und hinreichenden Kriterien in der 
Variationsrechnung folgende Methode angegeben: 

Es handle sich um das einfachste Problem der Variationsrechnung, 
nimlich das Problem, eine Funktion y der Verinderlichen x derart zu 
finden, daB das Integral 


b 
, f d 
T= [Fy x) dx, [y= 52] 


einen Minimalwert erhalt im Vergleich zu denjenigen Werten, die das 

Integral annimmt, wenn wir statt y(~) andere Funktionen von x mit den 

nimlichen gegebenen Anfangs- und Endwerten in das Integral einsetzen. 
Wir betrachten nun das Integral 


6 
sai =f (F+ (y'—p)F,} da 
— OF (p, yi 2) 
[F = F(p, 9; 2), sn oe 
und wir fragen, wie darin p als Funktion von z, y zu nehmen ist, damit 


der Wert dieses Integrals J* von dem Integrationswege in der xy-Ebene, 
d. h. von der Wahl der Funktion y der Variabeln x unabhingig wird. 





*) Gehalten auf dem Internationalen Mathematiker-KongreB zu Paris 1900. 
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Die Antwort ist: man nehme irgend eine einparametrige Schar von 
Integralkurven der Lagrangeschen Differentialgleichung 


) d oF 
oy oF ° 
Yr — jy ~% [F=FUiy; 2) | 


) und bestimme in jedem Punkte 2, y den Wert der Ableitung y’ der durch 
diesen Punkt gehenden Kurve der Schar. Der Wert dieser Ableitung y’ 
ist eine Funktion p(x, y) von der verlangten Beschaffenheit. 

Aus diesem ,,Unabhiingigkeitssatze“ folgen nicht nur unmittelbar die 


1 bekannten Kriterien fiir das Eintreten des Minimums, sondern auch alle 
A wesentlichen Tatsachen der Jacobi-Hamiltonschen Theorie des zugehérigen 
Integrationsproblems. 


Fiir den Fall mehrerer Funktionen hat A. Mayer*) den entsprechen- 
den Satz durch Rechnung bewiesen und seinen Zusammenhang mit der 
Jacobi-Hamiltonschen Theorie dargelegt. Im folgenden méchte ich zeigen, 
daB der Unabhingigkeitssatz noch einer allgemeineren Fassung fahig ist 
und auch ohne Aufwand von Rechnung, durch Zuriickfiihrung auf den 
soeben angegebenen und in meinem Vortrag erledigten Spezialfall sehr 
einfach bewiesen werden kann. cl 

Der leichteren FaBlichkeit wegen lege ich nur zwei Funktionen y(z), 
z(a) zugrunde; das Variationsproblem bestehe darin, diese so zu wihlen, 
daB das Integral 


b 
, , , d , d 
j= PW,:, Y, 25 a)dx, ly — oo od — 4] 
einen Minimalwert erhilt im Vergleich zu denjenigen Werten, die das In- 
tegral annimmt, wenn wir statt y(x),z(#) andere Funktionen von x mit 
den namlichen gegebenen Anfangs- und Endwerten einsetzen. 
' Wir betrachten nun das Integral 


Jt=[\F + —p)F,+ @-@F,\ de 


OF (P, 9, Y, 23 2) OF (p, 9, ¥,25 @ 
[F=F(p,Gy, 452), Fy— Fees, poh nansia 


und fragen, wie darin p, q als Funktionen von x, y, 2 2u nehmen sind, da- 
mit der Wert dieses Integrals J* von dem Integrationswege im xyz-Raume, 
d. h. von der Wahl der Funktionen y(x), 2(a) unabhingig wird. 

Um diese Frage zu beantworten, wihlen wir im xyz-Raume eine be- 
liebige Flache TJ (x,y,z) =O und denken uns auf derselben die Funk- 





*) Math. Ann., Bd. 58. 
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tionen p,q derart bestimmt, daB das Integral J*, wenn wir dasselbe zwi- 
schen zwei Punkten der Flaiche 7 = 0 iiber irgend eine auf 7=0 ge- 
legene Kurve erstrecken, einen von der Wahl dieser Kurve unabhiingigen 
Wert erhilt. Alsdann konstruieren wir durch jeden Punkt P der Flache 
T = 0 diejenige im zyz-Raume gelegene Integralkurve der Lagrangeschen 
Gleichungen 

oF 





‘a7 oF _6 

dx oy? : 

B , [F= Fly’, 2’, y, 2; x), 
oF 

ax ~ 

02 _oF _9 

az a 


fiir welche in jenem Punkte P 
(16) y=p, #=4 
wird, so daB auf diese Weise eine zweiparametrige, ein raumliches Feld 
erfiillende Schar von Integralkurven entsteht. Wir denken uns nun fiir 
jeden Punkt x, y, z dieses Feldes die hindurchgehende Integralkurve der 
Schar bestimmt. Die Werte der Ableitungen y’, 2’ in jenem Punkte x, y, z 
sind dann Funktionen p(a, y, 2), q(«, y, 2) von der verlangten Beschaffenheit. 

Um diese Behauptung zu beweisen, verbinden wir einen bestimmten 
Punkt A der Fliche 7=0O mit einem beliebigen Punkte Q des rium- 
lichen Feldes mittels eines Weges w; durch jeden Punkt dieses Weges w 
denken wir uns die Integralkurve unserer zweiparametrigen Schar gelegt: 
die so entstehende einparametrige Schar von Integralkurven werde durch 
die Gleichungen 
(17) y= ¥(4, @), 

z= 4(x, «) 


dargestellt. Diejenigen Punkte der Fliche 70, von denen diese In- 

tegralkurven (17) ausgehen, bilden ihrerseits auf der Fliche 7 = 0 einen 

Weg wr, der vom Punkte A bis zu demjenigen Punkte P auf 7 =0 

fiihrt, von dem die durch @Q laufende Integralkurve der Schar ausgeht. 

: Durch die einparametrige Kurvenschar (17) wird eine Fliiche er- 
zeugt, deren Gleichung 


(18) & = f (2, y) 


man erhilt, wenn man aus den zwei Gleichungen (17) den Parameter « 
eliminiert. 

Fiihren wir nun in F' an Stelle von ¢ die Funktion f(z, y) ein und 
setzen 


0 Of . . , 
F(y, se + soy, ure 9); 2) = (y,y;2), 








so i 


und 
(19) 


gew 
(20) 
kur 
Ver 
der 
hin, 
(21. 


eine 


wir 


und 


mit 


seil 
auf 
ety 
aus 
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so ist fiir jede auf der Fliche (18) gelegene Kurve 


b b 
SPY 4,4 5 ade = [Oy,y, ade, 
a a 


und folglich verschwindet in der xy-Ebene fiir jede Kurve der Schar 


(19) = v(a, @) 
gewiB auch die erste Variation des Integrals 


b 
(20) foy,y ada, 


d. h. die Kurvenschar (19) in der xy-Ebene ist eine Schar von Integral- 
kurven derjenigen Lagrangeschen Differentialgleichungen, die durch das 
Verschwinden der ersten Variation des Integrals (20) bedingt wird. Aus 
der Giiltigkeit des Unabhingigkeitssatzes fiir eine Funktion y folgt mit- 
hin, daB das Integral 


(21) [lot (y’—p)®,\dxz, [© = O(p,y; x)] 


a 


einen von der Wahl der Funktion y unabhingigen Wert besitzt. 
Wegen 


=r 
le: dat by ‘ 
of of 


I~ Ga by 
wird aber 
Of ps , 
ener -s 
und folglich haben wir 


©(p, y; 2) + (y'—p)®, = F(p, ay, #5 2) + (y¥ —v)(F, + F, st) 


= F(p, 4, y, 2; 2) + (y —p) FF, + ¢ —@F,. 


Die eben bewiesene Unabhingigkeit des Integrals (21) bringt es also 
mit sich, daB auch unser urspriingliches Integral 


Jt = {(F + (¥—p)F,+ (¢—9)F,\de 


seinen Wert beibehilt, wenn wir als Integrationsweg statt w einen anderen 
auf der Flache (18) gelegenen, von A nach Q fihrenden Weg, nimlich 
etwa denjenigen Weg wihlen, der sich aus dem Wege wy und der von P 
ausgehenden nach @ laufenden Integralkurve der Schar (17) zusammen- 
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setzt. Diese Tatsache laBt sich, wenn wir noch beriicksichtigen, da8 auf 
dem Wegstiicke P@ die Gleichungen (16) gelten, durch die Gleichung 
(22) f{(F+Q—»)F,+¢-OF,) de 


(w) 


@ 
= /(F+(y—p) F,+¢-@F,)de+ [Fax 
(we 7) P 
ausdriicken. — 

Bezeichnen wir mit @ irgend einen anderen in unserem raumlichen 
pq-Felde von A nach Q fiihrenden Weg und mit #; den entsprechenden 
von A nach P fiihrenden Weg auf der Fliche 7=0, so folgt durch 
die nimlichen Uberlegungen auch die Gleichung 


(23) f{F+W—p)F,+ @—) Fae 
(w) . Ny 
= {(F+(W—p)F,+(¢-@F,\de+f Fax 
(wz) P 
und da die ersten Integrale auf den rechten Seiten von (22) und (23) 
unserer Annahme zufolge, weil wy und @; auf 7 =O verlaufen, gleiche 
Werte haben, so folgt, daB auch die links stehenden Integrale in (22) 
und (23) einander gleich sind, womit unser Unabhingigkeitssatz be- 
wiesen ist. 
Die einfachste Art, auf der Fliche 7 = 0 die Funktionen p,q unserer 
Forderung gemaiB zu wihlen, besteht darin, sie aus den Gleichungen 





01 cy T 
(24) F—pF,—4F,:F,: P= G:F: S 
zu bestimmen; alsdann verschwindet fiir jeden auf 7’=0 verlaufenden 
Weg der Integrand des Integrals J* und dieses Integral hat daher auf 
T =0 den vom Wege unabhiingigen Wert Null. 

Insbesondere kann man die Fliche 7=—0O durch einen Punkt er- 
setzen; dann bilden die saimtlichen durch diesen Punkt laufenden Integral- 
kurven der Lagrangeschen Differentialgleichungen eine zweiparametrige 
Kurvenschar, die man zur Konstruktion des riumlichen pq-Feldes zu ver- 
wenden hat. 

Da das Integral J* vom Wege unabhiingig wird, so stellt dasselbe 
bei variabler oberer Grenze eine Ortsfunktion, d. h. eine Funktion des 
Endpunktes 2, y, ¢ im raumlichen pq-Felde dar; wir setzen 


2,y,2 


(25) I(«, y,2) =f (F + —p)F,+ ¢ —@) F,} de. 


Diese Funktion befriedigt offenbar die Gleichungen 
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as 


a2.” F —pF,—4aF,, 
i 

dy 

od 

os Fy 


Eliminieren wir hieraus die GréBen p, qg, so entsteht die ,Jacobi-Hamil- 
tonsche partielle Differentialgleichung“ erster Ordnung fiir die Funktion 
J(a,y, 2). Sind insbesondere bei der Konstruktion des raumlichen pq- 
Feldes die Werte von p, g auf 7 =O in der Weise bestimmt worden, daB 
der Integrand des Integrals J* verschwindet, d. h. daB (24) besteht, so ist 
J (a, y, 2) diejenige Lésung jener Jacobi-Hamiltonschen Differentialgleichung, 
die auf T = 0 verschwindet. 

Denken wir uns die Fliche 7 =O einer zweiparametrigen Flichen- 
schar angehérig und bezeichnen mit a, 6 die Parameter dieser Schar, so 
werden auch die Funktionen p,q des ramlichen Feldes und mithin auch 
die Funktion J(a, y, 2) von diesen Parametern abhiingig. Die Differen- 
tiation der Gleichung (25) nach diesen Parametern a, b liefert 


vy, 
oJ : oF : oF 
oF fly —») G2+@—@ Fah ae, 
A 


2, Y,2 
ad . oF t oF 
- Fo fly—n Gr+@-0 FH) ae, 
A 
und da offenbar die Integranden der Integrale rechter Hand wegen (16) 
beim Fortschreiten auf einer Integralkurve verschwinden, so stellen diese 
Integrale Funktionen von «, y, z dar, die auf jeder einzelnen Integralkurve 
denselben Wert annehmen, d. h. die Gleichungen 


od 
a =C, 
oa 
oJ 
74 


sind, wenn ¢, d ebenso wie a, b Integrationskonstanten bedeuten, nichts 
anderes als die Integrale der Lagrangeschen Differentialgleichungen. 

Diese Hinweise mdgen geniigen, um zu zeigen, wie unmittelbar die 
wesentlichen Siitze der Jacobi-Hamiltonschen Theorie aus dem Unab- 
hingigkeitssatze entspringen. 


Mathematische Annalen. LXII. 
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Ubertragung der Methode des unabhiingigen Integrals auf 
Doppelintegrale. 


Wenn es sich lediglich um die Frage nach den Bedingungen des 
Minimums eines Integrals handelt, so bedarf es nicht der angegebenen 
Konstruktion eines riumlichen pq-Feldes; es geniigt vielmehr eine ein- 
parametrige Schar von Integralkurven (17) der Lagrangeschen Gleichungen 
zu konstruieren, derart, daS die durch sie erzeugte Fliche die variierte 
Kurve w enthilt. Die Anwendung des Unabhingigkeitssatzes fiir eine 
Funktion in der vorhin dargelegten Weise fiihrt alsdann zum Ziel. 

Diese Bemerkung ist von Nutzen, wenn man die Methode des un- 
abhiingigen Integrals auf das Problem iibertragen will, das Minimum eines 
Doppelintegrals zu finden, welches mehrere unbekannte Funktionen 
mehrerer unabhingiger Verinderlicher enthiilt. 

Um ein solches Problem zu behandeln, bezeichnen wir mit z, ¢ zwei 
Funktionen der zwei Veriinderlichen z, y und suchen diese Funktionen 
derart zu bestimmen, daf das iiber ein gegebenes Gebiet Q der xy-Ebene 
zu erstreckende Doppelintegral 

T= fF (eq; 2) tey ty, 5 2, y) de, 
($2) 
Cz Oz ot ot 
arrt yoy? = Ga? 4-55] 
einen Minimalwert erhilt im Vergleich zu denjenigen Werten, die das 
Integral annimmt, wenn wir statt z,¢ irgend welche andere Funktionen 
z,t einsetzen, die auf dem Rande S des Gebietes Q die nimlichen vor- 
geschriebenen Werte wie 2, ¢ besitzen. Die Lagrangeschen Gleichungen, 
wie sie durch das Verschwinden der ersten Variation geliefert werden, 
lauten in diesem Falle 
d @F , 4@F_@F 
dx cz ° dy ez, 08 ? 





d oF aq OF OF 
dz at, t ay ak at 


Nunmehr legen wir eine bestimmte Liésung z, ¢ der Lagrangeschen 
Gleichungen zugrunde, und 7,¢ sei ein irgendwie variiertes Funktionen- 
system, das ebenso wie z,¢ die Randbedingung erfiillt. Wir bestimmen 
dann eine solche Funktion S(a, y) der Variabeln 2, y, daB die Gleichung 
S(x,y) =0 die Randkurve von Q in der xy-Ebene darstellt, wiihrend 
S(x, y)=1 nur durch die Koordinaten eines einzigen Punktes innerhalb 


Q erfiillt wird; endlich soll die Gleichung S(a, y) = «, wenn « die Werte 
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zwischen 0 und 1 durchliuft, eine Schar von Kurven darstellen, die das 
Innere des Gebietes Q einfach und liickenlos ausfiillt. Sodann bestimmen 
wir diejenigen Funktionen 
£= (2, y, &), 
tmx (a, Y; «), 
die den Lagrangeschen Differentialgleichungen geniigen und auf der Kurve 
S(z,y)=« die daselbst durch das variierte Funktionensystem 7(z, y), 
(x,y) vorgeschriebenen Werte besitzen, so daB fiir « = 0 die Funktionen 
(26) in die zugrunde gelegte Lésung 2, ¢ iibergehen. Diese Funktionen 
(26) bilden dann offenbar eine einparametrige Schar von Liésungssystemen 
der Lagrangeschen Gleichungen, fiir welche die Gleichungen 

2(a, y) = ¥(a, y, Sia, y)), 

t (x, y) sc x(a, y, S(a, y)) 
identisch in 2, y erfiillt sind. 

Deuten wir in dem vierdimensionalen wzyzt-Raume die zugrunde 
gelegte Liésung z,¢ der Lagrangeschen Gleichungen und ebenso das be- 
liebig variierte Funktionensystem 7,¢ als eine zweidimensionale Fiche, 
so erzeugen in diesem «yzt-Raume die zweidimensionalen Integralflichen 
der einparametrigen Schar (26) einen dreidimensionalen Raum, dessen 
Gleichung sich durch Elimination von « aus (26) ergibt; die Gleichung 
dieses dreidimensionalen Raumes sei von der Gestalt 


t= f (a, Y; Z). 
Wir nehmen an, daB die einparametrige Schar (26) diesen dreidimensio- 
nalen Raum einfach und liickenlos ausfiillt. 
Fiihren wir in F an Stelle von ¢ die Funktion f(z, y,z) ein und 
setzen 


(26) 


F (2, @ rf sls ~ + 4 & 2, f (2, y, 2); 2, v) = O(z,, by, 23 2, Y), 


wWca ' C2 °2? Oy os? 
so haben wir nur ndétig, den von mir im genannten Vortrage bewiesenen 
Unabhingigkeitssatz fiir eine unbekannte Funktion und die daran an- 
kniipfende Uberlegung auf das Integral 
J ®(2,, 2, 2; %, y)do 
(52) 
anzuwenden, um zu erkennen, daB das Integral J unter der Voraussetzung 
einer positiven E-Funktion fiir das vorgelegte Funktionensystem <(z, y), 
t(z, y) wirklich einen Minimalwert annimmt. Das Eintreten des Minimums 
ist hiernach an folgende zwei Forderungen gebunden: 
1. Konstruierbarkeit der Schar (26). Diese Forderung ist gewiB er- 
fiillt, wenn die Lagrangeschen partiellen Differentialgleichungen stets 
24° 
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Systeme von Lésungen 2, ¢ besitzen, die auf einer jeden innerhalb Q ver- 
laufenden geschlossenen Kurve K irgendwie vorgeschriebene Werte be- 
‘sitzen, wihrend sie innerhalb K regulire Funktionen von 2, y sind. 

2. Einfache und liickenlose Uberdeckung des dreidimensionalen 
Raumes durch die Schar (26). Diese Forderung ist gewiB erfiillt, wenn 
jedes System von Lésungen z,¢ der Lagrangeschen Gleichungen durch 
seine Randwerte auf irgend einer beliebigen innerhalb Q verlaufenden ge- 
schlossenen Kurve K eindeutig bestimmt ist. 

Das Resultat kénnen wir kurz wie folgt zusammenfassen: 

Unser Kriterium fiir das Eintreten des Minimums verlangt, dap die 
Randwertaufgabe fiir die Lagrangeschen Difjerentialgleichungen beziiglich einer 
jeden innerhalb Q verlaufenden geschlossenen Kurve K bei beliebigen Rand- 
werten eindeutig lisbar ist. Unsere Betrachtung zeigt, daB dieses Krite- 
rium gewiB ein hinreichendes ist. 

Wenn insbesondere in dem zu behandelnden Problem die gegebene 
Funktion F' unter dem Integralzeichen nur vom zweiten Grade in z,, z,, 
t,, t,, 2, ¢ ausfallt, so werden die Lagrangeschen Differentialgleichungen 
linear in diesen GréBen, und in diesem Falle laéBt sich das zur Anwen- 
dung unseres Kriteriums erforderliche Randwertproblem vollstiindig mit 
Hilfe meiner Theorie der Integralgleichungen behandeln. 

Um die in diesem Falle zur Anwendung kommende Uberlegung niher 
zu entwickeln, bilden wir dasjenige homogene liveare Differentialglei- 
chungssystem, welches aus den Lagrangeschen Gleichungen durch Fort- 
lassen der von 2, ¢ freien Glieder entsteht; wir wollen dieses Gleichungs- 
system als die ,Jacobischen Gleichungen“ bezeichnen. Zuniichst ist un- 
mittelbar ersichtlich, daB die Randwertaufgabe fiir eine Kurve K nur 
dann mehrere Lisungssysteme zuliBt, wenn die Jacobischen Gleichungen 
ein System von Lisungen 2, ¢ besitzen, die auf einer Kurve K, nicht aber 
iiberall innerhalb des von K begrenzten Gebietes Null sind. Nun zeigt 
die Theorie der Integralgleichungen, daB® der letztere Fall zugleich der 
einzige ist, in dem die Randwertaufgabe fiir die Kurve K bei gewissen 
vorgeschriebenen Randwerten nicht lésbar wird. 

Unser Kriterium fiir das Eintreten des Minimums liuft also in dem 
Falle eines quadratischen F auf die Forderung hinaus, dap die Jacobi- 
schen Gleichungen auBer Null kein System von Lisungen z, t zulassen, die 
auf dem Rande S oder auf einer innerhalb von 2 verlaufenden, geschlossenen 
Kurve Null sind. (Das Erfiilltsein des Kriteriums ist in diesem Falle 
auch notwendig.) 

Im allgemeinen Falle, wenn die gegebene Funktion F’ unter dem 
Integralzeichen nicht speziell quadratisch, sondern beliebig von den zu 
bestimmenden Funktionen z, ¢ und deren Ableitungen abhiingt, haben 

















Zur Variationsrechnung. 365 
wir das eben ausgesprochene Kriterium auf die zweite Variation des 
Integrals J anzuwenden und gelangen so zu einem Kriterium, welches 
dem bekannten Jacobischen Kriterium im Falle einer unabhiingigen Ver- 
anderlichen oder einer zu bestimmenden Funktion mehrerer unabhiingiger 
Veriinderlicher genau analog ist und daher hier kurz als Jacobisches 
Kriterium bezeichnet werden mége. 


Minimum der Summe eines Doppelintegrals und eines einfachen 
Randintegrals. 


Wir behandeln endlich das Problem, die Funktion z der Verinder- 
lichen x, y derart zu bestimmen, da ein iiber ein gegebenes Gebiet 2 
der xy-Ebene zu erstreckendes Doppelintegral, vermehrt um ein tiber 
einen Teil S, des Randes von 2 zu erstreckendes Integral, niimlich die 
Integralsumme 


°; 


J —{F(., £y, 23 2, y) de +f f (z,, 2; 8) ds 
(2) ) 


(S; 
Oz Gz dz 
[= da? “vy By? - a] 

einen Minimalwert erhilt, wihrend z auf dem iibrigen Teile S, des 
Randes vorgeschriebene Werte haben soll; dabei sind F, f gegebene 
Funktionen ihrer Argumente und s bedeutet die von einem festen Punkte 
an in positivem Umlauf gerechnete Bogenlinge der Randkurve S von &. 
Das Verschwinden der ersten Variation verlangt, daB die gesuchte 


Funktion z als Funktion von z, y im Innern von Q die partielle 
Differentialgleichung 


(27) d oF d oF oF 


da 02, ' dy Oty 02 
erfiillen mu8, wahrend auf dem Rande S, die Differentialbeziehung 
(28) (3 dx (; dy ad of of at 


Day/s, ds \Oas)s, ds * de ds, 08 


zu gelten hat; dabei sind unter rad ’ cd die Ableitungen der Funktionen 
a(s), y(s) zu verstehen, die die Randkurve S, definieren. 


Wir betrachten nun die Integralsumme 
J* = [(F + @.—P) F, + %—-OF,)do tf (f+ G2) fal ds 
(£2) (1) 


[F=FO.G% 29), F- M=F 
f=f (a, 2; S), fa = 55 


F, 
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und wollen darin p, q als Funktionen von 2, y, ¢ und a als Funktion 
von s, 2 derart zu bestimmen suchen, daB der Wert dieser Integralsumme 
von der tiber 2 ausgebreiteten Fliche z= z(x,y) d.h. von der Wahl 
der Funktion ¢ unabhingig wird, wenn diese nur in S, die vorgeschrie- 
benen Randwerte hat. Die Integralsumme J* hat die Form 


{(4e,+ Bz,— C}da+ {{az,— b} ds, 
(Q) (S:) 
wo A, B, C Funktionen von x, y, z und a, b Funktionen von s, z dar- 
stellen. Diese Integralsumme ist, wie man leicht erkennt, in dem ver- 
langten Sinne von der Fliche z= z(z,y) unabhiingig, wenn innerhalb 
des sich auf das Gebiet Q projizierenden xyz-Raumes die Differential- 
gleichung 

0A , OB , aC 
(29) je + oy toe 9 
identisch in #, y, 2 und in der auf die Randkurve S, sich projizierenden 
s2z-Zylinderfliche die Differentialgleichung 


(30) (B)s, $= —(A)s, 44 + $2 4+ =O 


ds és Oz 


identisch in s, z erfiillt ist. Die beiden Gleichungen (29), (30) stellen, 
wenn wir fiir A, B, C, a,b ihre Werte 


A=F,, 
B=F,, 
a =f,, 
b = af, —f 


eintragen, partielle Differentialgleichungen fiir die Funktionen p,q, dar. 
Wir bestimmen nun eine einparametrige Schar von Funktionen 


(32) 2=(a,y,«), 


die den Lagrangeschen Gleichungen (27), (28) geniigen, und setzen auf 
dem Rande 


(33) ° z= ¥(2(s), y(s), «) = (8, «); 


wir nehmen an, daB diese einparametrige Schar das riiumliche Feld ein- 
deutig und liickenlos erfiillt. Sodann berechnen wir aus (32) a@ als 


Funktion von x, y, z und aus (33) @ als Funktion von s, ¢ und bilden 
die Ausdriicke 
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v(e, 90) — [22s] 


eves. 7 “| 


e= a(z,y,3." 
q(x, y,2)= 


a(S, 2) = a ‘0 


os a= a(s, 2) 


a=a(z,y,2)’ 





Die so entstehenden Funktionen p, q von x, y, 2 und a von s, z 
sind solche von der verlangten Eigenschaft. 

In der Tat, daB die Funktionen p, q der Gleichung (29) geniigen, 
folgt unter Beriicksichtigung der py: 


> + q oe = t+ p% 

leicht, wenn wir bedenken, daB (z, y, ov identisch fiir alle Werte x, y, « 
die Lagrangesche Gleichung erfiillen soll. Um auch das Bestehen von 
(30) nachzuweisen, setzen wir in die Lagrangesche Gleichung (28), die 
identisch in s, @ erfillt ist, 





4,=P)P, 
= ¢, 
%, = 2, 
ad? Ox On 
—=3- +2 a 
5 ds és Oz 


ein, dieselbe geht dann in die identisch fiir alle s, z geltende Gleichung 


, ; Ox On ef » Ae. 
(F1)s, i —C Ws. 9 +54 (j +235) +3505" a+ a5 — y= 0 


és Os 


iiber. Genau die naimliche Gleichung erhalten wir, wenn wir in Formel (30) 
die Ausdriicke (31) eintragen. Damit ist der Beweis des Unabhingigkeits- 
satzes fiir das vorliegende Problem erbracht. 
Aus dem Unabhingigkeitssatz folgt wie friiher: 
E(z,; fy P; q) = F(,, fy) — Pf Pp; q) pay (2, ~ 95 — (2,— q) F,> 0, 
E (2,, =) =f(@)—f@)—-@—)f,>9, 
so daB im vorliegenden Problem zwei WeierstraBsche E-Funktionen in 
Betracht kommen: eine fiir das Innere und eine fiir den Rand S,. 
Damit andererseits eine einparametrige Schar (32) existiere, die in 
verlangter Weise ein einfach und liickenlos iiberdecktes riiumliches Feld 
erzeugt, stellen wir die Forderung, daB jede Lisung z der Lagrangeschen 
Gleichungen (27), (28) durch ihre Randwerte auf irgend einem beliebigen 
innerhalb & verlaufenden, geschlossenen oder in S, beginnenden und endigenden 
Kurvenzuge K eindeutig bestimmt sei. Unsere Betrachtung zeigt dann, 
dap dieses Kriterium gewiB ein hinreichendes ist. 
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Wenn insbesondere in dem zu behandelnden Problem die gegebenen 
Funktionen JF’, f unter den Integralzeichen nur vom zweiten Grade in 
Zz, %, # bez. 2,, s ausfallen, so werden die Lagrangeschen Differen- 
tialgleichungen linear. Bilden wir dann diejenigen homogenen linearen 
Differentialgleichungen, die aus den Lagrangeschen Gleichungen durch 
Fortlassen der von z freien Glieder entstehen, und bezeichnen diese als 
Jacobische Gleichungen, so ist unmittelbar ersichtlich, daB die Randwert- 
aufgabe fiir eine Kurve K nur dann mehrere Liésungen zuliBt, wenn die 
Jacobischen Gleichungen eine Liésung ¢ besitzen, die auf K, nicht aber 
iiberall innerhalb des von K bez. von K und S, begrenzten Gebietes 
Null ist. 

Unser Kriterium fiir das Eintreten des Minimums liuft also in dem 
Falle quadratischer F, f> auf die Forderung hinaus, da die Jacobischen 
Gleichungen auBer Null keine Lésung z zulassen, die auf dem Rande 8, 
oder auf einer innerhalb von Q verlaufenden geschlossenen oder in S, be- 
ginnenden und endigenden Kurve K Null ist. 

Im allgemeinen Falle, wenn die gegebenen Funktionen F, f nicht 
speziell quadratisch, sondern beliebig von der zu bestimmenden Funktion z 
und deren Ableitungen abhingen, haben wir das eben ausgesprochene 
Kriterium auf die zweite Variation der Integralsumme J anzuwenden 
und gelangen so zu einem Kriterium, welches dem bekannten Jacobi- 
schen Kriterium genau analog ist und daher hier kurz als solches be- 
zeichnet werden midge. 

Wenn das Problem gestellt ist, das Doppelintegral 


[Fs 2y> oe) xy) de 
($2) 


zu einem Minimum zu machen, wahrend die Randwerte der gesuchten 
Funktion z die Nebenbedingung 


f (4, a) 8) seat 0 
erfiillen sollen, so kénnen wir die Formeln und Uberlegungen des eben 
behandelten Problems unmittelbar anwenden; es ist nur nétig, die Gleichung 
f = 0 hinzuzufiigen und in den Formeln iiberall f(s) durch 4(s)f zu er- 


setzen, wo der Lagrangesche Faktor 4(s) als eine mitzubestimmende 
Funktion von s anzusehen ist. 








qd eo 


nn @® Bm a OO. 
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Allgemeine Regel fiir die Behandlung von Variationsproblemen und 
Aufstellung eines neuen Kriteriums. 


Zum SchluB sei mir gestattet, eine aus den oben behandelten Fallen 
abstrahierte, allgemeine Regel fiir die Behandlung von solchen Variations- 
problemen auszusprechen, bei denen iiberall auf dem Rande die Werte 
der zu bestimmenden Funktionen vorgeschrieben sind. 

Zuniichst gewinnt man durch Nullsetzen der ersten Variation die 
Lagrangeschen Gleichungen ZL des Variationsproblems. Es sei dann ein 
System Z von solchen Liésungen dieser Differentialgleichungen LZ bekannt, 
die zugleich alle das Innere sowie den Rand betreffenden gegebenen 
Bedingungen B des Variationsproblems erfiillen. 

Wenn die WeierstraBschen E-Funktionen fiir unser Lésungssystem Z 
positiv ausfallen, so bezeichnen wir das Lésungssystem Z als ein solches 
von positiv definitem Charakter 

Wir fassen nun irgend einen Teil 7 des Integrationsgebietes ins 
Auge und bezeichnen den Rand dieses Teilgebietes 7’, soweit er dem 
Rande des urspriinglichen Integrationsgebietes angehért, mit S;, soweit 
er jedoch in das Innere des urspriinglichen Integrationsgebietes fallt, 
also als neue Grenze entstanden ist, mit sy. Fiir den ersteren Rand S,; 
sowie fiir das Innere von 7’ seien die Bedingungen B, wie sie daselbst 
das vorgelegte Variationsproblem fordert, giiltig, fiir sy schreiben wir 
die dort vorhandenen Werte der Funktionen des Lésungssystems Z als 
Randwerte vor: das dadurch fiir das Teilgebiet 7 entstehende System 
von Bedingungen werde mt Br bezeichnet. 

Wenn alsdann kein anderes Liésungssystem der Lagrangeschen Glei- 
chung LZ existiert, das die Bedingungen B erfiillt, auBer dem Lésungs- 
system Z; wenn ferner auch fiir jedes Teilgebiet 7 kein anderes Lésungs- 
system der Lagrangeschen Gleichungen L existiert, das die Bedingungen By 
erfiillt, auBer dem Lésungssystem Z innerhalb 7: so heiBe das Lésungs- 
system Z ein solches von innerlich eindeutigem Charakter. 

Fiir das Lisungssystem Z tritt gewiB Minimum ein, wenn dasselbe 
von positiv definitem und von innerlich eindeutigem Charakter ist. 

In der hiermit ausgesprochenen allgemeinen Behauptung tritt, wie 
man sieht, neben die WeierstraBsche Forderung des definiten Charakters 
der Lésung Z noch eine neue Forderung, niimlich die Forderung des 
innerlich eindeutigen Charakters der Lésung Z. Die letztere Forderung 
steht nun zu dem Jacobischen Kriterium — soweit dasselbe bisher in 
der Variationsrechnung formuliert worden ist — in dem entsprechenden 
Verhiltnisse, wie das WeierstraBsche zu dem Legendreschen Kriterium, 
wenn man das WeierstraBsche Kriterium als die bei beliebigen Variationen 
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notwendige sachgemiBe Vertiefung des Legendreschen auffaBt. In der 
Tat, wie aus dem WeierstraBschen Kriterium durch Anwendung auf die 
zweite Variation das Legendresche wird, so entsteht aus dem von mir 
aufgestellten Kriterium (Forderung des innerlich eindeutigen Charakters 
der Lésung Z) durch Anwendung auf die zweite Variaton das Jacobische. 
Bilden wir nimlich in leicht erkennbarer Analogie aus den Lagrangeschen 
Gleichungen L die homogenen linearen Jacobischen [LZ] und aus den 
gegebenen Bedingungen B ebenfalls die homogenen linearen zugehbrigen 
Bedingungen [B], so liuft unser Kriterium auf die Forderung hinaus, 
daB dieses homogene lineare Gleichungs- und Bedingungssystem auBer 
Null keine Lésung besitzen darf und zwar auch nicht fiir irgend ein 
Teilgebiet Z, wenn man auch an der neu entstehenden Berandung sy 
dieses Teilgebietes die Randwerte Null vorschreibt. Das von mir auf- 
gestellte Kriterium ist aber — in Analogie zum WeierstraBschen Kri- 
terium — als hinreichendes Kriterium unbeschrankt giiltig, auch wenn 
beliebige Variationen, nicht blo® solche in geniigend naher Nachbarschaft 
in Betracht kommen; desgleichen ist es beispielsweise dann anwendbar, 
wenn die Entscheidung iiber das Minimum fiir eine Kurve zwischen zwei 
konjugierten Punkten getroffen werden soll, wo das Jacobische Kriterium 
versagt. 


Inwieweit das von mir aufgestellte Kriterium auch bei nicht fest- — 


gegebenen Randwerten hinreicht bezw. wie dasselbe alsdann zu modifizieren 
ist, bedarf im besonderen Falle einer Untersuchung. 








—  s £4, 4&2 Fe © F*& 


anion ie 6s 














D. Eaorow. Bedingungen des Extremums bei dem Mayerschen Problem. 371 


Die hinreichenden Bedingungen des Extremums in der Theorie 
des Mayerschen Problems. 


Von 


D. EGorow in Moskau. 


Im 58. Bande dieser Annalen*) hat Herr Mayer den sogenannten 
Hilbertschen Unabhiingigkeitssatz auf den Fall des Extremums eines ein- 
fachen Integrals mit beliebig vielen Funktionen und Bedingungsglei- 
chungen ausgedehnt und dadurch die Mittel geliefert fiir eine einfache 
Ableitung der hinreichenden Bedingungen des Extremums. Im folgenden 
werden analoge Betrachtungen entwickelt fiir das allgemeinste Problem 
der Variationsrechnung mit einer unabhingigen Verinderlichen, welches 
als das ,,Mayersche Problem“ bezeichnet wird und folgendermafen 
lautet: 

»Unter allen stetigen Funktionen y%, y,,---,y, der unabhingigen 
Veriinderlichen x, welche r+ 1 gegebene Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung 
(1) Pr(Z> Yor Yur *** Yur Yor Yar" Yn) =O 

(k=0,1,---,r<n) 
identisch erfiillen, und von denen iiberdies die » letzten fiir zwei ge- 
gebene Werte x, und x, von «, die erste y, dagegen nur fiir += 2 ge- 
gebene Werte besitzen, diejenige zu finden, denen ein gréBter oder 
kleinster Wert der Funktion y, an der Stelle x = 2, zugehért.“**) 


g 1. 


Wenn die Werte der Funktionen y; fiir = 2%) und x= 2, bez. mit 
Y; und y,, bezeichnet werden, so handelt es sich darum, das Extremum 
von Y, zu ermitteln bei vorgeschriebenen 


Yoor Yror***» Yao UMA Yay, Yory = °°» Yaa 


*) Vgl. Leipziger Berichte 1903. 
**) A. Mayer, Die Lagrangesche Multiplicatorenmethode, Leipziger Berichte 1895. 
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Setzt man 


(2) Q = z= APis 
k=0 


so werden die »-+ 1 Funktionen y; und die r+ 1 Multiplikatoren 4, 
durch die Gleichungen (1) und 





(¢=90, 1,--+, n) 
bestimmt*); die Mannigfaltigkeiten 


Y= %y(%), Yo = Yo(), +++) Yn = Yn (2), 
die auf diese Weise erhalten werden, nennen wir Extremalen. Die Punkte 
(o> Yror Yoor ***» Yo) UNA (24, Yar» Yorr °°» Yur), die kurz als Punkte 0 
und 1 bezeichnet werden mégen, bestimmen, zusammen mit dem vorge- 
schriebenen Anfangswerte y, der Funktion y,, eine Extremale C, welche 
fiir dieselbe Funktion einen bestimmten Endwert y,, liefert. 
Wir betrachten nun ,,Vergleichskurven* C’ 
(4) Ys = Gil)» Yo = Yo(@)y +> +) Yn = Yn) 
welche insgesamt durch die Punkte 0 und 1 hindurchgehen und auferdem 
folgender Beschrinkung unterliegen: Die Einsetzung der Werte (4) in die 
Gleichungen (1) fiihrt auf keinen Widerspruch und liefert, bei vorge- 
schriebenem Anfangswerte y,., eine bestimmte Funktion y, = 9%,(x). Fiir 
=, erhalten wir demnach einen bestimmten Endwert 9%, auf jeder 


Vergleichskurve C’, und es handelt sich darum zu ermitteln, unter welchen 
Bedingungen die Differenz 


AYor = Yor — Yor = (Yor — Yoo) — (Yor — Yoo) 
fiir alle in Betracht kommenden Vergleichskurven ein konstantes Vor- 
zeichen besitzt. Wie leicht ersichtlich, hat man ferner 


(5) AYa =| yp de — | y'de, 
Cc’ C 


wobei die Integrale bez. iiber die Bogen 01 der Vergleichskurve C’ und 
der Extremale C zu erstrecken sind und der Anfangswert von y, gleich 
Yoo Aangenommen wird. 

Betrachten wir nun irgend eine q-parametrige Schar (¢q<) von 
Extremalen, welche insgesamt dem Anfangswerte y. entsprechen und 
unter denen die Extremale C vorkommt. Durch die Elimination der 
q Parameter, von denen die Funktionen y,(z) und ihre Ableitungen y;, (x) 
abhingen, erhalten wir unter anderen die Gleichungen 


*) A. Mayer, 1. c. 
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Yo = Y(a, Yr» Yo» ***» Y.)s 
Yi = p;(2, Yi» Ya ** "> Y,) 
welche fiir alle Extremalen der Schar identisch erfiillt sind. Indem wir 
die erste dieser Gleichungen differentiieren, erhalten wir fiir jede Extre- 
male der Schar 


- , Y 

‘ - =% aT a Yn» 
(7) Yo x | By, 
folglich 


1Y 
fv dx “4 da da = Y (4%, Yr °* +, Yo1) — Y¥(%%, Yor °° *> Yo0)> 


(6) (¢ = 0, 1,--+, m), 


odie da das letzte Integral augenscheinlich vom Integrationsweg unab- 
hangig ist: 


qg 
, oY oY, 
(8) Jwar- J Ge - yay, #) ae. 
—_— 


Wenn die Werte der Ableitungen y, aus den Gleichungen (6) in die 
Gleichung (7) eingesetzt werden, so erhilt man, wie leicht ersichtlich, 
eine Identitit: 

_aY¥, pear 
(9) Po™ 32 + 7 





Setzt man den Wert von = hieraus in die Gleichung (8) ein und 


den so erhaltenen Wert des Integrals in die Gleichung (5), so erhilt man 
schlieBlich 


(10) Ay, =f Ede, 


wobei der Ausdruck E durch die Gleichung 


(11) E + oy, ~ (yy * 


h=1 
definiert wird. Bei einer sachgemiBen Wahl der Schar der Extremalen 
und folglich der Funktion Y gestatten die Formeln (10) und (11) eine 
unmittelbare Ausdehnung der Theorien von WeierstraB und Hilbert auf 
das betrachtete Problem.*) 


§ 2. 
Indem wir zu den Differentialgleichungen (1) und (3) des Mayer- 
schen Problems zuriickkehren, bemerken wir, daB die Anzahl der willkiir- 
lichen Konstanten, welche die vollstindige Integration dieser Gleichungen 


*) Vergl. die Darstellung bei Kneser, Lehrbuch, §§ 59—61. 
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mit sich bringt, gleich 2(m-+ 1) ist, eine von diesen Konstanten aber fiir 
das Problem unwesentlich ist, so daB die Funktionen y, und die Verhiilt- 
nisse 2,: 4, nur 2n-+ 1 Konstanten enthalten.*) 

Verlangen wir nun, daB die Anfangsbedingungen 


Y= Yio fir = 2X (¢ = 0, 1,--+, m) 


befriedigt werden, so bleiben nur » willkiirliche Konstanten iibrig, und 
wir erhalten eine »-parametrige Schar von Extremalen, welche die Ex- 
tremale C enthalt. Setzt man noch 


a 


(12) i, =—#, (s= 1, 2,°°%, r), 


so bestehen fiir die erwihnte Extremalenschar die Gleichungen 


(13) Ys = Ys (L, Gy yy ,*+ +> My), Yo = Yo (XL, Ay, Mg ,°**, My), Yn =p (Ly My Ag, ++, My)s 


, , 
Yo = Yo(2, 4, Mg,***, Ay), ¥; =; (%, Ay, g,*+-,A,), Me, = W(X, Ay, Mg,° *, @,) 
(¢=0,1,---, 2; s=1,2,---, r), 


und die Parameter a,, a,,---, a, kénnen aus den » ersten dieser Glei- 
chungen als Funktionen von 2, y,; Y.,-°*-, y, bestimmt werden fiir alle in 
Betracht kommenden Werte der Veriinderlichen, fiir welche die Jacobische 
Determinante 

0%, Yas ***s Yn) 
(14) O (A, Gy, *-*s Gy) 
nicht verschwindet. Durch Einsetzung der so erhaltenen Werte der Para- 
meter d,, @,,---, @, in die tibrigen Gleichungen (13) kommt man zu den 
Relationen 


Yo = Y (a, Yyy Yor* +s Ym)» Yi = Del Ly Yrs Yor °° Yn)» 
(15) th, = 76(% Yys Yor + "> Yn) 
(¢=0,1,---,m; s=1,2,---,7r), 
die fiir alle Extremalen der Schar identisch erfiillt sind. 
Die Funktion Y geniigt bekanntlich**) einer partiellen Differential- 


gleichung 1. Ordnung, deren Charakteristiken mit den Extremalen zu- 
sammenfallen, und es bestehen die Identitiiten 


aa 
c ¥ Op 

(16) a 72 (h= 1, 2,+++,M), 
OP, 


*) A. Mayer, 1. c. 
**) A. Mayer, 1. c. § 2. 
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wobei rechterseits fiir y), y;', w, bez. ihre Werte Y, p,, x, aus den Gleichungen 
(15) einzusetzen sind; diese Substitution ist durch einen Strich tiber Q 
angedeutet. Wenn wir die allgemeinen Entwicklungen des § 1 auf die 
zuletzt betrachtete Extremalenschar anwenden und dabei die Identititen 
(16) benutzen, so nimmt der durch die Gleichung (11) definierte Aus- 
druck E folgende Form an: 


sie 1 
@Q ons 
OP, 


rar ’ a@Q ’ 
(17) BE ap, Yi — Pi)- 


Nehmen wir nun an, eine der Gleichungen (1) sei aufgelést in bezug 
auf y, und der so erhaltene Wert in die iibrigen Gleichungen eingesetzt, 
wodurch das System (1) die Form y 
,) 3 (1*) Po = Yo — W(X, Yor Yir***> Yur Yao» Yn) = 0, 
, Pa (2 Yor Yr °° *s Yar Yr 9° yn) =O (s = 1, 2,---, r) 
annimmt, dann erhilt man, wie leicht ersichtlich, 


eQ 


: dy’ — 40 
und folglich, wenn 
(18) © (X, Yor Yrs °° "> Yn Yio" I) =¥ + > a9, 
s=1 
gesetzt wird: 
, éQ 
, oe an — 20 Kr Hisar Pir" Po) (hen 1, 2, .- -, 8) 
2 OP, reign i. 
OPo 


Beriicksichtigt man ferner, daB die Gleichung g, = 0 einerseits fiir 
jede Vergleichskurve C’ gilt, andererseits aber auch fiir jede Extremale 
unserer Schar, woraus die Identitiit 


f Do = V(%, XY, Ys + *y Yur Pay ** *y Dn) 
, folgt, so gelangt man endgiiltig zu der Formel 
E= U(X; Yor Yr ae "Yuri sn) Sie v(@, Y, Yir°**s Uns Pay ** *» Dp) 


(19) -> Co (a, 7. o **) Yay Pir ***s Pa) (y;’ — P,) 
h h/* 


op 
h=l h 





Da die Gleichungen o, = 0 sowohl fiir alle Vergleichskurven C’, als 
auch fiir alle Extremalen der Schar gelten, so kann der Ausdruck E auch 
in die fiquivalente Form 
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E= © (2, Yor Ys9°**> Yur Yar °* 9 Yn) -~ (2, 4 So = **) Dy) 


, n 
(19*) ai 4 Ga (a, ¥, Yur =**2 Yn Pry ** 1 Prd ( 


2 P, % — Dr) 


A=1 
gesetzt werden. 

Aus den Entwicklungen der §§ 1 und 2 ist nun ohne weiteres klar, 
daB der Bogen 01 der Extremale C sicher ein Extremum liefert, wenn 
einerseits die Jacobische Determinante (14) bestiindig von Null verschieden 
ist, andererseits der Ausdruck EF (19) ein konstantes Vorzeichen besitzt 
fiir alle in Betracht kommenden Vergleichskurven. Werden ferner die 
Gleichungen (1) als analytisch vorausgesetzt und unendliche Werte der y, 
ausgeschlossen, so daB nur solche Vergleichskurven in Betracht gezogen 
werden, fiir welche die |y,’| samtlich unter einer bestimmten Grenze 
bleiben, so ergibt sich in bekannter Weise durch Kontinuitiitsbetrach- 
tungen, daB die vorstehenden hinreichenden Bedingungen des Extremums 
auch durch folgende ersetzt werden kénnen: Der zu 0 ,,konjugierte“ Punkt 
der Extremale C soll jenseits von 1 liegen, und in jedem Punkte des 
Bogens 01 der Extremale soll der Ausdruck F bei beliebigen Werten der 
y; bestindig positiv oder negativ sein, ohne zu verschwinden, den Fall 
des ,ordentlichen* Verschwindens (y; = p,) ausgenommen. Fiir das 
schwache Extremum ist es hinreichend, daB die letzte Bedingung erfiillt 
sei nur fiir solche Werte der y,, welche hinreichend wenig von den p, 
abweichen. 


g 3. 


Es fragt sich nun, inwieweit die soeben gegebenen hinreichenden Be- 
dingungen auch notwendig sind fiir das Vorhandensein des Extremums. 
Indem wir uns im folgenden auf den Fall » = 1 beschrinken, wollen wir 
zeigen, da8 fiir das Vorhandensein des Minimums (Maximums) ebenso, wie 
bei dem gewéhnlichen Problem der Variationsrechnung, folgende Bedin- 
gungen notwendig sind: 

1. Der zu 0 konjugierte Punkt soll nicht im Inneren des Bogens 01 
der Extremale liegen. 

2. In allen Punkten des Bogens soll E>0 (E <0) sein. 

Da wir »=1 angenommen haben, so sind nur zwei Funktionen 


Yo, ¥, vorhanden, die wir resp. durch u und y bezeichnen werden, und die 
der Gleichung 


(1**) w= ¥(a, u, y, y) 


geniigen. Die Gesamtheit der Extremalen, die durch den Punkt 0 hin- 
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durchgehen und dem Anfangswerte u, entsprechen, bildet eine einpara- 
metrige Schar, und fiir jede Extremale dieser Schar haben wir 


(15*) u=Y(a,y), y =p(a, y). 
Die Formeln (10) und (19) der §$ 1 und 2 nehmen die Form 


(10*) Au, = [ Ede, 
¥ 


(19%) E=v(2,4,9,9) —¥(@ Ky, p) — PS ee (y — p) 

an, wobei durch u, der Endwert der Funktion wu bezeichnet ist; und die 
Jacobische Determinante (14) wird gleich der Ableitung von y nach dem 
Parameter a der Extremalenschar, woraus unmittelbar erhellt, daB der zu 
0 konjugierte Punkt der Beriihrungspunkt der Extremale C mit der En- 
veloppe der Extremalenschar ist. 

Der Beweis fiir die Notwendigkeit der ersten der oben gegebenen 
Bedingungen wird in bekannter Weise erbracht, indem gezeigt wird, dab 
man mit demselben Endwerte u, zum Punkte 1 
gelangt, wenn man, statt der Extremale C, einen 
Weg benutzt, der aus dem Bogen 02 (Fig. 1) irgend 
einer Extremale der oben erwaihnten Schar und dem ‘ 
Bogen 21 der Enveloppe besteht. Die Richtigkeit ° 
| dieser Behauptung wird ohne weiteres klar, wenn Fig. 1. 

’, man bedenkt, daB auf dem Bogen 21 


u= Y(z,y) 
gesetzt werden kann, weil bei dieser Annahme einerseits die Funktion u 


im Punkte 2 denselben Wert erhilt, wie auf der Extremale 02, anderer- 
seits aber die Gleichung (1**) befriedigt wird; die Einsetzung von 


7S OOS lO 


— wT Hell 


ovTvTlCr 


: u = ¥(«,9) 
, in diese Gleichung liefert nimlich*) 
. éY , oY 
(20) 9a t ay P= YC, Y,y, P), 


und man sieht ohne weiteres, daB (20) eine Identitit ist, wenn man die 
Gleichung (1**) fiir die oben betrachtete Extremalenschar hinschreibt. 
Indem wir uns nun zur Betrachtung der zweiten der am Anfange 
des Paragraphen gegebenen Bedingungen wenden, wollen wir uns auf 
den Fall des Minimums beschrinken (der Fall des Maximums wird in 
analoger Weise erledigt). Der iibliche Beweis fiir die Notwendigkeit dieser 





*) Auf der Enveloppe besteht augenscheinlich die zweite der Gleichungen (15*). 
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Bedingung ist hier nicht unmittelbar anwendbar, da die den vorstehenden 
Entwickelungen zugrunde gelegte Extremalenschar wesentlich vom An- 
fangswerte der Funktion u abhingt. Nehmen wir jedoch an, daB nicht 
nur der Bogen 01 der Extremale, sondern auch jedes Stiick 03 dieses 
Bogens ein Minimum liefere fiir den Wert der Funktion w in seinem 
Endpunkte 3, so geniigt es offenbar, den Beweis fiir den Endpunkt des 
Bogens 01 2u fiihren, und dies kann in itiblicher Weise geschehen. Es 
sei nimlich E <0 im Punkte 1 fiir irgend einen Wert von y’, das heiBt 
fiir irgend ein Linienelement im Punkte 1. Dann betrachten wir irgend 
eine Kurve, die durch den Punkt 1 hindurchgeht und deren Tangente in 
diesem Punkte mit der Geraden des Linienelementes zusammenfillt. Es 

sei 2 ein Punkt auf dieser Kurve (Fig. 2), der vom 


 % Punkte 1 hinreichend wenig entfernt ist, und dessen 
pe i \\, Abszisse kleiner ist als die Abszisse x, von 1; ver- 
. — binden wir diesen Punkt mit dem Punkte 0 durch 


eine Extremale der oben betrachteten Schar und be- 
nutzen als Vergleichskurve den Linienzug 021, so ist EK = 0 auf 02 und 
E <0 auf 21, wenn nur der Punkt 2 hinreichend nahe an dem Punkt 1 
gewihlt ist. DemgemiS erhalten wir aus Formel (10*) Au, <0, was 
der Annahme des Minimums fiir die Extremale 01 zuwider ist. 

Es eriibrigt nun die Annahme zu rechtfertigen, die wir soeben 
iiber alle inneren Punkte des Extremalenbogens 01 gemacht haben. 
Dies wird erreicht, sobald der Beweis erbracht wird, da jeder innere 
Punkt 3 des Bogens 01 ein ,,Minimumpunkt* ist, wenn dies fiir den 
Endpunkt 1 der Fall ist. Dabei nennen wir den Punkt 3 einen Minimum- 
punkt, wenn der Extremalenbogen 03 ein Minimum liefert fiir den 
Wert uw, der Funktion u im Punkte 3. Die Richtigkeit der aufgestellten 
Behauptung ist ohne weiteres klar fiir das gewéhnliche Problem der 
Variationsrechnung; fiir den Fall des Mayerschen Problems kann der 
Beweis, unter Beschriinkung auf das schwache Minimum, etwa in folgender 
Weise gefiihrt werden: 

Es sei 3 (Fig. 3) kein Minimumpunkt. Dann kann man in beliebig 
enger Nachbarschaft mit dem Extremalenbogen 03 solch eine ,,Vergleichs- 

kurve* C ziehen, daB Au, negativ ausfillt; der 


> obi absolute Betrag von Au, kann dabei beliebig 
ss Coa sane ue klein angenommen werden, weil « aus der Glei- 
Fig. 3. chung (1**) bestimmt wird, und die Werte von 


y und y’ auf der Kurve C, gemaéi® unserer An- 
nahme, beliebig wenig abweichen von den Werten dieser GréBen lings 
des Extremalenbogens 03. Betrachten wir nun irgend einen Punkt rechts 
von 3 auf dem Extremalenbogen 01; um keine neue Bezeichnungen ein- 
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zufiihren, nehmen wir an, daf dieser Punkt mit dem Punkte 1 auf Fig. 3 
zusammenfallt. Wenn wir als Vergleichskurve den Linienzug einfiihren, 
der aus der Kurve C und dem Extremalenbogen 31 besteht, so kénnen 
wir den zugehérigen Wert der Funktion « im Punkte 1 in folgender Weise 
berechnen: man setze in die Gleichung (1**) fiir y und y’ ihre Werte 
auf der Extremale 01 ein und integriere die so erhaltene Differential- 
gleichung bei vorgeschriebenem Werte «@, der Funktion uw im Punkte 3. 
Man erhialt schlieBlich 
(21) u—= 9(«, Us), 
und der Wert von u im Punkte 1 ist gleich g(x,, @,); fillt die Kurve C 
mit dem Extremalenbogen 03 zusammen, so ist %,=, und o(2,, us) =U. 
Unserer Annahme gemiB ist m(a,,u,) gleich u,, die Ableitung 

Og (x, Us) 

CUy 

also gleich 1 im Punkte 3. Wenn der Punkt 1 hinreichend nahe bei dem 
Punkt 3 gewihlt ist, so erkennt man ohne weiteres aus Kontinuitiits- 
betrachtungen, daB dieselbe Ableitung in diesem Punkte jedenfalls positiv 
ist und folglich %, = p(a,,%,) mit % zugleich zu- und abnimmt in der 
Nachbarschaft von #,—=wu,. Da ferner Au, <0 ist fiir die Vergleichs- 
kurve C, so ist auch Au, <0 und der Punkt 1 folglich kein Minimum- 
punkt. Wir haben also bewiesen, dab alle Punkte eines gewissen Be- 
reiches rechts von einem Punkte, der kein Minimumpunkt ist, ebenfalls 
keine Minimumpunkte sind. Indem wir vom Punkte 3 ausgehen, sodann 
irgend einen Punkt des oben erwihnten Bereiches benutzen und dieselbe 
Konstruktion anwenden usw., kommen wir dem Endpunkte des Extremalen- 
bogens 01 immer niaher und niher. Es sind nun zwei Fille a priori 
denkbar: entweder erreichen wir schlieBlich den Endpunkt des Bogens, 
oder kommen wir iiber einen gewissen Grenzpunkt im Inneren des Bogens 
nicht hinaus. Im ersten Falle wiire der Endpunkt 1, entgegen unserer 
Annahme, kein Minimumpunkt, und die Unméglichkeit der Existenz eines 
Punktes, der kein Minimumpunkt ist, im Inneren des Bogens 01 wiire be- 
wiesen. Im zweiten Falle wiire der soeben erwihnte Grenzpunkt gewiB ein 
Minimumpunkt, wiihrend alle Punkte einer gewissen Nachbarschaft links 
von diesem Punkte keine Minimumpunkte sind. Nun ist aber eine solche 
Punktverteilung unméglich, wie im folgenden dargetan werden soll. Es 
sei in der Tat (Fig. 3) 1 ein Minimumpunkt und 3 ein Punkt, der kein 
Minimumpunkt ist und beliebig nahe an 1 gewihlt werden darf. Nun 
betrachten wir eine beliebige Kurve (, die nur hinreichend nahe an der 
Extremale verliuft, und benutzen als Vergleichskurve den Linienzug, der 
aus C und dem Extremalenbogen 31 besteht. Unserer Annahme gemaiB 
25* 
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wird Au, fiir diese Vergleichskurve gewiB positiv ausfallen. Zur Be- 
rechnung von Au,=#,—«, kénnen wir ebenso verfahren, wie oben 
bei der Berechnung von #, aus #,, und kommen dabei zu dem Resultate, 
daB gleichzeitig mit Au, auch Au, fiir jede Vergleichskurve C positiv 
ist, entgegen unserer Annahme, da8 3 kein Minimumpunkt ist. 

Hiermit wire der gewiinschte Beweis zu Ende gebracht und die am 
Anfange des Paragraphen aufgeworfene Frage erledigt, wenigstens fiir 
den Fall eines schwachen Extremums. 


Moskau, den 22. Mai 1905. 
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Eine Verallgemeinerung der Hamiltonschen Gruppen. 
Von 


Ernst Wenpt in Breruen. 


Alle nicht kommutativen Gruppen, deren simtliche Untergruppen 
invariant sind, hat Herr Dedekind bestimmt und Hamiltonsche Gruppen 
genannt*). Zu einer etwas allgemeineren Gruppenart**) gelangt man 
durch Lésung der folgenden Aufgabe: Alle Gruppen zu finden, welche 
die Eigenschaft haben, daB alle diejenigen ihrer Untergruppen, deren 
Ordnung durch mindestens zwei verschiedene Primzablen teilbar ist, 
Normalteiler sind. Bei der Bestimmung aller derartigen Gruppen wird 
man auf eine die Untergruppen der homogenen linearen Kongruenzgruppe 
betreffende Frage gefiihrt, deren Beantwortung an den Anfang dieser 
Arbeit gestellt werden soll, weil erst mit ihrer Hilfe obige Aufgabe 
erledigt werden kann. 


§ 1. 
Es sei $ eine Abelsche Gruppe, deren simtliche Elemente die Prim- 
zahl 6 zur Ordnung haben; B,, B,,---, B;_, sei eine Basis derselben. 


Die Isomorphismengruppe von 8 kann bekanntlich als homogene lineare 
Kongruenzgruppe von f Variabeln dargestellt werden, -welche aus den 


Substitutionen 
Zo = tm ate + Cya-1 %e- 
A rps ine egg 


, 
234 = 63_1,0% TF Cg—aa%o t °° * + Os-1,9-1 23-1 


*) Dedekind, Math. Ann. Bd. 48, S. 548. 

Weitere Literatur: 

Miller, C. R., vol. 126, p. 1406; Bull. of the Am. Math. Soc., vol. 4, p. 510 
und vol. 5, p. 292. 

D'Alessandro, Giorn. di mat. di Batt., vol. 37, p. 138. 

Vergl. auch meine Arbeit, Math. Ann., Bd. 59, S. 187 und meine Notiz, Math. 
Aan., Bd. 60, S. 319. 

**) Eine andere Verallgemeinerung der Hamiltonschen Gruppen hat Herr Miller 

inzwischen in dieser Zeitschrift, Bd. 60, S. 597 verdffentlicht. 
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besteht, deren Determinante ¢,,| nicht durch b teilbar ist. Man denke 
sich nun die holomorphe Gruppe*) § von 8 konstruiert. Dieselbe ent- 
hilt 8 als Normalteiler und ist in der Form darstellbar 5 = 28 = B, 
wo & eine in § enthaltene, mit folgenden Eigenschaften versehene Unter- 
gruppe bedeutet. & ist einstufig isomorph zur Isomorphismengruppe von 
% und so beschaffen, daB die Substitutionen, welche durch Transformation 
mit den Elementen von & unter den Elementen von § hervorgerufen 
werden, alle Isomorphismen von @& in sich erschépfen. Jeder Substitu- 
tion 1) entspricht ein bestimmtes Element G in &, fiir welches 


6 11 1 DF3—-1) 2 oe 2 p-i »a%y 
(2) (B® B 351) G = BY BS... Bey 


-1 


ist und dessen Ordnung mit der der Substitution 1) iibereinstimmt, und 
umgekehrt. 

Ich frage nun nach allen denjenigen Untergruppen von &, welche 
die Eigenschaft haben, da8 keins ihrer Elemente auBer der Kinheit mit 
einer Untergruppe von 8 aufer mit 1 und 8 vertauschbar ist, speziell 
nach solchen derartigen Untergruppen, deren Ordnung eine Potenz einer 
Primzahl ist. Zur Beantwortung dieser Frage stelle ich zuniichst die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir auf, dab ein Element A 
von Primzahlordnung a mit keiner Untergruppe von 8 aufer mit 8 und 1 
vertauschbar ist. Wenn ein solches Element A besteht, so miissen siimt- 
liche Elemente auBer 1, ebenso wie simtliche Untergruppen gleicher Ord- 
nung in 8 in Komplexe von je a zerfallen, derart, daB die zu einem 
Komplex gehérigen Elemente bezw ‘Jntergruppen durch A zyklisch per- 
mutiert werden. Nun ist die Anzahl aller von 1 verschiedenen Elemente 
von % gleich b’—1, die aller Untergruppen von der Ordnung 6 gleich 
So , die aller ‘Untergruppen von der Ordnung J gleich 

(o? — 1) (o?-1— 1)... (p?-4+1_ 1) 
(6—1)(8’ — 2).--( —1) 


folglich miissen die Kongruenzen erfiillt sein: 


(3) b? —1=0 (moda), 
3 
(4) = : =0 (moda), 


" b? — 1) (~*~ 1).-.(W-4#4_1) 
(5) (6 —1)(?=1) --(P 1) =0 (moda). 


Die Kongruenz (3) zeigt, daB a teilerfremd zu b sein muB. 


*) Burnside, Theory of groups, p. 228. 
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Ist nun B, irgend ein Element aus 8 und wird 
(6) A-‘B, Af = B;; (¢=1,2,--,a—1) 
gesetzt, so folgt, wie leicht ersichtlich, 
BB, . +: By_, = (By Am). 
Nun ist nach Voraussetzung A, also auch B,A-' mit keinem Element 


von 8 auBer mit 1 vertauschbar, Wiiren aber beide Seiten der letzten 
Gleichung von 1 verschieden, so miiBte das Element B,A-' mit dem in 


$ enthaltenen Element B,B, --- B,_, als seiner a’ Potenz vertauschbar 
sein. Hs ist daher 
(7) BB, --- Bi, = 1. 


Die durch die konjugierten Elemente B,, B,,---, B,_, erzeugte Gruppe 
hat infolgedessen héchstens die Ordnung b*-'. Da aber A mit dieser 
Gruppe vertauschbar sein mu, so kann sie wegen der tiber A gemachten 
Voraussetzung kein echter Teiler der Gruppe 8 sein, sondern mu mit 


letzterer iibereinstimmen. Das ist aber nur méglich, wenn 
(8) a—1>8 
ist. 

Die Kongruenz (3) besagt, daB b’— 1 durch a teilbar ist. Der 
Exponent ¢, zu dem 6 nach dem Modul a gehért, ist also ein Divisor von £. 
Ich will jetzt zeigen, daB <¢ = # ist. 

Zuniichst folgt aus (4) und (8), daB ¢ von 1 verschieden ist. Denn 
wire ) = 1 (mod a), so wiirde der Ausdruck 

b?—1 


5 oder b?-'+ )e-?4..-4+b+1= 6 (mod a) 


sein, kénnte also, da nach (8) a> ist, nicht, wie es die Kongruenz (4) 
verlangt, durch a teilbar sein. Den Beweis, da8 ¢ = # ist, fiihre ich nun 
durch volistiindige Induktion. Ich nehme an, daf bereits gezeigt ist, daB « 
nicht kleiner als eine Zahl 4 (< #) ist, dann ist bloB noch nachzuweisen, 
daB « nicht gleich 4 sein kann. Da jeder gemeinsame Primfaktor von 
irgend zwei der Zahlen 

b? —1, bP-1—1,..-.-, bP-4+t- ] 
auch in deren Differenz und folglich in einer der Zahlen 

be-1, b—1, B® —1,---, ¥-*—-1 
aufgehen mu, von diesen aber keine durch a teilbar ist, so kann die 


Kongruenz (5) in der Form geschrieben werden 


Was 


(9) ae (mod a). 
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Wire nun « = 1, also a Teiler von b* — 1 und 4 Teiler von ~, so kénnte 
der auf der linken Seite der Kongruenz (9) stehende Ausdruck, der dann 


- £ wire, zufolge der Ungleichung (8) nicht durch a teilbar sein. Es 


kann also ¢ nicht gleich 4 (A<) sein. 

Die notwendige Bedingung, die erfiillt sein muf, damit ein Element 
von & von Primzahlordnung a mit keiner Untergruppe von 2 aufer 
mit $ und 1 vertauschbar ist, ist also die, daB b nach dem Modul a 
zum Exponenten £ gehért. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, 
das heiBt: Wenn ein Element A aus 2 von Primzahlordnung a der Be- 
dingung geniigt, daB b zum Exponenten 6 nach dem Modul a gehért, so 
ist es, wie ich behaupte, mit keinem echten Teiler von 8 vertauschbar. 

Es sei B’ die Untergruppe von %, welche aus siimtlichen mit A ver- 
tauschbaren Elementen von 8 besteht. Dieselbe ist, wie aus der Defi- 
nition der Gruppe & unmittelbar folgt, von 8 verschieden, ihre Ordnung 


sei Bb? (8’< 8). Es kann dann A mit keinem Element von ¥ vertausch- 
bar sein. Denn wiire etwa 

A-'BA = BB’, 
wo B ein nicht zu B gehdériges Element von $ und B’ ein Element 
von 8’ bedeutet, so wiirde durch wiederholte Transformation mit A: 

A-*BA* = BB", 
also fir ta die Gleichung B’*=1 folgen, die nicht bestehen kann, 
weil a teilerfremd zu b ist. Dem Element A entspricht daher ein von 1 
verschiedener Isomorphismus der Gruppe hs in sich, seine Ordnung a mu 
also in der Ordnung der homogenen linearen Kongruenzgruppe von 6 — f’ 
Variabeln, d. h. in der Zahl 

(b?->"—1) (bP - °° en b) To (b? - 2’ — bP - 3’-1) 
und daher in einer der Zahlen b?-*’—1, b?-?'-!—1,---,b—1 aufgehen. 
Das ist aber, da b nach Voraussetzung zum Exponenten 6 nach dem 
Modul a gehért, nur méglich, wenn p’ = 0, also B= 1 ist. A ist also 
mit keinem Element von § auBer 1 vertauschbar. Es kann aber auch 
mit keiner echten Untergruppe von 8 vertauschbar sein, weil, wenn es 
eine solche giibe und )*: (8, <<) ihre Ordnung wire, a Divisor der Ordnung 
(b% — 1) (b% — bd) --- (b>: — bi -1) 


der homogenen linearen Kongruenzgruppe von f, Variabeln sein miiBte, 


also 6 nicht zum Exponenten f nach dem Modul a gehéren kénnte.- 


Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Ich wende mich nun der Frage zu, wie alle diejenigen in 2 ent- 
haltenen Untergruppen 2’ beschaffen sind, deren simtliche Elemente 
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auBer 1 mit keinem echten Teiler von 8 vertauschbar sind. Die not- 
wendige und hinreichende Bedingung fir die Existenz einer solchen 
Gruppe 2’ ist, wie ich jetzt zeigen will, die, daB die Ordnung /’ von & 
nur durch solche Primzahlen teilbar ist, nach deren Modul b zum Ex- 
ponenten 6 gehért. Ist niimlich 2’ eine solche Gruppe und a irgend 
eine in deren Ordnung /’ aufgehende Primzahl, so enthilt 2’ nach dem 
Cauchyschen Satze ein Element von der Ordnung a. Da dieses nach 
der iiber 2’ gemachten Voraussetzung mit keinem echten Teiler von 8 
vertauschbar ist, so muB b nach den vorstehenden Untersuchungen (mod a) 
zum Exponenten £ gehéren. Die erwihnte Bedingung ist somit not- 
wendig. Sie ist aber auch hinreichend. Sei nimlich 2’ eine Untergruppe 
von 2, deren Ordnung /’ nur durch solche Primzahlen teilbar ist, nach 
deren Modul 6 zum Exponenten # gehért. Wire nun ein Element G 
aus %’ mit einer Untergruppe von 8 vertauschbar, so miifte auch jede 
Potenz desselben mit dieser Untergruppe vertauschbar sein. Unter diesen 
Potenzen befindet sich aber ein Element A von Primzahlordnung. Da 
letztere Divisor von /’ ist und demnach b nach ihrem Modul zufolge der 
Voraussetzung zum Exponenten 6 gehért, so kénnte A nach den friiheren 
Untersuchungen mit keiner Untergruppe von § auBer mit 8 und 1 ver- 
tauschbar sein. Mithin kommt auch G diese Eigenschaft zu. 

Es bedeute jetzt a irgend eine Primzahl, nach deren Modul b zum 
Exponenten 6 gehért, und sei a“ eine in b?— 1 enthaltene Potenz von a. 
Dann mu8 & nach dem Sylowschen Satze eine Untergruppe 2% von der 
Ordnung a* enthalten, weil b?— 1, und somit a* in der Ordnung von & 
aufgeht. Nach dem eben bewiesenen Satze besitzen alle von 1 ver- 
schiedenen Elemente von % die Eigenschaft, daB sie mit keiner echten 
Untergruppe von % vertauschbar sind. In den Fallen 6 =1 und 6B = 2 
sind, wie bekannt, alle derartigen Untergruppen 2% von & zyklisch. Diese 
Tatsache gilt aber auch fiir jedes beliebige B, wie jetzt gezeigt werden 
soll. Im Falle 6 > 1 ist a@ ungerade 2ufolge der Ungleichung (8). Nun 
besitzt jede Gruppe, deren Ordnung gleich der Potenz einer ungeraden 
Primzahl a ist, falls sie nicht zyklisch ist, zwei vertauschbare Elemente 
von der Ordnung a, die nicht Potenzen voneinander sind. Diese Be- 
hauptung laBt sich sehr leicht auf direktem Wege nachweisen, sie folgt 
aber unmittelbar aus den Siitzen, daB eine nicht zyklische Gruppe, deren 
Ordnung Potenz einer ungeraden Primzahl a ist, stets mehr als eine 
Untergruppe von der Ordnung a exthalten muB*), und mindestens eine 
Untergruppe von der Ordnung a, deren Elemente mit allen Elementen 
der Gruppe vertauschbar sind. Wird also die Gruppe & als nicht zyklisch 


*) Burnside, Theory of groups, p. 73. 
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angenommen, so besitzt sie fiir 8 >1 zwei vertauschbare Elemente A 
und A’ von der Ordnung a, die nicht Potenzen voneinander sind. Man setze 
(A’' A*)-' B(A’é A‘)= B,,; By = By, 
wo B, ein beliebiges Element aus 8 bedeutet. Die Gleichung (7) nimmt, 


auf A angewandt, die Gestalt an 
a-—1 


Boo By --- Bog = 1 oder | | B,, = 1. 


Hieraus folgen, wenn man beide Seiten mit den Potenzen von A’ trans- 
formiert und beriicksichtigt, daS A und A’ vertauschbar sind, die Glei- 


chungen aah 


[]®-35 §=1,2,--,4-1, 
k=0 
welche wegen der Beziehungen 
B., = B,,, falls k =k (mod. a), 
auch in der Form geschrieben werden kinnen 


a-—1 
[Pants §=1,2)-50-1, 


da ja, wenn / die Zahlen 1, 2,---,a—1 durchliuft, auch i-k (i<a) 
diese Zahlen, blo® in anderer Reihenfolge, durchliuft und die Elemente 
B,, miteinander vertauschbar sind. Die fiir das Element A giiltige Glei- 
chung (7) wende man nun der Reihe nach auf die Elemente 


A’A‘; k=0,1,---,a-—1 


, die alle die — a haben, dann ergibt sich 


Bef] Bac = k=0,1,---,¢—1. 


Durch Multiplikation dieser a Gleichungen folgt 


a—-1 a-1l1 
BolT [[ Bu-) 
k=0 t=1 


a-1 a-—l 


BolT [ [= 


oder 


und hieraus mit Hilfe des obigen ie 

By = 1, ? 
also eine Gleichung, die nicht méglich ist. Dieser Widerspruch zeigt, 
daB die Gruppe & nur zyklisch sein kann. 
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Die gewonnenen Resultate lassen sich folgendermaBen zusammenfassen: 
Ist b eine Primzahl und 8 eine Abelsche Gruppe, deren Basis aus B 
Elementen von der Ordnung b besteht, und ist die Ordnung einer in der 
holomorphen Gruppe § von 8 enthaltenen Untergruppe © nur durch solche 
Primzahlen teilbar, nach deren Modul b zum Exponenten 6 gehirt, so ist 
keins der Elemente von © auBer 1 mit einer Untergruppe von B auper 
mit B und 1 vertauschbar. Besitzen umgekehrt die stimtlichen von 1 ver- 
schiedenen Elemente einer in § enthaltenen Untergruppe in & die Eigen- 
schaft, dap sie mit keinem echten*) Teiler von 8 vertauschbar sind, so ist 
die Ordnung von & nur durch solche Primzahlen teilbar, nach deren Modul b 
zum Exponenten B gehdért. 

Ist a eine Primzahl, nach deren Modul b zum Exponenten B gehirt, 
und ist a® eine in b?—1 aufgehende Potenz von a, so sind alle in 9 
enthaltenen Untergruppen von der Ordnung a®* zyklisch; es gibt also in § 
Elemente von der Ordnung a", die mit keinem echten Teiler von 8B ver- 
tauschbar sind. 

Als unmittelbare Folge dieser Sitze fiihre ich noch die folgenden 
Tatsachen an: 

Ein in § enthalienes Element G von der Ordnung g ist dann und nur 
dann nebst seinen von 1 verschiedenen Potenzen mit keinem echten Teiler 
von B vertauschbar, wenn b nach dem Modul jeder in g aufgehenden Prim- 
zahl zum Exponenten 6 gehirt; die eimem solchen Element G entsprechende 
Substitution (1) hat fiir B > 1 die Determinante 1. 

Der erste Teil dieser Behauptung ist klar, wenn man bedenkt, daB 
die Potenzen von G einen zyklischen Teiler von § bilden, und auf diese 
die obigen Sitze anwendet. Auch der zweite Teil ist leicht einzusehen. 
Es sei D die Determinante der dem Element G entsprechenden Sub- 
stitution (1). Dann folgt aus G/= 1: D’=1 (mod 6), wiahrend nach 
dem Fermatschen Satze D’-'=1 (mod b) ist, mithin D=1 fiir 6 >1, 
weil g nur durch solche Primzahlen teilbar ist, nach deren Modul b zum 
Exponenten # gehért, und weil demnach g und b — | teilerfremd sind. 


§ 2. 


Auf die weiteren Folgerungen, die sich aus den vorstehenden Unter- 
suchungen in bezug auf die homogene Hneare Kongruenzgruppe ziehen 
lassen, will ich hier nicht eingehen; ich werde dieselben in einer beson- 
deren Arbeit darlegen. 

Mit Hilfe der am Schlusse von § 1 aufgestellten Siitze wird es aber 
méglich sein, die bereits in der Einleitung erwihnte Aufgabe zu erledigen: 


*) auBer 8 und 1. 
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Alle Gruppen zu bestimmen, welche die Eigenschaft haben, daB alle die- 
jenigen ihrer Untergruppen, deren Ordnung durch mehr als eine Primzahl 
teilbar ist, Normalteiler sind. Diese Eigenschaft kommt allen Gruppen 
von Primzahlpotenzordnung, ferner allen Abelschen und Hamiltonschen 
Gruppen zu. Es fragt sich aber, ob es noch andere Gruppen dieser Art 
gibt. Ich schicke folgenden Hilfssatz I voraus: 

Ist © eine Gruppe der hier verlangten Art und ist %& irgend eine 
von 1 verschiedene Untergruppe von @, deren Ordnung eine Primzahl- 
potenz a” ist, bedeutet ferner ® die Gruppe aller mit 2% vertauschbaren 
Elemente von @, so gibt es nur zwei Méglichkeiten, entweder ist die 
Ordnung von fi eine Potenz von a, oder & besitzt einen Normalteiler, 
dessen Ordnung eine Potenz von a ist. 

Ist nimlich die Ordnung von ® auBer durch a auch noch durch 
eine von a@ verschiedene Primzahl a’ teilbar, so ist R nach der iiber G 
gemachten Voraussetzung ein Normalteiler von ©. Andererseits ist % 
Normalteiler von R. Jede der zu & konjugierten Untergruppen in ©& ist 
infolgedessen auch Normalteiler von und hat die Ordnung a’, wihrend 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller dieser zu %& konjugierten 
Untergruppen Normalteiler von & ist. Die Ordnung des letzteren ist aber 
notwendig eine Potenz von a, weil zwei in einer Gruppe & enthaltene 
invariante Untergruppen, deren Ordnungszahlen Potenzen derselben Prim- 
zahl a sind, bekanntlich zusammen eine invariante Untergruppe von ft 
erzeugen, deren Ordnung wieder eine Potenz von a ist. Damit ist der 
Hilfssatz I bewiesen. 

Es sei jetzt a eine in der Ordnung g von & aufgehende Primzahl. 
Wir wollen sehen, was aus der Annahme folgt, daB © keinen Normal- 
teiler besitzt, dessen Ordnung eine Potenz von a ist. Es sei a* die héchste 
in g enthaltene Potenz von a, und & sei eine Untergruppe von © von 
der Ordnung a*, die nach dem Sylowschen Satze sicher existiert. 
Zufolge des Hilfssatzes I sind die Elemente von Y% die einzigen in 6, 


die mit & vertauschbar sind. Mithin besitzt YM genau - verschiedene 
konjugierte Untergruppen, welche ws 

(1) A= A, WU, A 

heiBen mégen. Je zwei dieser Gruppen %; und Y, haben einen gréSten 


gemeinsamen Teiler %;,, dessen Ordnung mit a“* bezeichnet werde. Die 
Zeiger i, k denke ich mir nun so gewihlt, daB «,, den gréStméglichen 
Wert erhalt. Nach einem bekannten Satze*) ist &,, Normalteiler einer 


*) Frobenius, ,Uber endliche Gruppen“. Berl. Sitz. 1895, p. 173; Burnside, 
»yNotes on the theory of groups of finite order“. Proc. L. M. S., vol. 26, p. 209. Der 
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in &, enthaltenen Gruppe von der Ordnung a%**’, desgleichen Normal- 
teiler einer in %, enthaltenen Gruppe von derselben Ordnung. Es gibt 
also in %; sowohl als in %, auSerhalb Y,, Elemente, die mit %,, ver- 
tauschbar sind. Ich betrachte jetzt die Gruppe aller mit Y;, vertausch- 
baren Elemente von &. Dieselbe muf, falls %,, von 1 verschieden ist, 
nach dem Hilfssatz I eine Potenz von a zur Ordnung haben, nach dem 
Sylowschen Satze also in einer der Gruppen (1), etwa in %, enthalten 
sein. Nach den soeben gemachten Bemerkungen hat aber %, mit YL; sowohl 
als mit Y&, einen Teiler gemeinsam, dessen Ordnung mindestens gleich 


gttt! 


ist. Es hitten also zwei der Gruppen (1) einen Teiler von héherer 
Ordnung als A; und %, gemeinsam. Da dies gegen unsere Annahme ver- 
stéBt, so bleibt nur tibrig, dab U;,— 1 ist, oder daB mit andern Worten 
je zwei der Gruppen (1) auBer der Einheit kein Element gemeinsam 
haben kénnen, falls © keinen Normalteiler besitzt, dessen Ordnung eine 
Potenz von a ist. Die Gruppen von (1) enthalten fiir diesen Fall ins- 
gesamt genau 


(2) (a*—1)-%=g-—4 
a a 


von 1 verschiedene Elemente, die alle eine Potenz von a zur Ordnung 


haben. Ihre Anzahl ist = q, falls a= 2, « =1 ist, sonst aber gréBer 
als g — : = 4. 
Bedeutet b eine andere in g aufgehende Primzahl, so wiirde aus der 


Annahme, daf & keinen Normalteiler von der Ordnung b* (6’>0) besiiBe, 
geschlossen werden kénnen, daB G fiir b= 2, 6B =1 genau a ; 
mehr als é. Elemente enthielte, deren Ordnung eine Potenz von b ist und die 


sonst aber 


daher von den Elementen der Gruppen (1) verschieden sein miiBten. Mit 
diesen zusammen wiirden sie, da sicher eine der beiden Primzahlen a, b 
von 2 verschieden ist, mehr als g Elemente ausmachen, wahrend & nur g 
verschiedene Elemente enthilt. Daraus folgt: 

Hilfssatz Il. Ist g=a*b’c’-.--, wo a,b,c,--- voneinander ver- 
schiedene Primzahlen sind, die Ordnung einer Gruppe der hier betrachteten 
Art, und ist in © kein Normalteiler enthalten, dessen Ordnung eine 
Potenz von a ist, so besitzt © einen Normalteiler, dessen Ordnung eine 
Potenz von b ist, ebenso einen solchen, dessen Ordnung eine Potenz 
von ¢ ist usw. 
benutzte Satz lautet: ,Jede in einer Grappe & von Primzahlpotenzordnung a® ent- 
haltene Untergruppe von der Ordnung a” (a <<) ist Normalteiler einer in & ent- 


haltenen Untergruppe von der Ordnung a® +?“ 
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Hilfssatz II. Hat eine Gruppe @ der hier betrachteten Art die 
Ordnung a*b’, wo a und b zwei verschiedene Primzahlen sind, und besitzt 
© keinen Normalteiler, dessen Ordnung eine Potenz von a ist, so enthilt 
® einen Normalteiler von der Ordnung b?. 


Denn aufer der Einheit und den g — 4 =g— 0? Elementen unter 
i 
(2) kann @ nur noch b’ — 1 andere Elemente enthalten. 

Fiir den Fall, daB g durch mehr als zwei verschiedene Primzahlen 
teilbar ist, darf nach dem eben bewiesenen Satze angenommen werden, 
daB G Normalteiler B’, C’,--- von der Ordnung b’’, c”,--- besitzt. Jede 
Untergruppe &%° von @ von der Ordnung a“ bildet dann mit Q’ einer- 
seits, mit ©’ andererseits zusammen zwei Gruppen YS’ = BA und 
WC’ = CA’, deren Ordnungen a*’ b’ bezw. a*’c” sind und die den Durch- 
schnitt Yt haben. Nach der iiber & gemachten Voraussetzung sind die- 
selben Normalteiler von &, das gilt also auch von Y’. Ist jetzt B” irgend 
eine Untergruppe von ©, deren Ordnung eine Potenz von b ist, so folgt 
aus der Betrachtung der Gruppen 8’ 2%’ = Y’B” und B’C'= CB", dab 
B” Normalteiler von © ist. So zeigt sich, daB jede Untergruppe von G, 
die zur Ordnung eine Primzahlpotenz hat, invariant ist. Dann muB iiber- 
haupt jede Untergruppe invariant sein, und es gilt der Satz: 

Ist die Ordnung einer Gruppe der hier betrachteten Art durch mehr als 
zwei Primzaklen teilbar, so mu diese eine Hamiltonsche oder Abelsche sein. 

Es ist also jetzt noch der Fall zu erledigen, daf 

g = a* b? 

ist. Ich nehme zunichst an, daB & einen Normalteiler XY’ von der Ord- 
nung «“ (0<«’<e«) und ebenso einen Normalteiler 8’ von der Ordnung 
b (0O< p<) enthilt. Dann muB jedes Element von Y%’ mit jedem 
Element von 8’ vertauschbar sein, weil 2%’ und 8’ kein Element auBer 1 
gemeinsam haben. Nach dem Cauchyschen Satze besitzt ’ eine Unter- 
gruppe %” von der Ordnung a, 8’ eine Untergruppe 8” von der Ord- 
nung b. Jedes Element von &” ist mit jedem Element von 8” ver- 
tauschbar. Das direkte Produkt von A” und B” hat die Ordnung a-b, 
ist also nach unserer Voraussetzung Normalteiler von G, folglich sind 
auch %” und $8” Normalteiler von G, weil YX” und B” die einzigen in 
dem direkten Produkt enthaltenen Untergruppen von der Ordnung a 
bezw. 0b sind. 

Man nehme jetzt an, daB a die kleinere der beiden Primzahlen a 
und } ist. Es bedeute dann 8 eine Untergruppe von © von der Ord- 
nung 6’ und B irgend ein Element aus %, seine Ordnung sei hb’; R be- 
zeichne ein Element des zyklischen Normalteilers &”, dann muB sein: 


BRB=R, 
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und fiir beliebige ganzzahlige Werte von 6 





2 
; B-°RB°= R”. 
; Fiir 6 = b’ folgt hieraus ; 
vy” =1 (moda), t 
, weil R* = 1 ist. Nach dem Fermatschen Satze ist aber »*-1=1 (mod a), 
folglich v= 1, da a<b und deswegen b zu a — 1 teilerfremd ist. Es | 
ist also jedes Element von 8 mit R vertauschbar. 8 und R erzeugen 
daher zusammen eine Gruppe von der Ordnung ab’, die das direkte 
' Produkt der Gruppe 8 und der durch FR erzeugten zyklischen Gruppe 2” 


ist und die nach unserer Voraussetzung Normalteiler von © sein muB. 
Hieraus folgt weiter, daB jeder Faktor des direkten Produktes, also B 
selbst Normalteiler von © ist. Diese Eigenschaft kommt auch jeder 
Untergruppe von 8 zu, wie genau ebenso zu erweisen ist. Hiernach ist 
jede Untergruppe von % invariant, folglich muB 8, da b> a, also von 2 
verschieden ist, eine Abelsche Gruppe sein. 

Da 8 Normalteiler von G und deswegen nach dem Sylowschen Satze 
die einzige Untergruppe von & von der Ordnung 0? ist, so ist B” in ihr 
enthalten. Es sei jetzt D irgend eine Untergruppe von & von der Ord- 
nung a9(0<d<a). Die durch 8” und D erzeugte Gruppe 


G = DY” = Y"D 


hat die Ordnung a’-b, ist also nach unserer Voraussetzung Normalteiler 
von &; ihr gréBter gemeinschaftlicher Divisor mit B ist 8”. Nach einem 


bekannten Satze sind daher die Elemente der Gruppe omit jedem Ele- 


B”’ 
ment der Gruppe bd vertauschbar. Bedeutet also D irgend ein Element 
von D, B irgend ein Element von %, so muf sein 
BDS" _ DBS" 
oder 
D-'BD = BB’, 


wo B” ein Element von 8” ist. Durch Erheben beider Seiten dieser 
Gleichung auf die b* Potenz ergibt sich 
D'BD= BP, 

weil B” und B als Elemente der Abelschen Gruppe 8 miteinander ver- 
tauschbar sind und B”’’=1 ist. Es miissen also alle Elemente von D 
mit B° vertauschbar sein. Wire B’ von 1 verschieden, so miiBte das 
direkte Produkt von D und der durch die Potenzen von B’ gebildeten 
zyklischen Gruppe Normalteiler von © sein, weil seine Ordnung durch 
beide Primzahlen a und b teilbar wire. Dann wiirde aber folgen, daB 
auch D als Faktor des direkten Produktes Normalteiler von G, also G 
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eine Hamiltonsche oder Abelsche Gruppe wire, weil jede Untergruppe 
von @ von Primzahlpotenzordnung invariant wire. Mithin ist B’= 1. 
Die durch B erzeugte zyklische Gruppe ist als Untergruppe von 8 Nor- 
malteiler von ©, sie erzeugt daher mit D zusammen eine Gruppe, welche 
die Ordnung a*b hat und deswegen nach unserer Voraussetzung Normal- 
teiler von © ist. Diese Gruppe wiirde, falls B nicht in 8” enthalten 
wire, mit @ den Durchschnitt D haben, D also Normalteiler von ©, mit- 
hin @ eine Abelsche oder Hamiltonsche Gruppe sein. Daher ist jedes 
Element B aus 8 in 8” enthalten, d. h. 8’=%, also B=1, g = ab, 
@ = D¥ = SD. 

Bedeutet nun Y& eine D enthaltende Untergruppe von & von der Ord- 


nung a‘, so ist 6 = AB = BA, und D ist Normalteiler von A, weil . 
= W ein- 
stufig isomorph zu + ist. Alle Untergruppen von %& sind also invariant, 
d. h. & ist eine Abelsche oder Hamiltonsche Gruppe. 

Ich betrachte jetzt die Gruppe ® aller Elemente von A, die mit den 
Elementen von % vertauschbar sind. Ihre Ordnung sei a’. Als Unter- 
gruppe von & ist $ eine Abelsche oder Hamiltonsche Gruppe. Das 
direkte Produkt von R und B heive §. Offenbar ist jedes Element von 
§ mit jedem Element von $ vertauschbar, weil es die Form RF’ B’ = BR 
hat, wo FR ein Element aus ® bedeutet. AuBerhalb 9 gibt es keine 
Elemente in &, die mit den Elementen von % vertauschbar sind. Denn 
jedes Element von & hat die Form AB’, wo A ein Element von & ist; 
wenn dasselbe also mit B vertauschbar sein sollte, so miiBte A diese 
Eigenschaft haben und demnach zu % gehéren. Die Gruppe 

H = KB = BR 

von der Ordnung a") enthilt also genau die Elemente von ©, die mit 
den Elementen von 8 vertauschbar sind. Da § als direktes Produkt 
zweier Abelschen oder Hamiltonschen Gruppen selbst eine Abelsche oder 
Hamiltonsche Gruppe ist, so muB & von  verschieden sein. § ist aber 
auch von %, und somit {i von 1 verschieden, weil, wie oben gezeigt wurde, 
das Element R von der Ordnung a mit allen Elementen von $8 vertausch- 
bar ist. 

Transformiert man die Elemente von 8 mit einem Element. A, von 
YU, so entsteht ein Isomorphismus von % in sich. Alle Elemente des 
Komplexes A, rufen denselben Isomorphismus hervor. Sind ferner A, 
und A, irgend zwei Elemente von %, denen derselbe Isomorphismus von 
% entspricht, so entspricht Ay!A, der Isomorphismus 1, d. h. Ay'A, ge- 
hért der Gruppe R, also A, dem Komplexe A,® an. Die zu  kom- 


Normalteiler von . und weil ferner D einstufig isomorph zu 
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plementire Gruppe = deren Ordnung a*~" ist, ist daher einstufig iso- 


morph zu einer Untergruppe der Isomorphismengruppe von 8. Da diese 
Isomorphismengruppe zyklisch ist und die Ordnung b—1 hat, so muB 


die Gruppe f ebenfalls zyklisch, ihre Ordnung ein Teiler von b — 1 sein. 


w 


Das erzeugende Element von 5, heibe AR, wo A ein Element aus © ist 


und die Eigenschaft besitzt, daB seine a*~"** Potenz, aber keine niederere, 
in ® enthalten ist. Dann miissen die Bedingungen erfiillt sein 

(3) A'*BA=B; A*B A= 3B", 

wobei v eine Zahl ist, die (mod. b) zum Exponenten a*~" gehért. 

Hat also eine Gruppe der verlangten Art die Ordnung g = a*b?, wo 
a und b Primzahlen sind (a <b), und besitet sie einen Normalteiler, dessen 
Ordnung eine Potenz von a ist, ebenso einen Normalteiler, dessen Ordnung 
eine Potenz von b ist, so mug B =1, also g =a*%b sein; © enthilt dann 
einen Normalteiler 8 von der Ordnung b und eine Untergruppe U von der 
Ordnung a*, die eine Abelsche oder Hamiltonsche Gruppe ist und die einen 
von ML und 1 verschiedenen Normalteiler R besitet, dessen Elemente mit 
jedem Element von 8 vertauschbar sind und dessen komplementire Gruppe 
= zyklisch ist. Die erzeugenden Elemente B von 8 und AR von ¥ sind 
durch die Gleichung (3) verbunden. 

Ich betrachte zunichst den Fall weiter, daB & eine Abelsche Gruppe 
ist. Man kann sich die Basis von % so gewihlt denken, daB A eines 
ihrer Elemente ist, weil & kein Element enthalten darf, von welchem A 
die a‘® Potenz ist. Setzt man 
(4) Ase" As OSn<e 
und definiert die Gruppen ® und % durch die Gleichungen 


ples (¢@=1, 2,---, 0); B=1 
(5) :4,A,=A,A,;, BA,= A,B; (i,k =1, 2,---, @) 

+O t +a =y 
und fiigt noch die Bedingungen hinzu 
(6) AA, = A;A; G=1, Roo % 9), 
so wird durch die Gleichungen (3) bis (6) eine Gruppe der verlangten Art 
von der Ordnung a*b definiert, falls a und b Primzahlen sind und v zum 
Exponenten a*-" (mod. b) gehért. Jedes Element derselben kann auf die 
Form gebracht werden 
(7) A’ Aj’ Az +++ Age B. 
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Zwei Elemente setzen sich nach der Regel zusammen 
(8) (A* Aj! A --- Age BY) (A* A? AF --- Age B’) 
aa Mite Bete gmtn a. Azer BY tH 


Es ist noch zu zeigen, daB die so definierte Gruppe © wirklich die 
verlangte Eigenschaft hat, daB also jede Untergruppe & von @ von der 
Ordnung a“b(0 <a’) imvariant ist. Die durch B erzeugte zyklische 
Gruppe 8 von der Ordnung b ist zufolge der Bedingungen (3) und (5) 
Normalteiler von &. Die Gruppe G’ enthalt nach dem Sylowschen Satze 
eine Untergruppe von der Ordnung 6, die, da sie auch Untergruppe von 
@ ist, G aber nur eine einzige Untergruppe von der Ordnung ), niimlich 
%, besitzt, mit B identisch sein muB. Denkt man sich jedes Element 
von © in der Form (7) geschrieben, so wird zufolge (8) jedes Element 
G’ aus &’ von irgend einem Element von & in ein anderes transformiert, 
das sich von G nur durch den Exponenten unterscheiden kann, den das 
Element B hat, also, da die Potenzen von B der Gruppe &’ angehéren, 
wieder in ein Element von @’, d. h. & ist Normalteiler von &. 

Ist v eine Zahl, die (mod. 6) zam Exponenten a*~" gehért, so ist 
bekanntlich jede andere derartige Zahl v’ in der Form darstellbar vr’ =v’, 
wo r relativ prim zu a@ ist. Nimmt man A’ i= A’ als erzeugendes 


Element von ss so ist zufolge (3) A’-'BA’ = B”. Daraus erkennt man, 


daB alle méglichen Werte v zu derselben Gruppe fiihren. 
Es sei jetzt & eine Hamiltonsche Gruppe, also das direkte Produkt 
der Quaternionengruppe 0 und einer Abelschen Gruppe %& von der Ord- 


nung 2*-*, deren simtliche Elemente die Ordnung 2? haben. Q sei durch 
die Gleichungen definiert 


(9) Q,7 = Q,7 = Q; Q@ = 1; 2% = 1% ¢- 


Da ba zyklisch ist, aber 0 nicht zyklisch ist, so mu ein von 1 verschie- 


denes Element von 0, also auch dessen Quadrat der Gruppe  angehéren. 
Da aber das Quadrat eines in 2 enthaltenen von @ und 1 verschiedenen 
Elementes = Q ist, so gehért @ der Gruppe R an. Nun ist aber das 
Quadrat von A, wie das jedes Elementes aus & gleich @Q oder 1, folglich 


hat = die Ordnung 2. Von den Elementen Q,, Q,, Q; Q, gehért wenigstens 
eins der Gruppe ® an. Sind namlich Q, und Q, nicht in R enthalten, 
so folgt, da a von der zweiten Ordnung ist, Q,9—Q,R, und daher 


Q7R = 9, KR oder R= Q,Q,R. Man kann sich die Bezeichnung so 
gewahlt denken, daB Q, jedenfalls der Gruppe ® angehért. 
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Gehért dann auBerdem noch Q, zu R,.so ist O ganz in R enthalten. 
Da alsdann die Abelsche Gruppe &’ nicht auch in R enthalten sein kann, 
so kann man fiir A ein in Y’, aber nicht in ® enthaltenes Element 
nehmen. Dann ist 


(10) pee 
und 
(11) A-'BA = B-'; A-*t B® At = Bo -, 


Durch die Gleichungen (9) bis (11) wird dann zusammen mit den folgenden 


AJ=1; A,A;=A,A,; (i,k=1,2,---,a—4) ' 

AA, pas A,A; AQ, ar Q,4; Q.4, = 7" E* 1,2,- ; ah 
B=1; BQ=Q,B; BA,=A,B k=1,2 

b eine ungerade Primzahl 


eine Gruppe der verlangten Art von der Ordnung 2*-b definiert, deren 
allgemeines Glied die Form 


(13) A’ A" AS... A749" Q™ Q" B 
hat, und in welcher sich zwei Elemente nach der Regel zusammensetzen: 
(14) (4° A -.- AR* QM QS Q'B’) ("Ay «+ Az* Qt Qh QB’) 


2%+2,' 


2+(—1)"’ +2’ 
1 s 


al Fal A as Aves fone ¢* aia ” oben B 

Jede Untergruppe ©’ der so definierten Gruppe © von der Ordnung 
a*b (0<a’) enthilt, wie sich ebenso zeigen lift wie im vorigen Falle, 
die durch B erzeugte zyklische Gruppe 8 als Normalteiler. Die zweite 
Potenz eines in der Form (13) geschriebenen Elementes G aus © ist 
zufolge (10), (12) und (14) gleich 


Qn +Y¥otn “Yo Be: (-1” +e 


Die Ordnung von G ist also dann und nur dann durch 4 teilbar, wenn 
wenigstens eine der Zahlen y,, y, ungerade ist, in diesem Falle ist 
G= QB -’+*, Enthilt also & ein Element, dessen Ordnung durch 
4 teilbar ist, so muB Q zu GW gehdren. Ist nun G’ irgend ein Element 
von & und G” ein zu G’ konjugiertes Element in ©, und stellt man 
beide in der Form (13) dar, so unterscheiden sich beide zufolge (14) nur 
durch die Exponenten, welche Q und B haben; G” gehért mithin auch 
zu &’, weil Q und B Elemente von ©’ sind, d. h. @ ist Normalteiler 
von &. Enthalt aber G kein Element, dessen Ordnung durch 4 teilbar 
26* 
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ist, so hat, weil dann y, und y, fiir jedes Element G’ von ©’ gerade 
sind, dieses die Gestalt 
G=AA*.--A "OB. 
Ein zu G’ konjugiertes Element in & unterscheidet sich von G’ nur durch 
den Exponenten von B, gehért also ebenfalls G’ an, weil B ein Ele- 
ment aus @’ ist. In jedem Falle ist also G Normalteiler von G, mithin 
@ eine Gruppe der verlangten Art. 
Es sei jetzt Q, nicht in ® enthalten. Dann muB sein 


(15) Q'BQ, = Bo; QB = Bee. 

Die Gleichungen (9) und (15) mit den folgenden zusammen 
Aj=1; A,A,=A,A,; (i,k—1,2,---,a—3) 

(16) {4,90.=9,4; B’=1; A,B=BA,; (¢=1,2,---,a@—3; k=1,2) 
QB — BQ, 


wo b eine ungerade Primzahl bedeutet, definieren eine Gruppe der verlangten 
Art von der Ordnung 2“-b, deren allgemeines Glied die Form 


(17) QO; 9 A! Ay. ASB 
hat, und in der sich zwei Elemente nach der Regel zusammensetzen: 
(18) (QI Qf @"4;"--- A=*5°B’) (Ql Qf Qs Ay --.A2*5° B’) 
nth AYotye’ 
— Q, Q, 
Da die zweite Potenz des Elementes (17) nach (16) und (18) gleich 

Qu +%tnve Be (-IM+2 
ist, so gestaltet sich der Beweis, daB die so definierte Gruppe von der 
verlangten Art ist, ebenso wie im vorigen Falle. 

Es bleibt nun noch der Fall zu erledigen iibrig, in welchem & nicht 
gleichzeitig Normalteiler von den Ordnungszahlen a® und 6? enthilt. Ich 
will annehmen, da8 @ keinen Normalteiler besitze, dessen Ordnung eine 
Potenz von a ist; dann enthilt © nach Hilfssatz UI einen Normalteiler 8 
von der Ordnung b’. Bezeichnet man eine der Untergruppen von @, deren 
Ordnung gleich a* ist, mit A, so ist G6 = AB = BA. 

Ein Element A aus % darf mit keiner echten Untergruppe ¥’ von 8 


vertauschbar sein. Denn andernfalls wiirde A mit 8’ zusammen einen 
Normalteiler ©’ von © erzeugen, der mit 8 den Durchschnitt 8’ hitte, 


or ni Ft +2,’ 


z- (-ai’ +2’ 
1 ° 


Seo te .. 
aii 


welcher demnach ebenfalls Normalteiler von © wire. hd hatte dann die 


Normalteiler Hd und 7 welche nur das Einheitselement 8’ miteinander 
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gemeinsam hitten. Folglich miiBten die Elemente von 4 mit denen von M4 


vertauschbar sein. Da die Ordnung von $ eine Potenz von a, die von 


Hs eine Potenz von ) wire, so miiBte das direkte Produkt der Gruppen 
. und > ein Element von der Ordnung a-b enthalten. Daraus wiirde 
aber folgen, daB & ein Element enthielte, dessen a - b* Potenz die erste 
in 8’ enthaltene Potenz, dessen Ordnung also von der Form ab’ (0< 1) 
wire. Die Potenzen desselben wiirden einen zyklischen Normalteiler von G 
darstellen, dessen einzige Untergruppe von der Ordnung a Normalteiler 
von & sein miiBte. Es darf also A nicht mit $8’ vertauschbar sein. 

Nun besitzt 8 wie jede Gruppe von Primzahlpotenzordnung Elemente, 
die mit allen Elementen dieser Gruppe vertauschbar sind. Alle diejenigen 
unter ihnen, deren Ordnung gleich 6 ist, bilden eine invariante Untergruppe 
von %, die, da sie einzig in ihrer Art ist, auch Normalteiler von @ sein 
muf. Daraus folgt, daB 8 eine Abelsche Gruppe sein muB, deren simt- 
liche Elemente die Ordnung }b haben, weil andernfalls die Elemente von 
® mit einem echten Teiler von 8 vertauschbar wiren. 

Da 8 Normalteiler von @ ist, so gilt fiir jedes Element A von 
die Gleichung 


(19) A *(By B+ Bi?) A = BY BP... Bee, 
wo B,, B,,---,.B;_, eine Basis von B bedeutet und 
fy =Cy% tet +--+ Co,8-1% 3-19 
(20) 4! SCeh +4 +--+ C1, 6-12 8-1» (mod 6) 


, =f 
9-1 = €3_1,0% + Cgaya% FF p-1, 8-12-14 


ist. Dabei entspricht keinen zwei Elementen A und A’ dieselbe Sub- 
stitution (20), weil sonst A~’A’ die Einheitssubstitution entsprechen wiirde, 
d. h. A-*A’ mit allen Elementen von $ vertauschbar wire. Demnach 
ist © ein Teiler der holomorphen Gruppe von %, und & kann als Teiler 
der in §1 mit 2 bezeichneten Gruppe angenommen werden. Weil die 
Ordnung von & eine Primzahlpotenz und jedes der Elemente von & auBer 
der Einheit mit keiner Untergruppe von 8 auBer mit 8 und 1 vertausch- 
bar ist, so ist M& mach dem in § 1 bewiesenen Satze zyklisch, und die 
Primzahl a muB der Bedingung geniigen, daB b (mod a) zum Exponenten B 
gehért und daB a* in b? —1 aufgeht. Zu den bereits aufgezihlten drei 
Typen der hier betrachteten Gruppenart kommt also noch ein vierter Typ 
hinzu. Es gilt der Satz: 
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Sind a und b zwei Primzahlen und gehdrt b nach dem Modul a zum 
Exponenten B, ist ferner B eine durch die Relationen 


(21) Be=1; BB,= BB; @,k=0,1,--6—1) 


definierte Abelsche Gruppe, so bestimmen die Gleichungen (19) bis (21) und 
die Gleichung 
(22) A“ =1 


eine Gruppe der verlangten Art von der Ordnung a*b’, falls a* in b?—1 
aufgeht und die Substitution (20) die Ordnung a* hat. 

Die Existenz einer durch die Gleichungen (19) bis (22) definierten 
Grappe @ ergibt sich unmittelbar aus den in § 1 gefiihrten Unter- 
suchungen als Untergruppe der holomorphen Gruppe von %. Aus den- 
selben geht auch hervor, daB die von 1 verschiedenen Potenzen von A 
mit keinem echten Teiler von § vertauschbar sind, weil die Substitution 
(20) die Ordnung a* haben soll und b (mod a) zum Exponenten f gehirt. 
Diese Bedingung erfiillt iiberhaupt jedes nicht zu 8 gehérige Element 
von @, weil man sich dasselbe durch Komposition aus einem Element 
von 8 und einem Element von % entstanden denken kann. Es ist auch 
leicht ersichtlich, daB die Ordnung von © gleich a*b? ist. Es ist aber 
noch nachzuweisen, daB alle Untergruppen von © von der Ordnung 
a* b* (0<«; 0<f’) invariant sind. Es sei ©’ eine solche Untergruppe. 
Nach dem Sylowschen Satze besitzt dieselbe eine Untergruppe 8’ von 
der Ordnung 6’, die auch Teiler von G und infolgedessen, da 8 die 
einzige in © enthaltene Untergruppe von der Ordnung 0b’ ist, Teiler von 
% ist. Auch die zu 8’ konjugierten Untergruppen in ©’ und somit deren 
kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches ©, das Normalteiler von ©’ ist, 
miissen in % enthalten sein. Weil aber kein Element von © aufer- 
halb $ mit einer echten Untergruppe von 8 vertauschbar sein darf, 
so muBb C= B=, fp’ =8B sein. Nun hat jedes Element von & die 
Form A&B, wo B ein Element von & ist; das aus zwei Elementen Ae B 
und A® B’ zusammengesetzte Element ist = Ae*¢ B”, wo B’ ein durch (19) 
und (20) wohlbestimmtes Element von 8 ist. Ist daher G’= A¢B ein 
Element aus ©’, so hat jedes zu G’ in © konjugierte Element die Gestalt 
A¢B’, wo B’ ein Element aus 8 ist, gehért mithin der Gruppe ©’ an, 
weil 8 in W enthalten ist, d. h. W ist Normalteiler von ©. 

Die Basis von $ 1aBt sich zweckmiBig wihlen, indem man 


(23) B,= ABA; (¢=0,1,---,B—1) 


nimmt. Setzt man dann 


-8 B Yo ar re 
(24) B,= A‘ BA =B, B,--- B,* 


p-1? 
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so hat die Substitution (20) die Gestalt 


4 = + 7231, 
4, =% + 1,25 1, 
r mod b 
(25) r™ > ay + "929-15 ( ) 
4.1= 2p_9 + 13-1 43_1- 
Da die Determinante derselben nach § 1 =1 (mod d) ist, so folgt 
(26) ry =(—1)*-" (mod dD). 


Die tibrigen Zahlen 7,,7,,---,7;_, sind durch die Bedingung zu bestim- 
men, daf die Ordnung der Substitution (25) gleich a* ist. Ihre Berech- 
nung ist zufolge § 1 stets ausfiihrbar. Die Bestimmung ist aber nicht 
eindeutig. Es wird mehrere Substitutionen (25) geben, die den verlangten 
Bedingungen geniigen, sie fiihren aber alle zu derselben Gruppe G, wie ich 
jetzt zeigen will. 

Es sei nimlich § die holomorphe Gruppe von 8 wie in § 1. Zwei 
verschiedenen Substitutionen (20) oder (25) entsprechen dann in § zwei 
verschiedene Elemente A und A’ von der Ordnung a*, welche die zyklischen 
Gruppen % und YL’ erzeugen mégen. Die héchste in b?—1, also in der 
Ordnung von § aufgehende Potenz von a sei a*. Dann ist nach dem 
Sylowschen Satze jede der Gruppen % und Y%’ in einer Untergruppe von 
von der Ordnung a* enthalten, & in A, A’ in A’, wobei W und A’ kon- 
jugiert sind. Es sei & — H-*MUH, wo H ein gewisses Element von § 
bedeutet. Nun sind die Gruppen & und Y nach § 1 zyklisch, enthalten 
also jede nur eine einzige zyklische Untergruppe von der Ordnung a’, 
folglich ist auch &’ = H-*UH, weil U in A, also HUH in HUA, 
d. h. in & enthalten ist, und daher H-'AH= A’’, wo vy relativ prim 
zu a ist. Ohne Kinschrinkung der Allgemeinheit kann man vy =1 annehmen, 
da A’ und $ dieselbe Gruppe erzeugen wie A’” und 8. Ist aber 

A'= H-'AH 
und entspricht dem Element A die Substitution (20) oder (25), wird ferner 
AH” BH= B;; (i=0,1,---,B—1) 
geseizt, so folgt aus der Gleichung 


-1 ——_ " z Sd 2’ 
A '(BY BY... Byt-3) A = BY By --- Byes 
durch Transformation beider Seiten mit H: 
,7i 790 apt a0 ™ gl ay ae 
A"( By” BU... B83) A = Be” BY... BPS. 
Die durch die Elemente A und B, (i=0, 1,---, 8—1) erzeugte Gruppe G 









| 


400 E. Wenpr. Verallgemeinerung der Hamiltonschen Gruppen. 


ist daher einstufig isomorph zu der durch A’ und B, erzeugten Gruppe ’, 
wie man erkennt, wenn man den Elementen A und B, aus & die Ele- 
mente A’ und B; aus &’ zuordnet. 

SchluBsatz: Gruppen, welche die LEigenschaft haben, daB jede in 
ithnen enthaltene Untergruppe, deren Ordnung durch wenigstens zwei ver- 
schiedene Primzahlen teilbar ist, invariant ist, miissen, wenn in ihrer Ord- 
nung mehr als zwei verschiedene Primzahlen aufgehen, Abelsche oder 
Hamiltonsche sein. An Gruppen dieser Art, deren Ordnung durch genau 
zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist und die nicht Abelsche oder Hamil- 
tonsche Gruppen sind, gibt es vier Typen: 

1) Gruppen von der Ordnung a*b, definiert durch die Gleichungen (3) 
bis (6), 

2) Gruppen von der Ordnung 2%b, definiert durch die Gleichungen (9) 
bis (12), 

3) Gruppen von der Ordnung 2%b, definiert durch die Gleichungen (9), 
(15) und (16), 

4) Gruppen von der Ordnung a*b?, definiert durch die Gleichungen 
(19) bis (22). 

Zwei Gruppen der ersten Art sind dann und nur dann einstufig isomorph, 
wenn in beiden die Zahlen a, b, «, y, «; die gleichen sind; zwei Gruppen der 
zweiten Art, ebenso zwei Gruppen der dritten Art sind dann und nur dann 
einstufig isomorph, wenn in beiden die Zahlen b und «a die gleichen sind; 
zwei Gruppen der vierten Art sind dann und nur dann einstufig isomorph, 
wenn in beiden die Zahlen a,b, «, B die gleichen sind. - 










































Freiherr v. Turenmann. Zerlegung von Zahlen. 


Die Zerlegung von Zahlen mit Hilfe periodischer Kettenbriche. 
Von 


Freiherrn M. v. TuHre~MAnn in Berlin. 


Die Darstellung der Quadratwurzel einer ganzen Zahl als Kettenbruch 
bietet die Méglichkeit, mit gewissen Beschriinkungen eine jede Zahl, die aus 
mindestens zwei voneinander und von der 1 verschiedenen Primfaktoren 
zusammengesetzt ist, in zwei Faktoren zu zerlegen. Die Untersuchung des 
hierzu einzuschlagenden Verfahrens geht aus von der Pellschen Gleichung: 


&—D-wWw=—+1. 


Die Gleichung ist mit doppeltem Vorzeichen zu schreiben, und es ist 
ihre Auflésung in niedrigsten Zahlen fiir die weitere Rechnung zu be- 
nutzen. 

Typus einer Zahl D — Typ (D) — soll die Gesamtheit aller derjenigen 
Zahlen genannt werden, deren Quadratwurzeln, als Kettenbruch dargestellt, 
mit D (der niedrigsten von ihnen) die gleiche Periode mit Ausschlu8 des 
letzten Periodengliedes (Partialnenner 2-EYD) besitzen. Der Typus 
einer jeden Zahl D ist eine nach oben unendliche Reihe zweiter Ord- 
nung, von welcher jedes Glied die Form hat: 


Typ, (D) = uv? - n? + 2tn + D. 
Der Beweis hierfiir ist leicht ersichtlich, indem man EVD =x, D=y 


a 


setzt, den Kettenbruch des Typus in einen gemeinen Bruch 7 


und dann die Lésungen der diophantischen Gleichung 

(ba +a)*?=b?-y+1 
in ganzen Zahlen findet. Bei » =O wird also Typ, (D)=D; D soll 
deshalb das FuBglied des ‘Typus heiBen. 

Die Typen scheiden sich in zwei Gruppen, die nach der Anzahl ihrer 
Kettenglieder (der Partialnenner) geraden und die ungeraden; die ersteren 
entsprechen den Zahlen mit ungeradzahliger Kettenbruchsperiode der 
Quadratwurzel, die letzteren denjenigen mit geradzahliger; die geraden 


verwandelt, 
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Typen haben in ihrer Kette also nur paarige Partialnenner, wihrend die 
ungeraden in der Mitte einen unpaarigen zeigen. Dieser Unterschied ist 
fiir die Untersuchung grundlegend, denn es gehéren 

1) alle Primzahlen von der Form 4m-+1 zu geraden Typen, 

2) alle Primzahlen von der Form 4m+3 zu ungeraden Typen, 

3) die zusammengesetzten Zahlen in sehr tiberwiegender Mehrzahl 

zu ungeraden Typen. 

Zu geraden Typen gehért nur ein Teil derjenigen zusammengesetzten 
Zahlen, deren Primfaktoren von der Form 4m-+1 mit oder ohne Hinzu- 
tritt der 2 (nicht aber deren héherer Potenzen) sind; in den ungeraden 
Typen kommen dagegen Zahlen der verschiedenartigsten Zusammensetzung 
vor, so auch Produkte von lauter Primfaktoren der Form 4m-+1. 

Die Kette der geraden Typen fiihrt stets zu einer niedrigsten Lisung 
der Pellschen Gleichung mit negativem Vorzeichen; unter den Reihen- 
gliedern der geraden Typen, sowohl Fufgliedern wie Folgegliedern, er- 
scheinen Primzahlen 4m-+1 und zusammengesetzte Zahlen durcheinander. 
Die Kette der ungeraden Typen fiihrt dagegen zur Liésung der Pelischen 
Gleichung mit positivem Vorzeichen; ihr Fubglied ist teils prim von der 
Form 4m-+3, teils zusammengesetzt, wihrend ihre Folgeglieder aus- 
nahmslos zusammengesetzte Zahlen sind. 

Da bei den ungeraden Typen die Pellsche Gleichung auch so ge- 
schrieben werden kann: f — 1 = (¢+1)-(t—1) = D-u?, ist es mégiich, 
sie zur Zerlegung von Typ (D) zu benutzen. Die oben gegebene allgemeine 
Typusformel: Typ, (D) = u*?-n?+ 2in+ D laBt sich nimlich bei unge- 
raden Typen stets als ein Produkt zweier Faktoren darstellen, nach einer 
der beiden folgenden Gleichungen: 


ungerader Typ, (D) = 





2 (¢-9 + “rn)-(ae-n + gr), 
® [ET + ea): (2-at-# + ree) 
2 


Die Gleichung (A) tritt ein, sobald der unpaarige mittlere Partialnenner 
der Periode (und damit das u der Pellschen Gleichung) ungerade ist, 
die Gleichung (B), sobald er (und damit ~) gerade ist. Das obere Vor- 
zeichen gilt, wenn die Vorkette (Kettenglieder vor dem unpaarigen Mittel- 
glied) geradzahlig ist, das untere Vorzeichen bei ungeradzahliger Vorkette. 


Die Elemente Q@ und M sind aus der Kettenpruchperiode von YD mu 


entnehmen, in folgender Weise: das unpaarige Mittelglied wird mit : 








as 


T CO. tht =m & a 


—eomw =z -™s* © mH 4, 
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bezeichnet. Der unterhalb von ~- helegene Teil der Periode, mit Fort- 


lassung des SchluBgliedes =~ 2-EYD, wird in einen gemeinen Bruch 
verwandelt, dessen Zihler = P, dessen Nenner = UM gesetzt wird. Q wird 
=w-M+2P angenommen. uw ist sodann = M-Q. 

Aus diesen Formeln la8t sich die Zerlegung einer ihrer Zusammen- 
setzung nach unbekannten Zahl k auf verschiedene Weisen herleiten, wie 
an dem Beispiel k = 36343817 gezeigt werden soll. 

I. Der vollstindigste, wenn auch umstindlichste Weg bestimmt zu- 
nichst den Typus, zu welchem k gehért. Man entwickelt den Kettenbruch 
von Vk, und findet seine Periode: (Partialnenner 1, 1, 2, 1, 1, 12056). 
Die Typuskette ist also 1,1, 2,1,1. In einen gemeinen Bruch ver- 
wandelt, ist sie = = Man setzt nun an: 

(124+ 7)? = 12°-y+1, 
und findet als Lésung in kleinsten Zahlen: x=4, y=21. Die obige 
Zahl k gehért also zu Typ (21) und kann, da sie nicht Fubglied ihres 
Typus ist, keinenfalls Primzahl sein. Aus der Periode ergeben sich 
M=2, Q=6, t, =55, w= 12; wegen des geraden w tritt die Glei- 
chung (B) ein, wegen der geradzahligen Vorkette das obere Vorzeichen. 
Sonach ist 


Typ (21) = 12°. n? + 2-55-n +21 = (2-3?-n+7) - (2-28-n+3). 
Fiir das obige k wird » = 502 bestimmt, und dies ergibt: 
i: = 36 343 817 = (18-502 + 7) - (8-502 + 3) = 9048 - 4019. 
Beide Faktoren sind Primzahlen, und um die Zerlegung auf dem gewéhn- 


lichen Wege durchzufiihren, hiitte es des Versuches mit den 553 Prim- 


zahlen < 4019 bedurft. 

Bei der Aufsuchung des Typus ist iibrigens ein Irrtum zu vermeiden, 
der am besten an einem Beispiel erliutert wird. Viele Zahlen haben, 
gleich der Periode der Zahlen von der Form m* + 1, in ihrer Typuskette 
ein einziges Glied, wie z. B. 39 die 4. Setzt man nun die Gleichung an: 
(4a+1)* = 16y +1, so erhilt man y = 2? + a Nihme man hier das 
niedrigste = 2, so wiirde y= 5. Das wiire aber unrichtig, denn D=5 
hat die 4 zwar als einzigen Partialnenner in seiner Kettenbruchperiode, 
nicht aber in seiner Typuskette; diese besitzt vielmehr gar kein Glied, 
indem die Kettenbruchperiode nur aus dem der Typuskette nicht mehr 
angehérigen SchluBgliede = 2E)YD besteht. Es muB im vorliegenden 
Falle vielmehr 2 = 4 angenommen werden, und dies fihrt auf 18 als 
Fufglied des Typus, zu welchem 39 gehért. 
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Il. Einfacher gestaltet sich die Rechnung, wenn von der Aufsuchung 
des Typus abgesehen wird, weil dann die Léisung der diophantischen 
Gleichung entfallt. Man beschrinkt die Produktformel auf die rechten 
Halften der beiden Faktorenformeln, und setzt in deren Ziahler an Stelle 
von tp das zu k gehérige ¢, ein. Fiir die Zahl k = 36 343 817 stellt sich 
beispielsweise die Rechnung so: 


M=2, Q=6, t, = 172343, 
Gleichung (B), oberes Vorzeichen, also: 


_ 72344 72342 


k= ‘op 5 = 9043 - 4019. 


Ill. Die Rechnung lit sich noch weiter vereinfachen, indem die bei 
langeren Perioden miihsame Berechnung von ¢, vermieden wird. Das Er- 
gebnis ist dann ein angenihertes, aus welchem aber die gesuchten Faktoren 
mit voélliger Sicherheit zu entnehmen sind. Wenn nimlich, nach der 
Rechenweise Il, k in f-g zerlegt wird, so ist nach den gegebenen Glei- 
chungen, jenachdem w ungerade oder gerade ist: 


t+l1=M?.f, t#1=@-g 


oder: 
2 
t+1—2M?-f, tF1=L 4; 
also ist / — - +2 oder = A +4, wo 2 einen im Vergleich zu den 
g = M* sme” g 


iibrigen in Rechnung stehenden Gréfen sehr kleinen Wert haben mu. 
Somit kann z vernachliissigt werden, ohne daB die bei der nachfolgenden 
“Rechnung gefundenen f und g sich von ihrem wahren Werte als ganze 
Zahlen wesentlich unterscheiden. Man setzt also naiherungsweise 

cE ae an 

cw Oe ie 
Da f-g=k, so ist anniherungsweise f= ¢ -Vk oder = s -Vk, je 
nach der Beschaffenheit des mittleren Partialnenners. Praktisch gestaltet 
sich diese Berechnungsweise so: Um Teiler der Zahl & zu finden, ent- 
wickelt man die Kettenbruchperiode von Yk bis einschlieBlich des un- 
paarigen mittleren Kettengliedes, und findet daraus die Zahlen M und Q. 


Dann ist die der GréBe ‘ - Vk (beziehungsweise a.” - Vk) absolut niichst- 


gelegene ganze Zahl oder, bei sehr niedrigem M und Q, eine von deren 
beiden Nachbarzahlen der gesuchte eine Teiler von k; der andere ergibt 
sich durch Umkehrung der Gleichung. Je linger die Periode und je 
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gréBer die Partialnenner sind, desto mehr sind die so gefundenen Teiler 
ihrem wahren Werte angenihert. Fiir k = 36343817 ergibt diese Rech- 
nung beispielsweise: k = 9042,87--- mal 4019,05---, also trotz kurzer 
Periode und niedriger Partialnenner ein fast genaues Ergebnis. 


IV. Es gibt noch einen anderen Weg, um unter Vermeidung der 
Ausrechnung von ¢, einen Faktor von D zu finden. Lést man aus der 
Kettenbruchsperiode von YD -denjenigen Kettenbruchteil heraus, der 
zwischen dem Anfangsgliede und dem unpaarigen Mittelgliede (mit Aus- 
schlu8 dieser beiden) belegen ist, verwandelt diesen Kettenbruchteil in 
einen gemeinen Bruch und nennt dessen Nenner R, so ist: 


bei ungeradem mittlerem Partialnenner der Periode: a ae 
bei geradem mittlerem Partialnenner der Periode: 2-(E eer M+ R) 


eine ganze Zahl und zugleich Teiler von D. Bei den ohne das Schlub- 
glied dreigliedrigen Ketten, welche die gegebene Berechnung von FR nicht 
zulassen, ist R=1 zu setzen. Fiir die obige Beispielszahl k = 36 343 817 
ist EVk = 6028, M=2, Q=6, und R ergibt sich =1. In der Tat ist 
2. (6028 - 24-1) 


; = dem oben auf auf anderem Wege gefundenen Teiler 4019. 


V. Ebenso leicht wie aus dem Kettenbruch selber, ist einer der ge- 
suchten Faktoren von D aus dem iiblichen Berechnungswege der Ketten- 


bruchperiode von YD zu entnehmen. In demjenigen Bruche von der 


Form yore , welcher zur Ermittelung des unpaarigen mittleren Partial- 


nenners der Periode fiihrt, besitzen der Nenner b und der Addend a im 
Zahler stets einen gemeinsamen Teiler mit D; in gewissen Fallen, die von 
dem Werte des mittleren Partialnenners abhiingig sind, ist a oder b, oder 
beide zugleich, selber Teiler von D. Bei der obigen Zahl 36343 817 
wird beispielsweise so der Teiler 4019 gefunden. Ausnahmen treten ein 
fiir solche zusammengesetzten Zahlen, bei welchen der mittlere Partial- 
nenner der Periode von VD gleich der unterhalb YD niichstgelegenen 
ungeraden Zahl ist. 

Die dargelegte Methode erméglicht sonach die Zerlegung einer jeden 
zusammengesetzten Zahl von ungeradem Typus in zwei Faktoren, und zwar 
uneingeschrankt, wenn diese Folgeglied eines Typus ist, mit einer Hin- 
schrinkung jedoch, soweit es sich um FuBglieder von Typen handelt. Es 
gibt nimlich eine Klasse von Zahlen, welche sich in den obigen Formeln 
wie die Primzahlen von der Form 4m-+ 3 verhalten, indem ¢ bei ihnen 
dem Quadrate von Q benachbart ist, = Q@?+1. Zu dieser Klasse gehéren 
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neben den Primzahlen 4m + 3: a) die ungeraden Potenzen der Primzahlen 
4m + 3, b) die nicht primen Zahlen von der allgemeinen Form 
(2m+1)? + 2, 
c) eine Reihe von Zahlen verschiedenartiger Zusammensetzung, und zwar 
innerhalb des ersten Tausends die folgenden: 187, 267, 339, 387, 391, 
411, 451, 459, 511, 603, 679, 699, 771, 779, 803, 867. Bei den Zahlen 
dieser Klasse tritt die Gleichung t= Q?+ 1 ein, sofern sie der Form 
8m + 3 zugehGren, die Gleichung ¢ = Q?—1 bei der Form 8m+7. Wo 
bei diesen Zahlen die Typuskette aus einem einzigen Gliede besteht 
(Form: [2m +1]? +2) und die Zahl Q nach der Formel w-M + 2P also 
nicht gebildet werden kann, tritt der einzige Partialnenner w an die Stelle 
von Q, und ¢ ist = w*?+1. Simtliche zu dieser Klasse gehdrigen Zahlen, 
Primzahlen und andere, haben zugleich eine besondere Eigenschaft gemein, 
die, abgesehen von der Zahl 8, bei welcher andere Verhiiltnisse obwalten, 
nur ihnen ausschlieBlich zukommt: sie zeigen nimlich als unpaarigen 
mittleren Partialnenner die unterhalb ihrer Quadratwurzel niichstgelegene 
ungerade Zahl. Da sonach das wu bei diesen Zahlen stets ungerade ist, 
lautet fiir sie die Typusgleichung (A) so: 
Typ, (D) = (M?-n +1)-(Q?- + D), 

und da ferner alle Zahlen dieser Klasse FuBglieder ihres Typus sind, ver- 
sagt bei ihnen das Zerlegungsverfahren, das sich indes auf einem weiter 
unten beschriebenen Umwege auch fiir sie nutzbar machen lift. Der 
innere Grund dafiir, daB auch die zusammengesetzten Zahlen dieser Klasse 
unzerlegt auf der einen Seite der Produktformel erscheinen, ist iibrigens 
aus der unter III. beschriebenen Rechnungsweise leicht ersichtlich. Wird 
nimlich die unterhalb Yk niichstbelegene ungerade Zahl allgemein mit L 
bezeichnet, und ist der unpaarige mittlere Partialnenner w= L, so wird 
der nach II]. gefundene Faktor f = £ Vi = (Z +2. uw -Vk, also 
niherungsweise =k, und der andere, durch Umkehrung der Gleichung zu 
gewinnende Faktor g muB =1 sein. Ebenso leicht erklirt sich aus der 
Rechenweise III. die auffallende Tatsache, daB in der Kettenbruchperiode 
der Quadratwurzel einer beliebigen Zahl k von ungeradem Typus, sofern 
k > 16 ist, wohl ein gerader, nicht aber ein ungerader unpaariger mittlerer 


Partialnenner vorkommen kann, der zwischen E und Vk — 2 liegt. Denn 


2 
wern der eine, nach der Gleichung g = . Vk za gewinnende Faktor 
sich als >1 ergibt, so muB er mindestens = 2 sein. Wird nun 
ae 





w+2- a, 
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vi 


gesetzt, so ergibt eine einfache Rechnung, dab w < ye sein muB. Fir 


ein gerades w gilt diese Beschrankung nicht, da fiir ein solches die Glei- 


chung f= <3, Vk eintritt. 


Auf Zahlen von geradem Typus laBt sich die geschilderte Methode 
nicht anwenden. Auch durch Quadrierung der Pellschen Gleichung ist 
dann nicht zu helfen; die Quadrierung ergibe zwar einen ungeraden, also 
als Produkt darstellbaren Typus, allein es ist leicht ersichtlich, daB® eine 
Zerlegung des (zusammengesetzt gedachten) FuBgliedes D in der Produkt- 
formel nicht stattfinden kann. Denn das SchluBglied der ersten Periode, 
=2-EYVD, wird zum unpaarigen Mittelgliede der verdoppelten Periode 
und bei Einsetzung der Gleichung (B) wird D aus den gleichen Griinden 
als 1- D dargestellt, welche oben fiir diejenigen FuBglieder ungerader 
Typen dargelegt sind, bei denen w = L ist. Zerlegbare Folgeglieder lassen 
sich aus dem quadrierten Typus allerdings wie aus jedem anderen un- 
geraden Typus herleiten; sie gehéren aber nicht zugleich zu den Gliedern 
der Typusreihe des primiren geraden Typ(D), sondern sind von diesen 
durchaus verschieden. 


Die Anzahl derjenigen zusammengesetzten Zahlen, welche wegen ihres 
geraden Typus, oder, bei ungeradem Typus, wegen der Beschaffenheit 
ihres mittleren Partialnenners, oder wegen Mangels einer eigentlichen 
Typuskette (Form: m?+ 1), sich der Zerlegung nach dieser Methode ent- 
ziehen, ist tibrigens beschriinkt. Im ersten Tausend betragt sie 103 von 
801 unquadratischen, zusammengesetzten Zahlen, also wenig tiber ein 
Achtel. Je héher der Zahlenwert steigt, um so weiter riicken die Qua- 
drate auseinander, was fiir die Formen m?+1 und (2m-+1)?+2 eine 
verhiltnismaBige Abnahme bedingt, und um so gréBer wird bei zusammen- 
gesetzten Zahlen schon deshalb die Wahrscheinlichkeit eines ungeraden 
Typus und damit der Zerlegbarkeit nach dieser Methode, weil bei wach- 
sender Anzahl der in einer Zahl enthaltenen Primfaktoren die Wahrschein- 
lichkeit steigt, daB unter ihnen wenigstens ein solcher von der Form 
4m-+3 vorhanden sei. Indessen lassen sich auch alle diese, bei un- 
mittelbarer Anwendung der Methode unzerlegbaren Zahlen, soweit sie nicht 
Potenzen von Primzahlen sind, auf einem Umwege der Zerlegungsweise 
unterwerfen. Dies geschieht, indem man der unzerlegbaren Zahl / einen 
Hilfskoeffizienten h hinzufiigt, und hk zu zerlegen sucht. Die 2 eignet 
sich schlecht als Hilfskoeffizient, weil 2k in der Produktformel hiaufig als 
2-k erscheint, die Zahl & selber also nicht zerlegt wird. Dagegen be- 
sitzt die 3 (wie wahrscheinlich alle Primzahlen von der Form 4m + 3) 
die Eigenschaft, als Hilfskoeffizient in den meisten Fallen einen Faktor 
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aus der nach der direkten Methode unzerlegbaren Zahl k abzuspalten, und 
auf ihre Seite der Produktformel hiniiberzuziehen. Wenn also k(= fq) 
bei direkter Anwendung der Methode nicht zerlegt wird, so wird 3k meist 
als 3f-g dargestellt, so daB hierdurch die beiden Faktoren von k erkenn- 
bar werden. Beispielsweise bleibt 51 (als Zahl von der Form (2m+1)?+2 
in der Produktformel unzerlegt; 3-51 = 153 wird dagegen als 9 - 17 dar- 
gestellt. In solchen Fallen freilich, wo 3% quadratisch ist, oder in den 
nicht hiufigen Fallen, wo die 3 sonst versagt, mu8 ein anderer Hilfs- 
koeffizient herangezogen werden; so bleibt 265 (von geradem Typus) so- 
wohl mit der 2 wie mit der 3 als Hilfskoeffizient unzerlegt, wihrend 
1855 = 7-265 in 35-53 zerlegt wird, so daB die beiden Faktoren der 
265, 5 und 53, offensichtlich werden. So ist die Méglichkeit gegeben, 
mittels der dargelegten Methode alle diejenigen Zahlen, welche mindestens 
zwei voneinander und von der 1 verschiedene Primfaktoren enthalten, als 
Produkt zweier Teiler darzustellen. Bei denjenigen ungeraden Zahlen, 
deren samtliche Primfaktoren einander gleich sind, also bei den Potenzen 
der Primzahlen > 2, ist eine Zerlegung auch bei der Anwendung von 
Hilfskoeffizienten deshalb undenkbar, weil von den beiden Formen ¢ + 1, 
¢t— 1 stets nur die eine durch die in Betracht kommende Primzahl teilbar 
sein kann, und die simtlichen Faktoren der ungeraden Potenz einer Prim- 
zahl >2 daher auf der gleichen Seite der Produktformel erscheinen 
miissen. Die ungeraden Potenzen der 2 werden dagegen in der Tat zerlegt. 
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Tamargine et Frrepmann. Sur les congruences du 2. degré. 


Sur les congruences du second degré et les nombres de Bernoulli. 
Par 


TAMARKINE et FRiepMANN & St. Pétersbourg. 


Prenons la congruence 
(1) x? = q (Mod p) 
ou q est un nombre entier, non congru a zéro suivant le module p, p un 
nombre premier impair. Supposons encore, qu'on ait: 


()=1 


c'est-a-dire que cette congruence soit résoluble en nombres entiers. 
Dans le cas de p=4n—1 on sait que le couple des solutions de 


la congruence (I) sera: 
p+i 


2=+q' (Modp). 
Mais dans le cas de p=4n-+1 nous ne connaissons aucune formule 
théorique pour la solution de la congruence (1). 
Nous voulons donner ici une formule générale pour la solution de la 
congruence (1) dans les deux cas possibles: p= 4n ¥ 1, 
Théoréme. Les deux solutions de la congruence (I) sont: 


p—3 p-1 
2 " 2 
ie a 2 1 
2=F25'q? ae. 
=0 y=1 


Démonstration. Prenons l’expression: 
p-l 
P=! 
(1) > yt-v—@?-4) 
y=1 


1) Si le nombre y = y, vérifie la congruence (1), le terme correspondant 
de la somme est congru a y, suivant le module p, car: 


y, (1 — (y,7>—g)?-*] = y, (Mod p). 
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2) Dans le cas contraire, ce terme sera congru 4 zéro suivant le 
module p. 


Or, entre les limites de la sommation (1 jusqu’a P = 


rencontrer qu’un seul nombre y,, qui vérifie la congruence (I). Ainsi la 
somme (1) est congrue a y, suivant le module p, c’est-a-dire 4 la racine*) 


*) on ne peut 


de la congruence (I) qui est < 2. L’autre solution sera évidemment 
congrue a — y,. 7 
Ainsi on peut écrire: 
— 
2 
(1) x= + >’ y[1—(y*—@)?-*] (Mod p). 
y=1 


En transformant cette formule on peut la réduire a la suivante: 


p—3 p-1 
2 e-1_.. 2 
(IID) a=F2>"¢* " S)ym+ (Mod p). C. Q. F.D. 
m=1 y=1 


p-1 
2 


La somme m3 y’™*! peut étre effectuée a Taide des fonctions de 
y=1 
Bernoulli. En nous servant des notations de Markoff (voir «La théorie 
des différences», St.-Fétersbourg 1899, t. Il, pp. 23—33), nous écrirons: 


p-l 


2 
> gets (2m+1)! Pemye P+.) = (2m+1)! enes (3) 
y=1 


(— rn gim+2__ 


= (Mod p). 


g?m+2 


La derniére forme s’obtient en remplacant » (>) par sa valeur. 
bi. 
2 
Substituant cette valeur de la somme ae dans la formule (III) 


nous trouvons: y=1 
3 


\s 
eo | 


et. (way 
(IV) an + 2 q 2 ; (1 "1 m+1 


g?e+2 __ 1 
m+i "gam +2 


(Mod p). 


m=0 


*) Nous appelons raeines de la congruence celles des solutions positives qui 
sont < p. 
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—5 ° 
Quand m <? >> le nombre B,,,, ne contient pas le nombre p au 
p—s 


dénominateur; mais quand m = , on sait que: 


=) By-1 -p=1 (Mod p). 


Ainsi on peut écrire: 


p-5 
2 p-l fin 1)"*1B 2m+2 ini 
_ Tt =~ -m m+1 2 —1 QP — 1 
(V) += +2 >'4 3 . ~<a ‘Sema +q- % (Mod p). 
4 t 


a= 


La formule (V) donne le couple des solutions de la congruence (I). 
A Vaide de la formule (V) on peut déduire de nombreuses formules 
pour les nombres de Bernoulli. Donnons-en les plus intéressantes. 
Posons pour abréger: 


(— in B 


pon m+1 greets et 
a, = m + 1 " g?m+2 m> 2 ? 
ge-* 1 
G53 *@= = — 4 
ao p 


Avec cette notation la formule (V) prendra la forme: 


p-3 
2 


(VI) x=F2>)a,q* ~” (Mod p). 


m=0 
1) Posons g=1 (Mod p). Alors nous déduirons de la formule (V1): 
p-5 


p-3 —5 
Z z m+1 
(—1)"** By, 22m™+2_ 4 gp-t_y 
=-2>'a,=-2> ei ate + eg. 
m=0 a=0 


™ 





2) Nous donnons une méthode générale pour obtenir des formules 
intéressantes sur les nombres de Bernoulli. 
Pour cela, on écrira au lieu de la formule (VI) la formule suivante 
— 


2 _— 


—2S'a,q* ~” (Mod p) 
0 


(VII) x yo 


ou x représente maintenant la racine positive de la congruence (I), < ae 
En appelant 6 une racine primitive de la congruence 


(2) y" = 1 (Mod p) 
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nous obtenons 
p-3 


(3) 1)" ] = —2 $"q, p-1-™ (Mod. p). 


Multiplions la congruence (3) par 6** (k<m) et sommons les expressions 
obtenues pour foutes les racines de la congruence (2). Alors il viendra: 


2-8 
Zz call ptt = — 2> eo (Mod p). 
p m=0 fed 


La somme srt te+l ang (Mod p), si ne divise pas le nombre 
fed y 


p—1—2m-—2k. Dans le cas contraire, cette somme est congrue 4 n 
suivant le module p. On trouvera sans difficulté l’expression suivante: 


22 
(Vil) DS Cale pres a — anf, pays t tea gab 
p 


ou 
kt+tin<?—, k+(t+1)n>2>. 


St. Pétersbourg, 6 octobre 1905. 



























Parr E. B. Jourpaiw. Principle of Least Action. 





The derivation of Equations in Generalised Coordinates from the 
Principle of Least Action and allied Principles. 


By 


Pau E. B. Jourpar of Broadwindsor, England. 





In a paper on the general equations of mechanics*), I have proved 
the equivalence of the principles of Hamilton and of Least Action**) 
with that extension of Lagrange’s equations first given by Routh, who 
obtained equations in generalised coordinates which were applicable to 
non-holonomous systems. I there pointed out***) the objections which 
seem to hold against Voss’}) derivation of Routh’s equations from the 
principle of Least Action, and the same objections apply also to the 
derivation of M. Réthy7+}), recently given in these ‘Annalen’. For this 
reason, I propose to state here, in greater detail, my own derivation 
(§§ 1—2), and then (§ 3) to comment on those of Voss and Réthy. 


1. 


Both the principle of Hamilton and that of Least Action are special 
cases of the general principle 
ty 
(1) J ertt+or+e'd)at—o, 


where 7 denotes the kinetic energy of the mechanical system, J denotes 





*) ‘On the General Equations of Mechanics’, Quart. Journ. of Math., 1904, 
pp. 61—79; see especially pp. 69—79. 
**) Cf. Holder, ,,Uber die Prinzipien von Hamilton und Maupertuis“, Gdtt. 
Nachr., 1896, pp. 122—157, and my above-cited paper, pp. 69—73. 
***) Loe. cit., note on p. 75. 
+) ,Uber die Prinzipe von Hamilton und Maupertuis", Gétt. Nachr., 1900, 
pp. 322—327. 
++) ,,Uber das Prinzip der Aktion und iiber die Klasse mechanischer Prinzipien, } 
der es angehért‘, Math. Ann. Bd. 58 (1903), pp. 169—194. ; 
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a variation of the motion of this system between the initial and final 
states (corresponding to ¢,, ¢,), as defined by Hélder*), and 0’U is an 
abbreviation for an element of virtual work**). These special cases result 
as follows: 
a) If we fix that corresponding positions on the actual and varied 
paths are passed at the same instant, in other words, that 
dt =0, 


then (1) becomes the generalised Hamilton’s principle: 
th 
((8T+0U)dt=0; 
to 


b) Ifa force-function U, explicitly independent of t, exists, the velocity 
of the system on the varied path may be determined by fixing that the 
total energy, 7’ —U, is constant with the variation of position from any 
point on the actual path to the corresponding position on the varied 
path. For U is a function of the coordinates alone, and so U and U+ 6U 
are determined when the paths are given; and, since 07 —dU=0O, OT, 
and hence the varied velocity of the system, can be found. Generalising 
to the cases where the principle of energy does not hold, we suppose that 


éT—dU=0, 
and (1) gives the principle of Least Action in its widest form: 


t, h 
{(2T-ddt+207- dt) =8f 2T-dt=0. 
4 e 


2. 


I have shown***) that it is sufficient to restrict our consideration 
to the obtaining of equations for holonomous systems. In fact, if the 
system is non-holomonous, we can always treat the system, firstly, as 
holonomous with more (k) than the least number (4 — 1) of parameters (q,), 
and then eliminate the / superfluous parameters by Routh’s method. Thus, 
the equations to be obtained are of the classical Lagrangian form?). 


*) Cf. my above-cited paper, pp. 69—71, 75 (second note). 
**) This symbol does not imply that there is a force-function J, and is only 
used to emphasise that the element of work in question is independent of coordinates. 
**) Loc. cit., pp. 75—76. 
+) The principle (1) is the general form of all ‘integral variational principles’, 
which give, on development, Lagrange’s equations (ibid., pp. 75—76, 78). There 
are, however, other integral principles, analogous to (1), which furnish equations 
of motion different in form, but really equivalent, to those of Lagrange (cf. my paper 
on ‘Alternative Forms of the Equations of Mechanics’, Quart. Journ. of Math., 1905, 
pp. 284—296, see esp. pp. 290—204). 
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The essential point to remark in (1) is that the variations, marked 
by 0, are virtual*). This is expressed as follows. 

Since we can suppose that the system is holonomous, any rectangular 
coordinate « of the particles can be expressed as a finite function of k 
parameters and the time: 

= 9(%) Gar** > Ves t). 
Now, when the variation dz is quite general, that is to say, not restricted 
to be virtual, we have 


k 
‘ Oe a (8 
(2) x= > 54, 8% + ae Ob; 
v=1 


but if the variation is virtual, we have, if we represent it by 0,2, 


OM . 
(3) 6,0 = >’? 04, 
so that os 
é Ox . 
(3a) da = 0a — dt. 


We have, when the displacements are found from (2), 
dT = >'m, (2 ae j-or st 
= Sofa (Dan + DE (on tat) 
7 i 0+ Daa: » + a * at. * 


*) We assume this when we utilise d’Alembert's principle (in Hélder’s method) 
to derive (1) from the identity 


fs T-ddt+3T-dt+ >'m,(a; dx, +-->} =0. 


oO 


*) In this deduction, we make use of the equations 
a G 2 2 _ ae 
dt\0q) dq’ oq ad 


a+ Dia q, = x. 


We alsc deduce, from the last equation, 


2 on’ et eS oe) 


and 
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When, on the other hand, the variation of x is virtual (4,7), we 
have from (3), denoting now the variation of 7 by 6,7, 


a) PS (oes) a0 


ia «(005 +05 i) + Jor 
o- eteg + Dig: Oe +(Q0 Fe? 7) 49's), 


Now, (1) is more accurately written 


(5) ferst+e, T + d,'U) dt=0, 


to 
where 


8,’ U=>'@,- dq,, 


and hence 
a , 0a,  } 
2T= >*m, (27 at +++-)4 Die Fer 
r v 


which is the generalisation, to the case where the equations of condition contain ¢ 
explicitly, of the well-known formula 


» OF 
arm De 5a? 
v 


v 


which holds when this is not the case. 
*) The intermediate step in the above deduction of an expression for dT is 
necessary, since, for example, if 


W=— > mM, (x, 2,’ + +++), 
r 
we cannot write 


w= PAtrs aa +5" 84; + So 8a) + 5 at, 


for, as we find from the analogous intermediate step, 


‘ ow 
ww > (in 5g be +25" G+5e Mba; | +O at 


(see Quart. Journ. of Math., 1905, p. 291). 





Q, 
the 


(6) 
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Q, being the force acting along the coordinate g,. From (5) and (4), 
the general equation of motion can be written: 


4 
; . oT eT ’ , OT dét 
(6) | 2 . (5. dq, + aq dq, + qd, oq, “dt + Q,84,) = 0. 
% bd 
Since 
ae déq, , dot 
69, = dt ~ % at? 


we get, on substituting in (6) and after a partial integration, since dq, 
vanishes at the limits, 


uN 
{2G.- iat Q,) 8q,- dt = 0; 
to ¥ 


and, since the variations dq, are all independent, this is equivalent to 
the system of Lagrange’s equations: 

” dad oT oT 
(7) dt 6q, 0% 





= Q, (v=1,2,---,k). 


The system (7) is then equivalent to the equation (5) (which com- 
prises the principles of Hamilton and of Least Action as special cases), 
provided that the mechanical system is holonomous; and, if the mechanical 
system is non-holonomous, the equation (5) is equivalent to the system 
of Routh-Lagrange equations: 


t 
a4 0T oT P 
dtdq dq, >" 4,4 = 0, (v= 1, 2,--+,K) 
a=l1 
ie 


> aida, + adt =0, (u=1, 2,--.,1) 

v=1 
where the latter equations are the / relations between the coordinates 
q, and ¢ which are only expressible by linear and non-integrable differen- 
tiai equations, and there are still k = k’—J1 independent parameters. 


3. 
Voss and Réthy*), assume, as the expression of a virtual displace- 
ment of z, 
0,2 = dx—2'dt; 
*) Loc. cit., p. 172. Here, indeed, Réthy even obtains 
oq=dq—q st 
as the expression of a virtual variation of qg. But, if the q’s are really independent, 
any variation of them is suo ipso ‘virtual’; the question as a to whether certain 
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that is to say, the projection on the z-axis of a displacement from a 
position on the actual path to the corresponding position on the varied 
path at the same time is a virtual displacement. But this displacement 
is only virtual when the path is so varied that Hamilton’s principle 
applies; that is to say, when 
dt =0; 

and so the application of the principle of Least Action is precluded with 
such a path. 

Secondly, the variation of 7' is to be determined by (4), and not 
by the expression for 07’, which latter is used by both Voss und Réthy. 

Accordingly the result of these authors*): If the equations 


dT = >'Q,0'4,; 
o-Pror+ Dez val 


are considered as defining the variation for the virtual displacements é’q, 
and for the d¢ at the times ¢, and ¢,, then 


ty 
8/27 -dt 
vanishes when the motion of the material system is the actual motion; 


is to be replaced by the simpler theorem: 
If only the variations are virtual, and 


6,7 ->’ Q,94,, 


then, if the dq’s vanish at 4 and ¢,, 
ty 
6/27. dt 
ty 


vanishes when the motion of the material system is the actual motion. 


The Manor House, Broadwindsor, Dorset, England ,June 29%, 1905. 


variations are virtual only arises for coordinates (such as in general the rectangular 
coordinates «,.) which are not all independent. 
*) Réthy, loc. cit., p. 173. 
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Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball. 


Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball.*) 


Von 


F. Kuew in Gittingen. 


Sir Robert Ball hat seine langjihrigen Untersuchungen iiber 
Schraubentheorie im vorigen Jahre in einem stattlichen Bande zusammen- 
gefabt**), der nicht verfehlen kann, dieser geometrischen Weiterbildung der 
Mechanik starrer Kérper erneut das allgemeine Interesse zuzuwenden. 
Zwei Vorziige sind es insbesondere, die dem Ballschen Werke von vorn- 
herein einen zahlreichen Leserkreis sichern diirften, niimlich die Anschau- 
lichkeit und der elementare Charakter seiner grundlegenden Entwicklungen. 
Ich wiinsche diese Vorziige lebhaft anzuerkennen, will aber andererseits 
hervorheben, daB dieselben von einem gewissen Verzicht auf die Dar- 
legung der im weiteren Verfolg der Theorie notwendig in Betracht kom- 
menden tiefer greifenden Fragen begleitet werden (wie dies iibrigens der 
Verfasser selbst an verschiedenen Stellen seines Buches deutlich hervor- 
hebt).***) 

Jedenfalls méchte ich im folgenden einige Ergiinzungen zum Ball- 
schen Werke geben, die, manchem Leser willkommen sein diirften. Diese 
Ergiinzungen betreffen erstlich die allgemeine Systematik des Gebietes im 
Sinne moderner invariantentheoretischer (oder gruppentheoretischer) Prin- 
zipien, zweitens aber die Verwendung der Schraubentheorie in der Lehre 





*) Abgedruckt aus dem 47" Bande der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 
(1902); am SchluB sind einige ,,nachtriigliche Bemerkungen“ zugefiigt. 

**) A Treatise on the Theory of Screws, Cambridge 1900. 

***) Man vergl. z. B. die amiisante Auseinandersetzung, die der Verf. 1887 tiber 
die Ziele seiner Untersuchungen vor der British Association in Manchester gab und 
die nun aus den bez. Reports auf pg. 496—509 des vorliegenden Buches wieder ab- 
gedruckt ist. Eine Kommission ist niedergesetzt, um die Bewegungen eines starren 
Kérpers zu untersuchen. ,,Let it suffice for us“, sagt der Prisident der Komumission 
gleich zu Anfang, ,,to experiment upon the dynamics of this body so long it remains 
in or near the position it now occupies. We may leave to some more ambitious com- 
mittee the task of following the body in all conceivable gyrations through the uni- 
verse. “ 
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von den endlichen Bewegungen starrer Kérper (wo ich iibrigens in der 
Hauptsache nur systematisch zusammenstelle, was zerstreut in der Lite- 
ratur vorliegt). Ich darf vielleicht hinzufiigen, daB ich die betreffenden 
Uberlegungen seit Jahren in Vorlesungen und gelegentlichen Vortriigen 
wiederholt zur Geltung gebracht habe; speziell kniipfe ich mit den Dar- 
legungen der nichstfolgenden Paragraphen an meine eigenen Beitrage zur 
Liniengeometrie und Schraubentheorie aus den Jahren 1869 und 1871*) 
sowie an die Auseinandersetzung meines Erlanger Programmes von 1872**) 
an. Es hat seinen guten Sinn, daB ich mich dabei von vornherein der 
Methoden der analytischen Geometrie bediene; in der Tat meine ich, da- 
durch die in Betracht kommenden Beziehungen kiirzer und priiziser be- 
zeichnen zu kénnen, als dies auf andere Weise méglich wiire. 


§ 1. 
Von der rationellen Klassifikation geometrischer und mechanischer 
GroBen. 


Als Hauptgruppe riiumlicher Anderungen bezeichne ich in meinem 
Erlanger Programme den Inbegriff der Bewegungen des Raumes und seiner 
Abnlichkeitstransformationen. Es mége ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system zugrunde gelegt werden; ich deute an, wie die Operationen der 
Hauptgruppe auf die zugehérigen Punktkoordinaten wirken. Wir haben 
erstlich fiir Drehungen um den Anfangspunkt Formeln folgender Bauart: 


“%=axr+by+eca, 


(1) y= Ve+Vyt+cz, 
4,=a"x+b’y+ec"z, 
dabei hat man zwischen den a, b,¢,--- die bekannten Relationen und 


insbesondere ist jede dieser GréBen gleich der ihr in der Determinante 


| a c 

| , , , \ 
| @ ¢.} 
| -_ b” ” 


zugehérigen Unterdeterminante. Wir haben ferner fiir Parallelverschie- 
bungen des Raumes Formeln, die ich so bezeichne: 


(2) m—ot+A, w-yt+B, 4-246, 


*) Math. Annalen, Bd. 2 und 4. Vgl. insbesondere die ,,Notiz, betreffend den 
Zusammenhang der Liniengeometrie mit der Mechanik starrer Kérper‘ in Bd. 4 da- 
selbst, pg. 403—415 (1871). 

**) ,Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen“ (Er- 
langen 1872), abgedruckt in Bd. 43 der Math. Annalen und anderwirts. 
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endlich fiir diejenigen Ahnlichkeitstransformationen, die den Koordinaten- 
anfangspunkt festlassen: 

(3) t= Ax, Ym dy, 2 = 42; 

unter ihnen mégen wir die Inversionen 

(4) ers, Brr® qwere 

besonders hervorheben. Die Formeln fiir beliebige Transformationen der 
Hauptgruppe ergeben sich aus (1), (2), (3) durch Kombination; wir mégen 
dementsprechend die (1), (2), (3) als erzeugende Substitutionen der Haupt- 
gruppe bezeichnen. Es handelt sich dabei zunichst um Rawmtransforma- 
tionen bei festem Koordinatensystem. Es steht aber nichts im Wege, die 
Formeln auch so zu interpretieren, daB sie bei festgehaltenem Raume den 
Ubergang je zu einem neuen rechtwinkligen Koordinatensysteme vor- 
stellen (so daB es sich bei den Operationen der Hauptgruppe itiberhaupt 
um die allgemeinste Transformation der rechtwinkligen Koordinaten 
handelt). Wir werden in der Folge diese Auffassung, die zumal bei den 
Verallgemeinerungen eine Kleinigkeit bequemer scheint, bevorzugen. Die 
Formeln (1) und (2) ergeben dann zusammengenommen die allgemeinste 
Abiinderung des rechtwinkligen Koordinatensystems durch Bewegung, 
Formel (4) den Uhergang zu einem inversen Koordinatensystem, Formel (3) 
fiir die allein nur noch in Betracht kommenden positiven Werte von 4 
die allgemeinste Abiinderung, welche aus geianderter Wahl der Léingen- 
einheit resultiert. 

Wir legen nunmehr nicht blob Punkte, sondern beliebige andere geo- 
metrische Gebilde hinsichtlich unseres Koordinatensystems durch _ ,,Koordi- 
naten“ fest, wobei wir uns diese Gebilde in geeigneter Weise durch 
Punkte definiert denken, so daB ihre ,Koordinaten“ Verbindungen ver- 
schiedener Reihen von Punktkoordinaten sind. Den Inbegriff der solcher- 
weise zur Festlegung eines geometrischen Gebildes dienenden Koordinaten 
migen wir jeweils als ,geometrische Gripe bezeichnen. Und nun ruht die 
rationelle Klassifikation geometrischer Gréfen, von der im folgenden aus- 
gegangen werden soll, einfach darauf, daB wir zusehen, wie sich die in 
Betracht kommenden Koordinaten bei den Operationen (1), (2), (3) bez. 
(4) (und also iiberhaupt bei den Operationen der Hauptgruppe) verhalten. 
Wir werden alle diejenigen und nur diejenigen geometrischen Grifen als 
gleichartig ansehen, deren Koordinaten bei den Operationen der Hauptgruppe 
die gleichen Anderungen erleiden. FErleiden aber die Koordinaten zweier 
Gebilde verschiedene Anderungen, so ergibt sich die geometrische Be- 
ziehung der beiden Arten geometrischer Gréfen zueinander unmittelbar 
und in erschépfender Weise durch den Vergleich der beiderlei Ande- 


rungen. 
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Ausfiihrungen zu diesem Prinzip enthalt u. a. der neuerdings er- 
schienene Artikel von Abraham iiber die geometrischen Grundbegriffe 
in der Mechanik der deformierbaren Kérper, Bd. IV der mathematischen 
Encyklopidie, Art. 14. In der Sache hat man selbstverstindlich immer 
dem Prinzip entsprechend verfahren. Insbesondere ist die in der Mechanik 
(und Physik) iibliche Unterscheidung der geometrischen Gréfen nach 
ihrer Dimension nichts anderes als eine Inbetrachtnahme der Substitu- 
tionen (3) im Sinne unseres Prinzips (wobei man sich stillschweigend auf 
positive Werte von 4 beschrinkt). In dieser Bemerkung liegt zugleich, 
wie unser Prinzip auf allgemeine, mechanische oder physikalische GréBen 
auszudehnen ist. Es ist weiterhin bequem neben der / dingeneinheit und 
Zeiteinheit nicht, wie sonst iiblich, eine Masseneinheit, sondern eine Kraft- 
einheit eingefiihrt zu denken. Man wird daraufhin den Formeln (3) noch 
diejenigen zur Seite stellen, die sich auf die Anderung der Zeiteinheit, bez. 
die Anderung der Krafteinheit beziehen: 


(5) t = ot, (6) P, = oP; 

man wird dann sagen, da die Formeln (1)—(6) zusammen die Haupi- 
gruppe der Mechanik (bez. der Physik) definieren, und ferner die mecha- 
nischen (bez. die physikalischen) GréBen nach dem Verhalten einteilen, 
welches ihre Koordinaten bei den Operationen dieser Hauptgruppe zeigen. 
Ubrigens werden wir auf diese erweiterten Festsetzungen nur bei Gelegen- 


heit zuriickkommen; fiir die laufenden Entwicklungen geniigt uns die In- 
betrachtnahme der riumlichen Hauptgruppe. 


§ 2. 
Koordinaten fiir die unendlich kleine Bewegung eines starren 
Korpers, sowie fiir die an ihm angreifenden Kraftsysteme. 


Eine unendlich kleine Bewegung mag durch folgende Formeln vor- 
gestellt sein: 


| dz =(— ry+qz+ u)dt, 
(7) dy =(—pz+rxz+ v)dt, 

| dz =(— quz+ py + w) dt. 
Wir bezeichnen die GréBen 


(8) Pp, q ’, u, v, w 
als die Koordinaten der instantanen Geschwindigkeit, dagegen die GréBen 
(9) pdt, qdt, rdt, udt, vdt, wat 


als die Koordinaten der unendlich kleinen Bewegung selbst. 
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Krafte am starren Kérper stellen wir in iiblicher Weise durch 


e Strecken dar, welche auf bestimmte gerade Linien aufgetragen und lings 
" dieser geraden Linien verschiebbar sind. Dabei werden wir die Linge { 
r dieser Strecken je der GréBe der Krafte gleich setzen; es ist gleichgiiltig, ' 
k ob wir uns dabei die Krifte siimtlich als StoBkrifte oder als kontinuier- 
h lich wirkende Krifte denken.*) Es seien 2, y, 2 bez. a’, y’, 2’ Anfangs- 4 
. und Endpunkt einer ,,linienfliichtigen* Strecke. Dann hat man in iib- i 
f licker Weise als Koordinaten derselben: 1 
Ly a—a2, y—y, 2-2, yX—ye2, 2x’ —e'x, ay —2'y; 
a dieselben sechs GréBen werden als Koordinaten der Kraft gelten, sofern ] 
d man die Liinge 7 der Strecke gleich der Zahl P gewihlt hat, welche die 
4 GréBe der Kraft mift. Wollen wir die Abhingigkeit von der Wahl der 
a Krafteinheit und der Liingeneinheit deutlicher hervorkehren, so wird es i 
zweckmiiBiger sein, als Koordinaten der Kraft folgende sechs GréBen zu 
bezeichnen: i 
Pe» 


. P , P , , P , , P , , 
Fea), 7U—y 7@-2) TO!-¥4), TOe—K2), TF ey—ay), 


. Als Kréiftesystem bezeichnen wir den Inbegriff beliebig vieler auf 
den starren Kérper wirkender Einzelkrifte und wihlen als Koordinaten 
desselben die Summen der zusammengehérigen Koordinaten dieser Einzel- 
. krifte. Solcherweise erhalten wir als Koordinaten eines Kriiftesystems die 
. sechs GriBen: 


P, , P; , 
ae @i—2), Y= DSaw-w, 2 D5! a4) 

P; , , YP; , , 
LS (y4i—¥; %), =>; (2,a/—22,), N= ZY (,y,—2;y,)- 


Es wird nunmehr darauf ankommen, zuzusehen, wie sich die Koordi- 
naten p, g, 7, u, v, w (8) und die jetzt eingefiihrten X, Y, Z, L, M, N 
bei den Operationen (1)—(6) der Hauptgruppe verhalten. Ich stelle hier 
die Resultate einfach zusammen: 

1. Drehung um den Koordinatenanfangspunkt (Formel (1)). 

Die Koordinaten p, g, 7 und die u, v, w, andererseits die X, Y, Z und 
die L, M, N erleiden je fiir sich genau dieselbe Substitution wie die 
Punktkoordinaten x, y, z. (Dies Resultat ruht wesentlich auf dem oben 
hervorgehobenen Umstande, da die Substitutionskoeffizienten a, b, ¢, - - - 
ihren bez. Unterdeterminanten gleich sind.) 


*) Die Unterscheidung tritt erst ein, wenn wir zur Kinetik schreiten, wo dann 
die Verabredung sein wird, daB die Einheit der StoBkraft an irgend einem Massen- 
punkte instantan dieselbe Geschwindigkeitsiinderung hervorbringt, wie die Einheit der 
kontinuierlichen Kraft wihrend der Zeiteinheit. 
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2. Verschiebung (Formel (2)). 
Die p, q, r, andererseits die X, Y, Z bleiben ungeandert. Dagegen 
erleiden die u, v, w die folgende Substitution: 
| u, =u —Cq+ Br, 
(11) v, =v —Ar+Cp, 
pie lly Be 
und genau entsprechende Formeln ergeben sich fiir L, M, N: 
| [L,=L —CY+ BZ, 
(11’) M,=M—AZ+ CX, 
| N,=N —BX+AY. 
3. Ahnlichkeitstransformation (Formel (3), bez. (4). 
Ist 2 positiv, so werden 
(12) Prs Uy Vir Uy 4, W, bez. gleich p, q, r, Au, Av, dw 
und genau so 
(12) X,, ¥,, 4%, L,, M,, N, bez. gleich X, Y, Z, AL, AM, AN. 
Dagegen tritt bei negativem 4 ein Unterschied ein, der sich am ein- 
fachsten darin auspriigt, daB bei Inversion 
(13) Pry Ne “rr “yy %, WM, gleich p,q, r, —u, —v, —w, 
dagegen 
(13’) X,, ¥,,4, LZ, M,,N, gleich —X,—Y,-—Z,L,MU,N 
werden. (Dieser Unterschied kommt dadurch hervor, daB die in den 
Formeln (10) auftretenden Lingen /; absolute Betriige sind, welche als 
solche ihr Vorzeichen bei Inversion nicht wechseln.) 
4. Anderung der Zeiteinheit (Formel (5)). 
r u v Ww 


yon 


(14) py, Gy Try My M%, W, sind bez. gleich : : . ota 


ee 
die Koordinaten des Kriftesystems bleiben ungeindert. 
5. Anderung der Krafteinheit (Formel (6)). 
Die p, q, r, u, ¥, w bleiben ungeindert, dagegen werden 


(15) X,, Yj, Z,, L,, My, N, bez. gleich oX, oY, oZ, oL, 6M, oN. 


Indem wir uns der Kiirze halber auf die Hauptgruppe riiumlicher 
Anderungen beschrinken, werden wir zusammenfassend sagen kénnen: 

Bei bloBer Bewegung des Koordinatensystems, ebenso auch bei Ahmlich- 
keitstransformation von positivem Ahmlichkeitsmodul, transformieren sich die 
Kraftkoordinaten 


xf 2 ewe ev 
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genau wie die Geschwindigkeitskoordinaten 
nn £2 ee 
Dagegen tritt bei Inversion des Koordinatensystems ein abweichendes 
Verhalten ein; wahrend die 
P,9,7, 4,0,w Mm p,g,r, —U, —v, —W 
tibergehen, verwandeln sich die 
X, Y,Z, L, M,N bee.in —X, —Y, —Z, L, M, N. 


§ 3. 

Die Analogie der unendlich kleinen Bewegungen und der Krifte- 

systeme (beim starren Koérper). SchraubengréBen der ersten und 
zweiten Art. Ballsche Schrauben. 


Durch die Formeln des vorigen Paragraphen ist die Analogie von 
unendlich kleinen Bewegungen und Kriftesystemen, welche die ganze 
Mechanik der starren Kérper und insbesondere die Ballsche Schrauben- 
theorie durchzieht, auf das klarste begriindet und gleichzeitig umgrenzt. 

Bemerken wir vorab, daB das GréBensystem 


pdt, qdi, vrdt, udt, vdt, wdt 


vermdge der Formeln (7) ohne weiteres eine (unendlich kleine) Schrau- 
bung des Raumes der 2, y, ¢ (von bestimmter Achse, Ganghéhe und Am- 
plitude) bedeutet, das GréBensystem der 


P, Gd, %, Uy, Vy, Ww 

dementsprechend eine Schraubungsgeschwindigkeit. Ich will in diesem 
Sinne den Inbegriff der p, g, r, u, v, w fortan als eine Schraubengripe be- 
zeichnen, genauer, wenn es darauf ankommt, als eine Schraubengrie 
erster drt. 

Nunmehr wolle man den Inbegriff der Koordinaten eines Kriifte- 
systems, also die in (10) definierten 

x; ¥, £- i ee 
zum Vergleich heranziehen. Wir wollen insbesondere ein Kriftesystem 
und eine Schraubengréfe erster Art in Zusammenhang bringen, indem 
wir setzen: 
X=p, Y=q, Z=r, L=u, M=v, N=vw, 

und uns fragen, wie weit diese Zusammenordnung eine vom Koordinaten- 
system unabhiingige Bedeutung hat (also gegeniiber den Operationen der 
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Hauptgruppe invariant ist). Zuniichst ergeben die Formeln (14), (15) des 
vorigen Paragraphen, da die Zuordnung von der Wahl der Zeiteinheit und 
der Krafteinheit abhidngig ist. Ferner aber ergeben die Formeln fir 
Drehung, Parallelverschiebung und Ahnlichkeitstransformation mit posi- 
tivem Ahnlichkeitsmodul, daf die Zuordnung von allen in diese Worte ein- 
begriffenen Anderungen des réiumlichen Koordinatensystems unabhingig ist. 
Endlich die Formeln (13), (13), daB sich die Zuordnung bei Inversion in 
ihr Gegenteil verkehrt: 
(17) X=——p,, Y=—-G, 4=—-7,, L=—u, Uj=—r,, N=——w. 
Die geometrische Uberlegung bestiitigt das so formulierte Resultat 
natiirlich Schritt fir Schritt. Ich will, um dies im Detail auszufiihren, 


angeben, daB die Achse der Schraubengeschwindigkeit p, g, 7, u,v, w die 
Linienkoordinaten hat: 


(18) p:q:r:u—kp:v—kq:w—kr, 
wo der ,,Parameter“ 

‘ ._ put qvu+rw 
(18’) k Si P+@e+r ? 


und daB die Drehgeschwindigkeit um diese Achse die Komponenten yp, q, r, 
die Translationsgeschwindigkeit lings der Achse die Komponenten kp, kq, kr 
besitzt. Genau entsprechend kann man bei einem Kriiftesystem X, Y, Z, 
L, M, N eine Zentralachse finden, deren Linienkoordinaten durch 


(19) X:¥:Z7Z:L—kX:M—kY:N—kZ 
gegeben sind, unter k die GréBe 

a  XL+YM4ZN 

(19’) k= MEYER 


verstanden, und das Kriiftesystem Jat sich dann auf eine Linzelkraft mit 
den Komponenten X, Y, Z entlang dieser Achse und ein Paar mit den 
Komponenten kX, kY, kZ in einer zur Achse senkrechten Ebene redu- 
zieren. Die Zusammenordnung verlangt, der Drehgeschwindigkeit wm die 
Achse die lings der Achse wirkende Einzelkraft und der in Richtung der 
Achse liegenden Translationsgeschwindigkeit ein Paar in einer zur Achse 
senkrechten Ebene gleich zu setzen. Hierzu ist selbstverstindlich eine vor- 
herige Verstindigung iiber die Zeiteinheit und die Krafteinheit notwendig. 
Erst wenn dies geschehen, kann man sagen, daB die Intensitit eines 


Vp? +¢°+7r* gemessenen Intensitét einer Geschwindigkeit sei. Dariiber 
hinaus aber brauchen wir eine Verabredung, welchen Sinn um die Achse 
man einem entlang der Achse weisenden Sinne zuweisen will; — ob den- 
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jenigen Sinn um die Achse, der beim Entlangblicken lings der Achse in 
der vorgegebenen Richtung durch die Bewegung des Uhrzeigers gegeben 
ist, oder den entgegengesetzten. Erst durch diese Verabredung wird die 
Zusammenordnung von Kriftesystem und Geschwindigkeit eindeutig. Jede 
solche Verabredung verwandelt sich aber bei Inversion der Figur bekanntlich 
in thr Gegenteil, und dies ist, was durch Formel (17) ausgedriickt wird. 

Der Inbegriff der (X YZLMN) steht also zwar dem Inbegriff der 
(pqruvw), d. h. der Schraubengré8e erster Art sehr nahe, ist aber nicht 
selbst eine SchraubengréBe erster Art. Wir werden ihn als Schrauben- 
gripe zweiter Art bezeichnen. Die Zusammenordnung der beiderlei 
GréBenarten aber werden wir so in Worte fassen, daB wir sagen: 

Nachdem Zeiteinheit und Krafteinheit festgelegt sind, gehiren zu einer 
Schraubengripe zweiter Art immer noch zwei (entgegengesetzt gleiche) 
Schraubengripen erster Art, und umgekehrt; die Zusammengehirigkeit wird 
erst eine eindeutige, wenn man im angegebenen Sinne eine Verabredung 
iiber rechts und links hinzufiigt. 

Neben die so besprochenen SchraubengréBen erster und zweiter Art 
treten dann drittens als engverwandte geometrische Gebilde die Ballschen 
Schrauben selbst. Die Ballsche Schraube ist der Inbegriff der um eine 
Achse herumgelegten Schraubenlinien von gegebenem Windungssinn, die 
eine bestimmte Ganghéhe haben, oder, wie Ball sagt, der Inbegriff von 
Zentralachse und Parameter (pitch). Die so definierte Ballsche Schraube 
ist mit dem Nullsystem, das jedem Punkte die Normalebene der durch 
ihn gehenden Schraubenlinien zuordnet, oder auch mit dem linearen Linien- 
komplex, der von den Normalen samtlicher Schraubenlinien gebildet wird, 
eineindeutig zusammengeordnet; ob ich von der Ballschen Schraube, dem 
Nullsystem oder dem linearen Komplex spreche, ist fiir den hier ver- 
tretenen Standpunkt dasselbe. Jedes dieser Gebilde wird durch die Ver- 
hiltnisse X: Y: Z: L: M: N der Koordinaten einer SchraubengréBe zweiter 
Art, oder auch durch die Verhdiltnisse p:q:r:u:v:w der Koordinaten 
oder SchraubengréBe erster Art festgelegt. In der Tat verschwindet, wenn 
man sich auf die Betrachtung dieser ,,Verhiltnisse“ beschrinkt, der Unter- 
schied der beiden Arten von SchraubengréBen. Entsprechend gibt es nur 
eine Art Ballscher Schrauben. Zu jeder Ballschen Schraube gehéren un- 
endlich viele SchraubengréBen erster wie zweiter Art, die sich unter- 
einander durch Intensitiit und Sinn unterscheiden. 

Hiermit diirfte der Zusammenhang der verschiedenen in Betracht 
kommenden Gebilde so vollstindig dargelegt sein, als man wiinschen mag. 
Die einzelne ,,Schraube“ ist Trigerin von unendlich vielen ,Schrauben- 
gréBen erster und zweiter Art“. Indem wir die letzteren sprachlich unter- 
scheiden, diirfte zugleich dem immer wiederkehrenden Mibverstindnisse, 
28* 
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als handele es sich bei der Zusammenordnung der zweierlei Schrauben- 
gréBen um einen kausalen Zusammenhang, nach Méglichkeit vorgebeugt 
sein. *) 


§ 4. 
Uber die Invarianten der SchraubengréGen und die Begriindung 
der Artunterscheidung aus dem Arbeitsbegriff. 


Die gegenseitige Beziehung der beiden Arten von SchraubengréBen 
findet einen sehr priignanten Ausdruck, wenn man ihre Jnvarianten be- 
trachtet, d. h. diejenigen aus ihren Koordinaten gebildeten rationalen 
ganzen Funktionen, welche gegeniiber den Operationen der Hauptgruppe 
entweder iiberhaupt ungeindert bleiben oder sich nur um einen Faktor 
andern. Ich werde mich hier der Kiirze wegen auf diejenigen Operationen 
der Hauptgruppe beschriinken, die entweder Bewegungen vorstellen oder 
aus Bewegungen durch Hinzutreten einer Inversion entstehen, und die ich 
mit Herrn Study als Umlegungen bezeichnen will. 

Als Invarianten der einzelnen SchraubengréBe ergeben sich bekannt- 
lich erstens die Ausdriicke: 


(20) P+¢t+r bez X?+ ¥?+ 723, 


die bei Bewegungen und Umlegungen gleichmiBig ungedndert bleiben, 
zweitens aber die folgenden: 


(21) put+qvut+rw bez. XL+YM+ZN; 


dieselben bleiben bei beliebigen Bewegungen ungeiindert, kehren aber bei 
Umlegungen (wie aus ihrem Verhalten bei Inversion hervorgeht) ihr 
Zeichen um. Wir werden dementsprechend die (20) als gerade Invarianten 
bezeichnen, die (21) als schiefe, oder auch die (20) als Skalare der ersten 
Art, die (21) als Skalare der zweiten Art.**) 

Die hiermit eingefiihrte Unterscheidung iibertrigt sich selbstverstind- 
lich auf diejenigen ,,simultanen“ Invarianten zweier SchraubengréBen der- 


*) Vergl. die Erérterungen in meiner oben genannten Notiz, Math. Ann. Bd. 4, 
pg. 403 ff. Die Hartnickigkeit des MiBverstiindnisses hat offenbar eine psychologische 
Wurzel. Wir sind durch unsere tiigliche Beschiiftigung gewéhnt, wenn wir eine 
Einzelkraft auf einen Kérper wirken lassen, diese auf den Schwerpunkt des Kérpers 
zu richten, worauf sie natiirlich Translation des Kérpers erzeugt. Von hier aus hat 
sich zwischen den beiden Dingen (Einzelkraft und Translation) eine Assoziation ge- 
bildet, die sich in unseren (berlegungen unwillkiirlich immer wieder geltend macht, 
wenn man sie nicht durch eine immer wiederholte Erklirung und eine méglichst un- 
zweideutige Sprechweise ausdriicklich abschneidet. 

**) Vergl. den schon genannten Artikel von Abraham in Bd. 4 der math. Ency- 
klopiidie, Art. 14 (Nr. 11 daselbst). 
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selben Art, die sich aus den (20), bez. (21) durch ,,Polarisieren“ ergeben. 
Ich will hier nur die Polaren der Ausdriicke (21) betrachten: 
pu +qv +rwv +p'u +qv +r'w, 
XI’'+ YM'+ZN'+ X’L+YM+4ZN. 
Indem dieselben auch ihrerseits Skalare zweiter Art sind, folgt: 
Satz I. Die 


(22) 


P, Gd, %, Uy UV, Ww 
sind zu den 
u, v, W, Pp ? q; r 
und ebenso natiirlich die 
a +, & & me oe 
zu den 
i EE Be Bee 
bei Bewegungen direkt kontragredient, bei Umlegungen kontragredient mit 
Zeichenwechsel. 

Dem entgegen betrachte man nun den Ausdruck, der sich nach Ana- 
logie von (22) bilinear aus den Koordinaten zweier SchraubengréBen ver- 
schiedener Art zusammensetzt: 

(23) Xu+ Yo+ Zw+ Lp+ Mq+ Nr. 

Es folgt sofort, daB derselbe nicht nur bei Bewegungen, sondern 
(wegen seines Verhaltens bei Inversion) auch bei Umlegungen durchaus 
ungeindert bleibt; er ist ein Skalar erster Art. Daher kommt: 

Satz Il. Die 

a,..%,. 2. i ee 
sind zu den 
u, v, Ww, p ? q) r 
sowohl bei Bewegungen wie bei Umlegungen schlechtweg kontragredient. 

Durch diesen Satz diirfte die Zusammengehérigkeit der beiden Arten 
von Schraubengréfen in einfachster Weise bezeichnet sein. Verbinden 
wir ihn mit Satz I, so fallen wir auf die Analogie der zweierlei Schrauben- 
gréBen zuriick, die der Gegenstand des vorigen Paragraphen war. Die- 
selbe mag hier folgendermaBen ausgesprochen werden: 

Satz Ill. Die 

x, ¥,- & & & 2 
sind den 
P, a YT, U, UV, WwW 
bei Bewegungen direkt kogredient, bei Umlegungen kogredient mit Zeichen- 
wechsel. 

Die in Rede stehende Analogie folgt hier also aus dem Umstande, 
daB vermége des besonderen, durch Satz I festgelegten Verhaltens der 
Schraubenkoordinaten p, g, 7, u, v, w die zu ihnen kontragredienten GréBen 
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X, Y, Z, L, M, N wzugleich in dem durch Satz III festgelegten Sinne 
kogredient sind. Hiermit diirfte der algebraische Grundgedanke dieser 
Beziehung so klar herausgearbeitet sein, als iiberhaupt méglich ist. Wir 
kénnen diesen Gedanken an die Spitze der Schraubentheorie riicken, wenn 
wir uns das invariante Verhalten des Ausdrucks (23), bez. der Aus- 
driicke (22), direkt aus ihrer geometrisch-mechanischen Bedeutung klar 
machen. Dies ist, was ich in meiner wiederholt genannten Notiz in Bd. 4 
der Math. Annalen im Auge hatte. Im gegenwiirtigen Zusammenhange 
laBt sich die Sache folgendermaBen priizis darstellen: 

1. Man interpretiere die X, Y, Z,--- als die Koordinaten eines 
Systems kontinuierlich wirkender Krifte. Dann bedeutet der Ausdruck (23) 
multipliziert mit dt, also das Produkt: 


(24) (Xu + Yo+ Zw + Lp + Mq + Nrjdt 

die Arbeit, welche das Kriftesystem bei Eintritt der unendlich kleinen 
Bewegung udt, vdt, wdt,--- leistet, und ist eben darum ein Skalar 
erster Art. 

2. Dagegen haben die Ausdriicke (22) vermége ihrer geometrischen 
Bedeutung von vorneherein den Charakter von Skalaren zweiter Art. Es 
geniigt, dies hier an dem Beispiele zweier Kriftesysteme nachzuweisen, 
die sich auf Einzelkrifte reduzieren lassen. Wir setzen dementsprechend 


r P , r P. a 
X, = 1, (%,—-%), Y= i, M—%)s °° 
und analog 


, P. , as , 
X, = 1, (%— %), Y,= i. (Yo— Y2),° °° 


Hierdurch verwandelt sich X,L, + Y,M,+ Z,N,+ X,L,+ Y,M,+Z,N, 


P, P, 


in das Produkt von Li in die Determinante: 
271 


le % & 1] 
| a 9 4 1| 
%, Yy % 1)’ 
a yy 2 1 | 
die einen sechsfachen Tetraederinhalt vorstellt und gewiB ein Skalar 
zweiter Art ist. 
3. Aus der Nebeneinanderstellung von 1. und 2. ergibt sich nun 
sofort der Satz III, der das zu beweisende Resultat in priziser Form 
ausspricht. 
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§ 5. 


Gruppentheoretische Charakterisierung der verschiedenen Arten 
von Schraubentheorien. 


Bisher haben wir die Substitutionen, welche die Schraubenkoordi- 
naten p, q, 7, u, v, w (um nur von diesen zu reden) bei den Bewegungen 
und Umlegungen erfahren, nur erst durch das Verhalten der p, q, --- bei 
den erzeugenden Operationen (1), (2), (4) definiert. Es ist von Interesse, 
den Inbegriff dieser Substitutionen von den Invarianten 

P+Pet+er? und pu+qvut+rw 
aus zu charakterisieren. In dieser Hinsicht stelle ich folgenden Satz auf: 

Die p, q, 7 erleiden alle terndren linearen Substitutionen von der Deter- 
minante +1, welche p?+q?+ 4° ungedndert lassen, die p, q, r, u,v, w 
zusammen aber alle seniiren linearen Substitutionen von der Determinante 
+1, welche pu+quv+rw beziehungsweise in +(pu+quv+rw) itiber- 
fiihren. 

Der erste Teil dieses Satzes (der sich auf die terniiren Substitutionen 
der p, q, r bezieht) braucht nach den Angaben, die wir iiber das Ver- 
halten der p, g, 7 bei den erzeugenden Operationen machten, nicht weiter 
erliutert zu werden; er bringt nur die bekannte Beziehung der Drehungen 
um den Koordinatenanfangspunkt O zu den terniren orthogonalen Sub- 
stitutionen zum Ausdruck. Sei nun irgend eine terniire orthogonale Sub- 
stitution der p, g, 7 von der Determinante + 1 als Teil einer seniiren Sub- 
stitution der p, q, 7, u, v, w von der Determinate + 1 vorgelegt, welche 
(pu + qv+rw) bez. in + (pu + qv+rw) verwandelt. Wir kombinieren 
sie mit einer Drehung um OQ, welche die p, g, r zu ihren Anfangswerten 
zurtickfiihrt (und iibrigens fiir die u, v, w nach den Angaben von § 2 
genau dieselbe terniire Substitution von der Determinante + 1 ergibt, wie 
fiir die p, q, r selbst, so daB der Wert von pu+qv+rw und der Wert 
der seniren Substitutionsdeterminante dabei ungeiindert bleibt). Wir 
ziehen ferner ndtigenfalis eine Inversion heran, um zu erreichen, dab 
pu+qv+rw seinem urspriinglichen Werte direkt gleich wird; dabei er- 
hilt die seniire Substitutionsdeterminante von selbst den Wert +1. Die 
so vereinfachte Substitution hat jetzt (weil pw +qv+rw in sich selbst 
iibergehen soll) notwendig die Form 


As a Cq+ Br, 
h=% %=v—Ar+ Cp, 
r=r, w,=—w— Bp+ Aq, 
wo einzig die A, B, C noch willkiirlich sind. Line solche Substitution 
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stellt aber nach (11), § 2, eine Translation dar. Also unsere anfingliche 
Substitution ergibt eine Translation, wenn wir sie mit einer geeigneten 
Rotation und eventuell einer Inversion verbinden, — sie stellt daher von 
Hause aus entweder eine Bewegung oder eine Umlegung dar, was zu be- 
weisen war. 

So viel iiber die Substitutionen der p, g, 7, u, v, w. Die Substitu- 
tionen der X, Y, Z, L, M, N ergeben sich von da aus sofort, wenn wir 
nur festhalten, daB sie zu den u, v, w, p, g, r kontragredient sind. 

Mit dieser Festlegung der beiderlei Substitutionsgruppen ist nach den 
Grundsiitzen meines Erlanger Programms die zugehérige Schraubentheorie 
vollkommen charakterisiert. 

Wir schreiten nach dem oben Gesagten zur Ballschen Schrauben- 
theorie im engern Sinne, indem wir nur die Verhdilinisse p:q:r:u:v:w 
beziehungsweise X: Y* Z: L: M: N in Betracht ziehen (wobei der Unter- 
schied zwischen den SchraubengréBen der beiden Arten wegfillt). Die 
p:q:r:u:v:w (um nur von diesen zu sprechen) erleiden solche (und 
alle solchen) linearen Substitutionen, bei denen die Gleichungen 


P+¢+r=0 und pu+qv+rw=0 


in sich iibergehen, der Parameter 4 pln ~ aber entweder tiberhaupt 
ungeindert bleibt oder doch nur sein Zeichen wechselt. Wollen wir 
neben Bewegungen und Umlegungen auch noch Ahnlichkeitstransforma- 


tionen in Betracht ziehen, so wird sich ” otter um einen beliebigen 


Faktor andern kénnen; die auf den Parameter beziigliche Einschriinkung 
der Substitution kommt dann in Wegfall. 

Die so wmgrenzte Ballsche Schraubentheorie ist mit derjenigen Linien- 
geometrie, welche das Nullsystem (oder, was dasselbe ist, den linearen Linien- 
komplex) als Rawmelement benutzt, nach dem Klassifikationsprinzip des § 1 
im Wesen identisch. Aber natiirlich ist, wenn wir uns so ausdriicken, 
diejenige Liniengeometrie gemeint, welche die Hauptgruppe riumlicher 
Anderungen zugrunde legt; ich méchte sie die konkrete Liniengeometrie 
nennen. Statt dessen ist in meinen eigenen alten Arbeiten (wie auch in 
der Mehrzahl der seitdem erschienenen deutschen und italienischen Arbeiten) 
die Liniengeometrie in mehr abstrakter Form behandelt worden, nimlich 
unter Zugrundelegung der 15 gliedrigen Gruppe, welche einerseits alle pro- 
jektiven Umformungen unseres Raumes, andererseits aber die dualistischen 
Umformungen enthilt. Fiir diese abstrakte Liniengeometrie (wie ich sie 
hier des Gegensatzes halber nennen méchte) gilt dann der Satz, den ich 
in Bd. 4 der Math. Annalen, pg. 356, aufstellte, daB bei ihr die Gruppe 
aller derjenigen linearen Substitutionen der p:q:r:u:v:w zugrunde 
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liegt, welche die Gleichung pv + qu +rw=O in sich tiberfiihren. Die 
Bezugnahme auf die quadratische Form p* + q* + r? ist einfach weggefallen. 

Mit der so gegebenen Entgegenstellung der zugehérigen Gruppe 
diirfte die Beziehung meiner eigenen alten Arbeiten und beispielsweise des 
Werkes von Sturm iiber Liniengeometrie*) zu denjenigen von Ball mit 
aller Schirfe gegeben sein. Auf EHinzelheiten einzugehen ist hier nicht 
der Ort. 


§ 6. 
Lineare Schraubensysteme. 


Nachdem solcherweise die Grundlagen der Schraubentheorie festgelegt 
sind, mégen wir mit Ball dazu tibergehen, die linearen Systeme von 
Schrauben zu studieren, d. h. die Mannigfaltigkeiten solcher Schrauben, 
deren Koordinaten sich aus den Koordinaten von 2, 3, 4, 5 Schrauber 
mit Hilfe einer entsprechenden Zah)] verinderlicher Parameter homogen 
linear zusammensetzen lassen. Bei der beziiglichen Diskussion beschrankt 
sich Ball im wesentlichen auf die Besprechung der allgemeinen Fille 
oder zieht doch nur Beispiele von Spezialfillen heran. Es scheint aber 
erwiinscht, die Diskussion systematisch durchzufiihren.**) 

Ich will dies hier fiir die zweigliedrige Schar skizzieren, beschranke 
mich aber dabei der Kiirze halber darauf, nur die Verhdiltnisse der sechs 
Koordinaten in Betracht zu ziehen. Sei dementsprechend: 


(25) op=Ayp, + AP, O=AG + Aede, ++, QW =A, w, + Ayes, 

unter g einen Proportionalititsfaktor verstanden. Es erleichtert die Aus- 
drucksweise, wenn wir die so definierten p:q:---: w als homogene Punkt- 
koordinaten in einem Raume von fiinf Dimensionen bezeichnen. Die 
Formeln (25) repriisentieren dann in diesem Raume eine gerade Linie, und 
es wird sich darum handeln, die saimtlichen Geraden, die es in unserem 
fiinfdimensionalen Raume gibt, nach ihrer Beziehung zu den beiden qua- 
dratischen Mannigfaltigkeiten p? + q?+7r?=0O und pu+ qvu+rw=0 zu 
studieren, resp. zu klassifizieren. Dabei wird sich unsere Aufmerksamkeit 
in erster Linie auf die Schnittpunkte richten, welche unsere Gerade mit 
diesen Mannigfaltigkeiten gemein hat. Die Schnittpunkte mit jeder der 
beiden Mannigfaltigkeiten kénnen getrennt sein, zusammenfallen oder un- 


*) Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in synthetischer 
Behandlung, 3 Teile, Leipzig 1892—1896. 

**) In athnlichem Sinne iiuBert sich Hr. Study aut pg. 226—228 der (bis jetzt 
allein erschienenen) ersten Lieferung seiner Geometrie der Dynamen (Leipzig, 1901) 
und stellt fiir die demniichst erscheinende zweite Lieferung weitergehende Entwick- 
lungen in Aussicht. 
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bestimmt werden. Auferdem kénnen die Schnittpunkte, welche die gerade 
Linie mit der einen Mannigfaltigkeit gemein hat, mit denen, die sie mit 
der anderen Mannigfaltigkeit gemein hat, teilweise oder ganz koinzidieren. 
Des weiteren mége man Realititsunterschiede heranziehen. Hiernach er- 
gibt sich eine von vornherein iibersehbare: Reihe von Fallunterscheidungen, 
die nicht nur mit leichter Miihe aufgezihlt, sondern ebensowohl nach ihrer 
schraubentheoretischen Bedeutung diskutiert werden kinnen. Jeder Geometer, 
der mit algebraischen Betrachtungen in mehrdimensionalen Raéumen einiger- 
maBen vertraut ist, wird dies ohne weiteres ausfiihren; es scheint unndtig, 
hierbei noch linger zu verweilen. 

Immerhin wird es gut sein, einen Unterschied hervorzuheben, den 
der geschilderte Ansatz den Ballschen Entwicklungen gegeniiber zeigt. 
Ball beriicksichtigt prinzipiell nur die reellen Vorkommnisse, hier dagegen 
wird reell und imaginir zunichst als gleichwertig betrachtet und die 
Frage nach den Realititsverhiltnissen erst zum Schlusse eingefiihrt. Um 
an einem Beispiel den Vorteil zu zeigen, den das letztere Verfahren haben 
kann, betrachten wir die Regelfliiche, welche von den Achsen der Schrau- 
ben (25) gebildet wird, das sogenannte Zylindroid. Nach Ball ist das- 
selbe im allgemeinen von der dritten Ordnung; wenn aber die komponie- 
renden Schrauben p,, 4,, 7% ,°** und py, q, %.,--- sich auf zwei Rota- 
tionen reduzieren, deren Achsen sich schneiden, so artet es in dasjenige 
ebene Strahlbiischel aus, dem die Achsen angehéren. Statt der Fliche 
von der dritten Ordnung haben wir dann also eine von der ersten. Wie 
kommt diese Ausartung zustande? Wenn wir das Imaginiire mitnehmen, 
finden wir zunichst, daB es Rotationen mit unbestimmter Achse gibt (es 
sind diejenigen Schraubenbewegungen, bei denen der durch Formel (19’) 


gegebene Parameter den Wert . 


Minimallinien fest, welche durch einen festen Punkt des Kugelkreises in 
einer festen Tangentenebene desselben verlaufen, also ihrerseits ein Strahl- 
biischel bilden. Solcher Rotationen treten nun im vorliegenden Spezial- 
falle unter der Schar (25) zwei auf, entsprechend den beiden Minimal- 
linien, die unter den Strahlen des Ballschen Strahlbiischels enthalten sind. 
Die Folge ist, daB sich von dem Zylindroid zwei imaginiire Ebenen ab- 
trennen, nimlich die beiden Ebenen, welche sich durch die Normale zum 
Ballschen Strahlbiischel und die beiden Minimallinien desselben legen 
lassen. Der Rest, eben das Ballsche Strahlbiischel, ist dann natiirlich 
von der ersten Ordnung. Der Leser mu8 entscheiden, ob der Gewinn 
an Einsicht, der hier und in ahnlichen Fiillen resultiert, ein Aquivalent fiir 
die weitliufigere Vorbereitung ist, die erforderlich scheint, wenn man in der 
Geometrie mit imaginairen Elementen bequem und sicher operieren will. 


erhilt). Dieselben lassen nimlich alle 
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Ubrigens méchte ich nicht minder eine Ausgestaltung der Theorie 
der linearen Schraubensysteme nach der eigentlich mechanischen Seite hin 
in Anregung bringen. Die Diskussion der linearen Schraubensysteme, von 
der ich gerade sprach, versieht uns mit einer endlichen Zahl unterschie- 
dener Fille der Beweglichkeit eines starren Kérpers im Unendlich-Kleinen; 
es kann sich dabei der Reihe nach um 2, 3, 4, 5 Grade der Freiheit 
handeln. Nun findet man in der Natural Philosophy von Thomson und 
Tait (2. ed, vol. I, p. 155 (Nr. 201)) einen einfachen Mechanismus _be- 
schrieben, vermége dessen man einem starren Kérper fiinf Grade der Be- 
weglichkeit im Unendlich-Kleinen in allgemeinster Weise erteilen kann: 
der Kérper ist um eine Schraubenspindel drehbar, die mit Hilfe zweier 
aneinander geketteter Hookescher Schliissel an ein Postament befestigt 
ist. Ich stelle die Aufgabe, die stimtlichen gemaB unserer Diskussion zu 
unterscheidenden reellen Féille infinitesimaler Beweglichkeit eines starren 
Korpers durch miglichst einfache Mechanismen zu realisieren. 

Eine letzte Bemerkung zur Theorie der linearen Schraubensysteme 
mége wieder nach Seite der Gruppentheorie liegen. Camille Jordan 
hat bekanntlich zuerst alle kontinuierlichen und diskontinuierlichen Gruppen 
aufgestellt, die sich aus den reellen Bewegungen des Raumes bilden 
lassen.*) Unter diesen interessieren uns hier nur die kontinuierlichen 
Gruppen. Man findet dieselben bei Study im 39. Bande der Math. An- 
nalen, p. 486—487, iibersichtlich zusammengestellt und geometrisch charak- 
terisiert; eine Tabelle der zugehérigen unendlich kleinen Bewegungen gibt 
Lie in Bd. III seiner Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig, 1893), 
p. 385. Ich nenne hier von diesen Gruppen nur die einfachsten, nimlich: 
a) die Gesamtheit aller co* Translationen, 

b) die Gesamtheit aller cot Bewegungen, die einen unendlich fernen Punkt 
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, eine unendlich ferne Gerade) 
festlassen, 

c) die Gesamtheit aller oo* Bewegungen, welche einen im Endlichen ge- 
legenen Punkt festlassen, 

d) die Gesamtheit aller co* Bewegungen, welche eine im Endlichen ge- 
legene Ebene festlassen. 

Offenbar empfiehlt es sich, die Mechanik solcher starrer Kérper, welche 

die Beweglichkeit einer dieser Untergruppen haben, gesondert zu be- 

arbeiten (wie dies fiir den Kérper mit im Endlichen gelegenem festem 

Punkt von jeher geschehen ist). Die unendlich kleinen Bewegungen jeder 

solchen Untergruppe bilden aber ein lineares Schraubensystem, und die 

so entstehenden linearen Schraubensysteme heben sich also vor anderen 


*) Annali di Matematica, ser. 3, t. 2 (1869). 
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durch ihre Wichtigkeit fiir die Mechanik hervor; ich werde sie lineare 
Schraubensysteme von selbstiéindiger gruppentheoretischer Bedeutung nennen. 
Indem ich das Koordinatensystem in geeigneter Weise wihle, bekomme 
ich in den Fiillen a) bis d) fiir die Koordinaten 





P, % YY, U, ¥, Ww 


der betreffenden Schrauben folgende Werte: 


b) 0, 0, A, Ag, Ag, Ag; 
C) A,, dg, 4s, 0, 0, 0; 
d) 0, 0, a, dg, a3, 0 


Hier sind die 4,, 4,,---, wie in (25), beliebig verinderliche Parameter. 
Man sollte jedes einzelne der so gewonnenen linearen Schraubensysteme 
genau so fiir die Mechanik der ihm zugehérigen endlichen Bewegungen 
benutzen, wie dies sofort mit dem System c) fiir die Drehung eines 
Kérpers um einen festen Punkt und hernach mit der Gesamtheit aller 
Schrauben fiir den in allgemeinster Weise beweglichen starren Kérper 
geschehen wird. 


S 7. 
Ubergang zur Kinetik. Unterscheidung holonomer und nicht 
holonomer Differentialausdriicke bez. Differentialbedingungen. 


DaB fiir n >2 nicht jeder Differentialausdruck 
(26) ZH,(X1, +++, Ly) aa, 
ein exaktes Differential dF’ einer Funktion von 2,,---, x 
fiir n>3 nicht jede Differentialbedingung 
(26°) 29,dz,=0 


ist, und daB 


n 


mit emer Gleichung dF’ = 0 gleichbedeutend ist, ist bekannt genug; die 
Klassifikation der verschiedenen in dieser Hinsicht vorliegenden Méglich- 
keiten wird in der Theorie des ,,Pfaffschen Problems“ entwickelt. Wir 
sprechen nach der Ausdrucksweise von Hertz in allen den Fallen, wo 
der Differentialausdruck oder die Differentialbedingung nicht durch ein 
einfaches dF’ ersetzt werden kann, von einem nicht holonomen Differential- 
ausdruck, bez. einer nicht holonomen Differentialbedingung. 

In der Mechanik liegt die Sache, allgemein zu reden, nun merk- 
wiirdigerweise so, daB man zwar von je AnlaB hatte, nicht holonome 
Differentialausdrticke und -bedingungen in Betracht zu ziehen, daf man 
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aber erst in den letzten Jahren angefangen hat, diesem Umstande be- 
en. sondere Aufmerksamkeit zuzuwenden.*) 
me Was zuniichst nicht holonome Differentialausdriicke angeht, so treten 
dieselben in unsere jetzige Betrachtung dadurch ein, da bereits die Ko- 
ordinaten pdt, qgdt, rdt einer unendlich kleinen Drehung um O, und un- 
somehr die Schraubenkoordinaten pdt, qdt,---, wdt einer beliebigen un- 
endlich kleinen Verriickung eines starren Kérpers nicht holonome Ver- 
bindungen der Differentiale der 3 oder 6 endlichen Parameter sind, durch 
welche man die Lage des Kérpers in den beiden Fallen festlegen mag; 
wir werden hierfiir sogleich noch explizite Formeln geben. 

Was aber nicht holonome Bedingungsgleichungen betrifft, so bilden die- 
selben nicht etwa einen Ausnahmefall, sondern treten bei den mechani- 
schen Vorgiingen, die wir tiglich beobachten, auBerordentlich hiufig auf. 


er. So macht Hertz in seinem Werke iiber die Prinzipien der Mechanik**) | 
ne darauf aufmerksam, daB eine Kugel, die auf einer Ebene rollt, das Bei- 
en spiel eines mechanischen Systems von 5 Freiheitsgraden abgibt, das an 
e8 eine nicht holonome Bedingungsgleichung gebunden ist. Noch einfacher | 
ler ist vielleicht das Beispiel eines auf horizontaler Ebene beweglichen 
er Wagens oder Schlittens, der (wegen der Reibung an der Unterlage) immer 


nur in Richtung seiner Achse fortschreiten kann; wir haben hier die nicht 
holonome Bedingungsgleichung dy — tang ?- da = 0, unter & das Azimut | 
der Achse verstanden. Wir schlieBen, daB die Betrachtung nicht holonomer | 
Bedingungsgleichungen in der Mechanik nichts Kiinstliches ist, sondern von | 
vorneherein mit in Betracht gezogen werden muf, wenn anders wir die Be- | 
wegungsvorgdnge der uns umgebenden Wirklichkeit verstehen wollen. 

Wir werden daher die nicht holonomen Bedingungsgleichungen im 
folgenden immer mit erwihnen. Bei Ball geschieht dies nicht und 
B braucht nicht zu geschehen, da Ball seine Betrachtungen von vorne- 
herein in der Weise auf unendlich kleine Ortsinderungen einschrankt, dab 
er nur die ersten Potenzen der Differentiale beibehialt. Infolgedessen kann 
Ball auch den starren Kérper, der irgend k Differentialbeziehungen vom 


ie Typus (26) unterworfen ist, kurzweg als ein mechanisches System von 
h- (6 — k) Freiheitsgraden bezeichnen. Dies wiirde im Falle endlicher Be- 
ir wegungen nicht richtig sein: die rollende Kugel vermag trotz der nicht 
0 holonomen Bedingung, der ihre infinitesimalen Bewegungen unterworfen 
n sind, oo® Lagen anzunehmen, ebenso der auf der (x, y)-Ebene bewegliche 
Ll Wagen simtliche co® Lagen (a, y, #). 


*) Vergl. verschiedene Stellen in Vo8B, Die Prinzipien der rationellen Mechansk 
(Encyklopiidie der Math. Wiss. IV, 1), insbesondere Nr. 38 daselbst. 
16 **) Einleitung, p. 23. 
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g 8. 


Uber die Verwendung der Geschwindigkeitskoordinaten p, q, r 
in der Kinetik des starren Korpers mit festem Punkt. 


Ehe wir zur Verwendung der Schraubenkoordinaten p, q, r, u, v, w 
in der Kinetik beliebiger starrer Kérper schreiten, mégen wir die Verwen- 
dung der p, g, r in der Kinetik des starren Kérpers mit festem Punkt 
betrachten. Es handelt sich dabei zwar im Prinzip um lauter bekannte 
Dinge, aber man findet dieselben nicht iiberall in der einfachen und pri- 
zisen Form beisammen, die wir ihnen hier geben wollen, und die sich 
hernach unmittelbar auf die Schraubenkoordinaten p, q, r, u, v, w tiber- 
trigt. Den einzelnen Angaben Beweise hinzuzufiigen, wird kaum nétig 
sein; ich verweise wegen der etwaigen Ableitung der Resultate, sofern 
deutsche Literatur in Betracht gezogen werden soll, am liebsten auf die 
von Sommerfeld und mir herausgegebenen Vorlesungen iiber die Theorie 
des Kreisels (Teil 1, Leipzig 1897); insbesondere geschieht dort (pag. 138 ff.) 
die Herleitung der Eulerschen Bewegungsgleichungen (im Anschlu8 an 
die urspriingliche Entwicklung von Hayward) genau so, wie es im fol- 
genden skizziert wird. 


1. Zusammenhang der p, q,r mit den Geschwindigkeits- 
koordinaten g’, wv’, #. 

Wir nehmen ein im Kérper festes Koordinatensystem XYZ und ein 
im Raume festes xyz (mit gemeinsamem Anfangspunkt), deren gegenseitige 
Beziehung wir durch irgend drei Parameter, fiir welche wir hier wegen 
ihres elementaren Charakters die Eulerschen Winkel g, », # nehmen 
wollen, festlegen (Kreisel, pg. 19). Der Ubergang von der Lage g, wv, @ 
zur Lage p + g' di, y+ w'dt, #+ O'dt sei iquivalent mit einer Drehung 
durch pdt, qdt, rdt um die Achsen des X YZ-Systems in seiner den 
Parameterwerten , y, # entsprechenden Lage. Die Nebeneinanderstellung 
der beziiglichen Formeln ergibt dann folgenden Zusammenhang zwischen 
den p, g, r und den g, y, @, bez. g’, w’, & (Kreisel, pg. 45): 


p= cosg+ wv’ sin @ sin g, 
(27) q=—% sng +w sin é cos g, 
r=g'+v'cos@. 


Man erkennt, daB die p,q,r nicht-holonome Verbindungen der q’, v’, # 
sind. Die Folge ist, daB ich in den Bewegungsgleichungen des starren 
Kérpers zwar die g’, ~’, # gern durch die p, q, r ersetzen kann, daB ich 
aber daneben zur Lagenbestimmung des Kérpers die o, y, @ festhalten 
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muB, die dann mit den p,q, 7 durch die Gleichungen (27), welche ich 
die kinematischen Gleichungen nenne, verbunden sind. 


2. Kraftkoordinaten. 
Hat man bei irgend einem mechanischen System bestimmte Ge- 


w schwindigkeitskoordinaten (hier also die p, q, 7) ausgewahlt, so het man 

n- als Koordinaten der kontinuierlich wirkenden Krifte allgemein diejenigen 

kt GréBen zu nehmen, mit denen multipliziert die Koordinaten der unendlich 

ate kleinen Bewegung in den Ausdruck fiir die Arbeit eingehen. Im vor- 

ri- liegenden Falle haben wir fiir die Arbeit nach (24) oben (indem die 

ch u, v, w verschwinden): 

er- dA =(Lp+Mq+ Nr) dt; 

hig wir werden also das Kriiftesystem, das am starren Kérper angreift, durch 

-_ seine Drehmomente L, M, N um die Achsen des im Korper festen Koordi- 

lie natensystems festzulegen haben. Genau so werden wir als Koordinaten 

ne einer StoBkraft ihre beziiglichen Drehmomente wiahien, wie wir nicht 

ff.) weiter ausfiihren. 

an 

ol- 3. Aufstellung der kinetischen Gleichungen fiir die p, q, r. 

Die Aufstellung der eigentlichen Bewegungsgleichungen fiir die p, q, r 

(der Eulerschen Bewegungsgleichungen) erfolgt nun am kiirzesten folgender- 
maBen: 

a) Man driicke die lebendige Kraft des rotierenden Kérpers durch 
in die p, g, r aus. Als Einheit der Masse ist dabei natiirlich, auf Grund 
ge unserer friiheren Verabredungen, diejenige zu wihlen, die bei Einwirkung 
en einer kontinuierlichen Kraft von der GréBe 1 in der Zeiteinheit die Ge- 
a schwindigkeit 1 erhiilt. Da sich die p,q, r auf ein im Kérper festes 
a Koordinatensystem beziehen, erhalt man eine quadratische Form derselben 
ng mit konstanten Koeffizienten 
= (28) 7 — 1 (Ap*+ Bg + Cr*+ 2Dqr-+ 2Erp +2F pq). 
= b) Hierauf bilde man die Koordinaten L, M, N des sogenannten 

impulses“, d. h. desjenigen Systems von StoBkriften, welches imstande 
wire, den in seiner augenblicklichen Lage ruhend gedachten Kérper 
instantan in den Geschwindigkeitszustand p,q, r zu versetzen. Nach den 
Grundgesetzen der Kinetik, die in der sogenannten ,,ersten Zeile der 
Lagrangeschen Gleichungen“ ihren Ausdruck finden, erhilt man die- 
# selben aus 7' durch Differentiation nach den entsprechenden Geschwindig- 
on keitskoordinaten. Die Formeln sind: 
ch ar ar er 
mn (29) L=7 M=77 N= =z: 
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c) Von hier aus erhalt man nun die gesuchten kinetischen Gleichungen, 
indem man iiberlegt, daB sich die Koordinaten L, M, N des Impulses 
wihrend des Zeitelementes d¢ aus zwei Griinden um unendlich kleine 
Betrage abindern. 

Erstlich dadurch, daB an unserem Kérper von aufen gegebenen- 
falls ein System kontinuierlich wirkender Krifte angreift. Wir nennen 
die Koordinaten dieses Systems (d. h. seine Drehmomente um die X-, Y-, 
Z-Achse) A, M, N. Die von hier aus resultierenden Anderungen der 
L, M, N sind: 

(30) d’L=Adt, d’M=Mdt, d’N=Nat. 

Zweitens aber fndern sich die ZL, M, N dadurch, daB sich das 
Koordinatensystem X Y Z, auf welches sie bezogen sind, wahrend des Zeit- 
elementes d¢ gegen seine urspriingliche Lage um pdt, qdt, rdt gedreht hat. 
Wir kénnen ebensowohl sagen, daB wir den Raum (und also den im Raume 
feststehenden Impulsvektor) gegen das Koordinatensystem der X, Y, Z um 
—pdt, —qdt, —rdt gedreht haben. Dies gibt als Anderungen der L, M, N: 


(31) d”L=(rM—qN)dt, d”’M=(pN-rL)dt, d”N=(qL—pM)dt. 
Die Gesamtinderung der L, M, N ist die Summe der Anderungen 
(30), (31); daher kommt, wenn wir noch durch dé dividieren: 


dL 

qe = *M— qn) +A, 
(32) am = (pN—rL)+™, 

adN 

ap = Qh —pM) +N, 


und dieses sind die gesuchten kinetischen Gleichungen. Die A, M,N werden 
dabei zuniichst als Funktionen der g, w, @ anzusetzen sein. 


4. Bemerkungen zu den gewonnenen Gleichungen. 


SchlieBlich haben wir zur Darstellung der Bewegung die Gleichungen 
(27), (28), (29), (82), wo wir noch die aus (29) folgenden Werte der 
L, M, N in die (32) eintragen kénnen. Wir haben dann 6 Differential- 
gleichungen erster Ordnung fiir die om, ¥, #, p,q,r. Ist insbesondere 
irgend eine (holonome oder nicht holonome) Bedingungsgleichung fiir 
die gy’, y’, # gegeben, so wird sich diese in eine lineare Gleichung fiir 
die p,q, 7 umsetzen lassen (deren Koeffizienten, allgemein zu reden, 
Funktionen der g, y, @ sind): 


(33) Pp + Qq+ Rr=0. 
Es werden dann in den A, M, N neben Gliedern, welche sich auf die 
anderweitigen fauBeren Kriifte beziehen, Terme folgender Form auftreten: 
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(34) —AaP, —i1Q, —AR, 
unter 4 einen Lagrangeschen Maultiplikator verstanden, der so zu _be- 
stimmen ist, daB die Gleichung (33) fortgesetzt erfiillt ist. 
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Fortsetzung. Fille, wo die p, q, r wie Lagrangesche 
Geschwindigkeitskoordinaten gebraucht werden kénnen. 


Die Betrachtungen, welche wir im vorigen Paragraphen unter 3. 
gaben, sind wesentlich durch den Umstand veranlaBt, daB die p, q, r 
keine Lagrangeschen Geschwindigkeitskoordinaten, d. h. keine holonomen 
Verbindungen der g’, w’, # sind; wir hiatten andernfalls nur die ,,zweite 
Zeile“ der allgemeinen Lagrangeschen Bewegungsgleichungen heranzu- 
ziehen brauchen. Es hat daher Interesse, zuzusehen, bei welchen Ansitzen 
und Problemen der Unterschied der », g, r und der Lagrangeschen 
Geschwindigkeitskoordinaten noch nicht hervortritt; wir lésen dadurch aus 
der allgemeinen Theorie der Rotation eines starren K6rpers einen relativ 
elementaren Teil heraus. In dieser Hinsicht ergibt sich zunichst folgende 
Zusammenstellung: 

1. Die Bedingungsgleichungen, welche gegebenenfalls die Beweglich- 
keit des Kérpers im Unendlich-Kleinen einschrainken, sind in den p, q, r 
ebenso linear, wie in den qg’, y’, 8 (vergl. Gl. (33)). 

2. Der Unterschied verschwindet ferner bei den Fragen der Statik, 
insofern bei ihnen die p,q, 7 (und also auch die L, M, N) durchweg 
gleich Null zu setzen sind. 

3. Er verschwindet endlich in der Stoftheorie; in der Tat sind die 
Gleichungen (29), die den Zusammenhang des Impulses mit den erzeugten 
Geschwindigkeitskoordinaten p, q, r ergeben, ihrer Form nach von dem 
Umstande, daB die p, q, r nicht bolonome Geschwindigkeitskoordinaten 
sind, durchaus unabhingig. 

Es sind dies einfach diejenigen Teile der Mechanik, welche der Auf- 
stellung der auf kontinuierliche Krifte beziiglichen Bewegungsgleichungen 
vorangehen. Hierzu tritt aber, wenn man approximative Rechnung zu- 
lassen will, noch ein vierter Punkt. Derselbe liegt vor, wenn man die 
Theorie der kleinen Schwingungen unseres starren Korpers wm eine Gleich- 
gewichtslage behandelt, und dabei die iiblichen Vernachlissigungen eintreten 
léft. Man nimmt dann niimlich an, daB man die in (32) rechter Hand 
auftretenden ,G@lieder zweiter Ordnung“, also die (rM—qN) etc., gegen 


die tibrigen Glieder, also die < und A, etc., vernachlissigen kann. Man 


erhalt solcherweise die vereinfachten Formeln: 


Mathematische Annalen. LXII. 29 
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aL 


a 7A, 
aM 

(35) “at 2 M, 
aN 
a 7%, 


und diese hiingen mit dem Ausdruck (28) der lebendigen Kraft in der 
Tat so zusammen, als wenn die p,qg,7 Lagrangesche Geschwindigkeits- 
koordinaten wiiren. 

Es steht iiberhaupt nichts im Wege, sofern man Glieder hiherer 
Ordnung vernachlissigen will, die p,q, r nach der Zeit genommenen 
exakten Differentialquotienten von Funktionen der g, y, @ gleichzusetzen. 
Wir werden eine unendlich kleine Drehung vor uns haben, wenn wir @ 
und p+ w=y unendlich klein nehmen. Ersetzen wir dementsprechend 
in (27) sin@ durch @, cos @ durch 1, y- @ durch —g’-@ und g’+y 
durch zy’, so kommt: 





3 ’ . d(# cos g) 
p=% csp—g-tsng= 7, 
_— ros , __ d(— & sin g) 
(36) q=-? sin gp — gy - cos g = = = 
i ia ae _ ay 
satin ~ dt” 


Hier sind #cosgm, —@sing, zx die unendlich klemen Winkel, durch 
welche der Kérper von seiner Anfangslage aus um die Achsen OX, OY, 
OZ gedreht ist. 

Die Aufzaihlung der vorgenannten vier Punkte ist fiir das Verstindnis 
der Ballschen Schraubenuntersuchungen von unmittelbarster Wichtigkeit. 
Wir diirfen vorgreifend erwiahnen, daf die Schraubenkoordinaten p, g, r, 
u, v, w (wie tiberhaupt irgend welche nicht-holonome Geschwindigkeits- 
koordinaten) genau in den entsprechenden vier Fallen ebenfalls wie 
Lagrangesche Geschwindigkeitskoordinaten behandelt werden kénnen. 
Und nun trifft es sich so, daB Ball in seinen urspriinglichen Unter- 
suchungen iiber die Anwendung der Schraubentheorie auf die Mechanik 
der starren Kérper gerade die vier hiermit bezeichneten Kapitel heraus- 
gegriffen hat. Und auch die weitere Frage, die er spiter in Angriff nahm 
und von der noch genauer weiter unten die Rede sein soll, die Frage 
nach den jeweils vorhandenen permanenten Schrauben, laBt sich unter 
denselben Gesichtspunkt bringen. Dies ist gewiB nicht zufillig, sondern 
wohlbedacht, entsprechend der Auffassung, daB es in der Mechanik vor 
allen Dingen darauf ankommt, sich die jeweils einfachsten Beziehungen 
und Vorgiinge klar zu machen. 
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§ 10. 
Verwendung der Schraubenkoordinaten fiir allgemeine Kinetik 
der starren Korper. 

Das in §7 Entwickelte liBt sich nun Schritt fiir Schritt auf die 
Frage nach der Verwendung der Schraubenkoordinaten fiir die allgemeine 
Kinetik der starren K6rper iibertragen. 

1) Wir fixieren die jeweilige Ortsiinderung des starren Kérpers durch 
irgend 6 Parameter, etwa so, da& wir wieder ein im Kérper festes 
Koordinatensystem X YZ einfiihren und dessen Lage gegen ein im Raume 
festes System xyz durch die Verschiebungskomponenten £, 7, § des An- 
fangspunktes und die drei Eulerschen Winkel g, y, @ festlegen (was 
freilich sehr unsymmetrische Formeln ergibt). Die auf das Koordinaten- 
system X YZ beziiglichen Schraubenkoordinaten p, q, r, u, v, w der instantanen 
Geschwindigkeit werden sich dann in folgender Weise als lineare, nicht 
holonome Verbindungen der &', x’, §, m', vw, ® darstellen: 


p= csp+v sntsng, q=——% sing+ VW sind cos g, 
r=g +vW cos@, 
u = §'(cos @ cos w — cos @ sin g sin ) 
(37) + y/(cos » sin w + cos # sin » cos w) + & sin & sin g, 
v = §'(— sin g cos w — cos # cos @ sin w) 
+ »/(— sin p sin » + cos & cos @ cos w) + £ sind cos g, 
[w= § sin # sin y — 9’ sin 9 cos y + & cos &. 





Wir bezeichnen diese Gleichungen wieder als die kinematischen Gleichungen. 
2) Um nunmehr zu den kinetischen Gleichungen zu kommen, driicken 

wir erstlich die lebendige Kraft des Kérpers durch die p, g, 7, u, v, w aus; 

wir erhalten eine quadratische Form mit konstanten Koeffizienten: 

(38) T= F(», q, T, U, Y, w). 

Wir berechnen ferner, gemaB der ersten Zeile der Lagrangeschen Glei- 

chungen und dem Ausdruck (24) fiir die virtuelle Arbeit eines Kriifte- 

systems, die Schraubenkoordinaten X, Y, Z, L, M, N des zum Geschwindig- 

keitszustande p, g,7, u,v, w gehérigen Impulses durch die Formeln: 


gw xal! vid? s-2, tae, Bek, Pea 
ou 


de? “~~ de? ae ee 
Wir iiberlegen endlich, daB diese Impulskoordinaten wihrend des Zeit- 
elementes dt aus zwei Griinden Anderungen erfahren, die sich super- 
ponieren, nimlich durch die von auBen auf den Kérper wirkenden Krafte, 
die zusammengenommen die Koordinaten 
=,H, Z,A,M,N 

29* 
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ergeben mégen, und durch die Bewegung des im Kérper festen Koordi- 
natensystems mit dem Kérper. Von hier aus erhalten wir: 


ax s & 
oF ¥a2)+2, = (wYez) + (Mam) +h, 
(40) \ Gp —(PZ—rX) +H, GE = (wZ—wX)+ (pN—rL) +M, 


aZ > dN 
ae ~QX—pY)+2Z, |G, =(X—uY) + (qL—pM) +N, 


und dies sind die gesuchten kinetischen Gleichungen. 

3) An diese Entwicklung schlieSen sich dann genau dieselben Be- 
merkungen wie in §7, insbesondere auch, was die Beriicksichtigung 
irgend welcher Bedingungsgleichungen angeht. 

§ 11. 
Spezielle Ausfiihrungen zu den Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen. 

Um die Entwicklungen des vorigen Paragraphen durch spezielle Aus- 
fiihrungen zu belegen, ziehen wir zuvérderst den Fall eines isolierten, frei 
beweglichen Kérpers heran. Die Sache wird dann eminent einfach, verliert 
aber zugleich einen guten Teil ihrer spezifischen Bedeutung. Wir legen den 
Anfangspunkt des Koordinatensystems in den Schwerpunkt des Kérpers. Die 
lebendige Kraft (38) nimmt dann bekanntlich folgende einfache Form an: 


(41) T = > (w+o'+w*) + f(p, 4,7); 


unter f eine quadratische Form der beigesetzten Argumente mit konstanten 
Koeffizienten verstanden. Die Impulskoordinaten (39) werden daraufhin 
of of yw_?f 
(42) X=mu, Y=mv, Z=muw, ~ Fe? M= 5) N=5'. 
Es nehmen daher die letzten drei Gleichungen (40) folgende einfache Form an: 
dL 
irc (rM—qN) + A, 
d 
(43) ou — (pN—rL) +M, 
aN 
Wollen wir nun noch voraussetzen, daB die A, M,N nur von den gq, y, 
(nicht von den &, 7, ) abhiingen, so haben wir ersichtlich zur Bestimmung 
der p,q, 7, d. h. der Drehung wm den Schwerpunkt, genau denselben Ansatz, 
den man von jeher benutzt hat. Das Higenartige der Schraubentheorie 
entschwindet; man wird das Problem am einfachsten so weiter behandeln, 
daB man nach Bestimmung der Drehung wm den Schwerpunkt die fort- 
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schreitende Bewegung des letzteren direkt bestimmt, d. h. die gewéhnlichen 
Bewegungsgleichungen fiir die &, 4, € aufstellt. Die Schraubentheorie 
erleidet hier also so zu sagen einen Miferfolg. An diesem MiBerfolg mag 
es liegen, daB sich die Schraubentheorie die groBe Geltung, welche sie 
zweifellos fiir die Mechanik der starren K6rper besitzt, immer nur erst 
partiell hat erringen kénnen. Gédbe es in der Mechanik der starren Korper 
keine anderen Aufgaben, als die gerade besprochenen, so wéire es iiberfliissig, 
eine besondere Schraubentheorie cu entwickeln. 

Es gibt aber andere Aufgaben die Menge. Ich nenne hier die Bewegung 
eines starren Kérpers im einem widerstehenden Mittel (wo die A, M, N 
gewiB nicht von den g, y, @ allein abhingen), ferner aber die Bewegung 
eines starren K6rpers, der gezwungen ist, auf anderen starren Kérpern 
zu rollen oder zu gleiten. 

Ich méchte hier insbesondere auf dasjenige Problem hinweisen, bei 
welchem die Schraubentheorie bislang die glinzendste Verwendung gefunden 
haben diirfte, das Problem von der Bewegung des starren Korpers in einer 
reibungslosen inkompressiblen Fliissigkeit.*) Die lebendige Kraft des aus 
Kérper und Fliissigkeit gebildeten Systems kann in diesem Falle ohne 
weiteres in der Form (38) angeschrieben werden, worauf die gesamten 
Entwicklungen des vorigen Paragraphen Platz greifen. Diese Entwick- 
lungen sind in der Tat nichts anderes als eine Traniskription der Ansitze, 
welche Lord Kelvin und Kirchhoff urspriinglich fiir den K6rper in 
Fliissigkeit gemacht’ haben; man vergleiche die Darstellung bei Lamb, 
Hydrodynamics (Cambridge, 1895, Kap. 6), der sich direkt an die Aus- 
drucksweise der Schraubentheorie anschlieBt, sowie das Referat von Love 
in IV 15 und IV 16 der mathematischen Encyklopiidie. Die verschiedenen 
Formen, welche die lebendige Kraft 7’ je nach der Symmetrie des in die 
Flissigkeit getauchten Kérpers annimmt, der jeweilige Zusammenhang 
zwischen der instantanen Geschwindigkeitsschraube und der Impulsschraube, 
endlich die resultierende Bewegung des Kérpers selbst sind ebenso viele 
Gegenstiinde, welche sich auch fiir eine anschaulich-geometrische Diskussion 
im Sinne der Ballschen Schraubentheorie vorziiglich eignen diirften. Es 
wiirde dies eine direkte und doch nicht triviale Weiterbildung von 
Poinsots beriihmten Untersuchungen iiber die Rotation eines starren 
Kérpers um einen festen Punkt sein. Hierzu wolle man insbesondere die 
Arbeit von Minkowski in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie 
von 1888 vergleichen. 


*) Leider ist die mathematische Eleganz dieser Untersuchungen kein MaSstab 
fiir ihre physikalische Wichtigkeit; vielmehr ist das praktische Geltungsgebiet der- 
selben wegen der in allen Fallen vorhandenen Flissigkeitsreibung und der bei gréSeren 
Geschwindigkeiten auftretenden turbulenten Bewegungen ein sehr geringes. 








F. Kuem. 


§ 12. 
AbschlieBende Bemerkungen iiber die mechanischen Kapitel des 
Ballschen Werkes. — Verallgemeinerungen des in § 7 und § 9 


gegebenen Ansatzes. 


Es wurde bereits in § 8 hervorgehoben, daB die Untersuchungen tiber 
die Mechanik der starren Kérper, welche Ball in seinem Werke ausfiikrt*), 
einen iibereinstimmenden Charakter zeigen: es handelt sich bei Ball 
durchweg um solche Fragen, bei denen die Schraubenkoordinaten p, q, 1, 
u, v, w der instantanen Geschwindigkeit wie Lagrangesche Geschwindigkeits- 
koordinaten benuizt werden kinnen. Ich habe dies hier nur noch betreffs 
der letzten Frage, die in § 8 genannt wurde, der Frage nach den jeweiligen 
permanenten Schrauben auszufiihren. Dies gelingt in einfachster Weise im 
Anschlu8 an die kinetischen Gleichungen (40). Man findet namlich, da 
es sich bei Ball dabei um die Aufsuchung solcher Werte der p, q, 1, 
u,v, w bez. mp, v, #, —, 4, § handelt, fiir welche die rechten Seiten der 
kinetischen Gleichungen (40) verschwinden; es bleiben dann die X, Y, Z, 
L, M, N des impulses und also auch die p, q, 7, u, v, w wenigstens fiir 
ein Zeitelement konstant, und eben deshalb spricht Ball in einem solchen 
Falle von einer permanenten Schraube. Als einfache Beispiele méchte 
ich anfiihren Staudes permanente Drehachsen eines um einen Punkt 
rotierenden schweren Kérpers (Journal fiir Mathematik Bd. 113, 1894), 
sowie Kirchhcffs Theorem, daB bei jedem Kérper in einer reibungslosen, 
inkompressiblen F'liissigkeit bei Abwesenheit auBerer Krifte drei zueinander 
senkrechte Richtungen gleichférmiger Translation existieren. Die samt- 
lichen Fille stationirer Bewegung, welche in dem genannten Falle bei dem 
Kérper in Fliissigkeit auftreten kénnen, diskutiert Minkowski lc. In 
diesen Beispielen sind zugleich die p, q, r, u, v, w nicht nur zeitweise, sondern 
dauernd konstant, so daB man von Permamenz der bez. Schrauben im 
vollen Sinne des Wortes reden kann. 

Letzterer Umstand hingt ersichtlich mit der Tatsache zusammen, dab 
die Drehungen um einen Punkt, wie andererseits die Bewegungen eines 
freien Kérpers eine Gruppe bilden: gehért eine unendlich kleine Bewegung 
der Gruppe an, so auch die endliche Bewegung, welche aus ihr durch 
unendlichmalige Wiederholung entsteht. Daf dies bei der Bewegung 


*) Nur von diesen mechanischen Entwicklungen des Ballschen Werkes ist im 
vorliegenden Artikel die Rede, nicht von den anschlieBenden geometrischen. Ich méchte 
aber nicht unterlassen anzufiihren, daS Herr Ball die geometrischen Fragen neuer- 
dings in einer besonderen Abhandlung in den Transactions der R. Irish Academy 
(vol. 31, post 12, Dublin 1901) weiter verfolgt hat; dieselbe tragt den Titel: Further 
developments of the geometrical theory of six screws. 
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starrer Kérper keineswegs immer der Fall ist, zeigt das einfache Beispiel 
eines auf einer Ebene rollenden Zylinders. Hier treten daher die in § 5 ge- 
nannten Gruppen von Bewegungen (bez. die mit ihnen verkniipften linearen 
Schraubensysteme von ,,selbstiindiger gruppentheoretischer Bedeutung“) in 
charakteristischer Weise in den Vordergrund. In der Tat laiBt sich die 
Kinetik aller dieser Gruppen genau so in Ansatz bringen wie in § 7 die 
Kinetik der Drehungen um einen Punkt und in § 9 diejenige der freien 
Bewegungen (eines starren K6érpers); man wird sagen kénnen, daB in allen 
diesen Fiillen die Methode der Eulerschen Gleichungen eine naturgemiaBe 
Verallgemeinerung findet.*) Die Gesamtheit der Bewegungen, welche ein 
starrer Kérper nach der Natur der ihm auferlegten Bedingungen gegebenen- 
falls ausfiihren kann, ist immer in einer kleinsten Gruppe von Bewegungen 
enthalten. Es diirfte sich empfehlen, die kinetischen Gleichungen fiir den 
Kérper jeweils so aufzustellen, daB man diese Gruppe als Ausgangspunkt 
nimmt, also bei ihr ,,kinematische Gleichungen“ und das Analogon der 
Eulerschen Gleichungen aufstellt. 


Géttingen, den 3. September 1901. 


Nachtragliche Bemerkungen. 


Den vorstehenden Artikel, der die Bedeutung der Ballschen Schraubentheorie 
fiir das Gesamtgebiet der Mechanik zusammenhingend darlegen und zugleich be- 
grenzen soll, habe ich s. Z. verfaBt, weil es mir bei der Redaktion des Bandes IV 
der mathematischen Encyklopidie (der die Mechanik behandelt) erwiinscht war, eine 
derartige Darstellung zur Hand zu haben; ich verweise in dieser Hinsicht auf den 
Artikel IV, 2 (Timerding, geometrische Grundlegung der Mechanik eines starren 
Kérpers) und IV, 6 (Stackel-Petersen, elementare Dynamik; erscheint demnichst). 
Wenn ich jetzt diesen Artikel in den Math. Annalen wieder abdrucke, so geschieht 
es, weil das Klassifikationsprinzip des § 1, dem ich allgemeine Bedeutung beilege, 
mit den sich daran anschlieBenden Einzelausfiihrungen seither nicht so beachtet 
scheint, wie ich es fiir richtig halte. 

Vielleicht darf ich tiber die historische Entstehung dieses Prinzips hier folgendes 
bemerken. Der Gedanke, alle vorkommenden GréSen nach ihrem Verhalten bei be- 
liebigen linearen Transformationen zu klassifizieren, durchzieht bekanntlich die ganze 
Invariantentheorie und liegt bereits den ersten invariantentheoretischen Arbeiten von 
Cayley und Sylvester zugrunde. In meinem Erlanger Programm (1872) wurde 
sodann der Gesichtspunkt aufgestellt, daB die Gesamtheit der linearen Transforma- 
tionen nur ein Beispiel irgend einer anderen Gruppe von Transformationen ist, denen 
man die jeweiligen Urvariabelen unterworfen denken mag. In Physik und Mechanik 


*) Diese Bemerkungen stehen in naher Beziehung zu gewissen allgemeineren 
Betrachtungen iiber dynamische Probleme, die Herr Volterra in den Jahren 1899 
bis 1900 in den Atti di Torino veréffentlichte; siehe insbesondere den Aufsatz: Sopra 
una classe di equazioni dinamiche in Bd. 83 und den anderen: Sopra una classe di 
moti permanenti stabili in Bd. 34. 
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hat man allen AnlaB, als solche Gruppe eben die Hauptgruppe der raumlichen 
Anderungen, d. h. den Inbegriff der Bewegungen des Raumes und seiner Ahnlichkeits- 
transformationen zu wiihlen, und es ergibt sich dann durch sinngemiiBe Ubertragung 
der Auffassungsweise der Invariantentheoretiker das Klassifikationsprinzip des § 1 
mit Notwendigkeit. Ich habe dasselbe dementsprechend seit Jahren in meinen Vor- 
lesungen zur Geltung gebracht, worauf auch Hr. Abraham in dem Encyklopidie- 
artikel IV, 14 (Geometrische Grundbegriffe fiir die Mechanik der deformierbaren 
Kérper), wo er das in Rede stehende Kilassifikationsprinzip durchweg anwendet, 
ausdriicklich Bezug nimmt. 

Im iibrigen ergibt sich, wie ich ausdriicklich hervorheben méchte, eben nach 
den Grundsitzen meines Erlanger Programms, fiir die Darlegung und die Durch- 
fiihrung des Prinzips eine gewisse Latitiide. Um dies nur nach einer Seite auszu- 
fiihren: die ,,Hauptgruppe“ der riumlichen Anderungen ist eine Untergruppe in der 
Gesamtheit der affinen Transformationen. Man kann unsere Klassifikation also in 
der Weise durchfiihren, daB man zuniichst ein Schema der affinen Klassifikation 
aufstellt und in dieses dann die feineren Einzelheiten der metrischen Klassifikation 
erst hinterher einordnet. Hine wissenschaftliche Notwendigkeit, so vorzugehen, bestent 
aber keineswegs. Ich hebe dies hervor, um zu der Meinungsverschiedenheit Stellung 
zu nehmen, welche bei den neueren Diskussionen iiber die Grundlagen der Vektoren- 
rechnung zwischen den Herren Mehmke und Prandtl hervorgetreten ist (Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. XIII, 1903). 

Ich zitiere zum Schlu8B gern noch einige neuerdings erschienene Literatur, die 
zu den vorstehend wiederabgedruckten Entwickelungen in niiherer Beziehung steht. 

Zuniichst ein Lehrbuch der analytischen Geometrie, in welchem die Unterscheidung 
der projektiven, affinen und metrischen (oder, wie die Autoren sagen, iiquiformen) 
Geometrie in dem hier in Betracht kommenden Sinne von vorneherein mit Konsequenz 
durchgefiihrt wird. Es ist dies das Lehrbuch von Heffter und Kéhler (Leipzig, 
erster Teil 1905). 

Sodann, was Untersuchungen iiber Schraubentheorie angeht, vor allen Dingen 
die nun vollendete Geometrie der Dynamen von Study (Leipzig, 1903), die neben 
vielem anderen Neuen, was iiber den Bereich des vorstehend abgedruckten Aufsatzes 
hinausliegt, insbesondere eine véllig durchgefiihrte Diskusion der verschiedenen Arten 
der linearen Schraubensysteme enthalt. Ferner die Untersuchungen von Griinwald 
in den Binden 48, 49 und 52 der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik (1901, 1902, 
1905), deren Titel ich hier wenigstens anfiihren will: 

1) Sir Robert Balls lineare Schraubengebiete, 

2) Zur Veranschaulichung des Schraubenbiindels, 

3) Darstellung aller Elementarbewegungen eines: starren Kérpers von beliebigem 
Freiheitsgrad. 

Endlich, was die am Schlusse meines Aufsatzes benutzte Untersuchung holonomer 
und nichtholonomer Geschwindigkeitskoordinaten angeht, die neuesten Publikationen: 

Hamel, Die Lagrange-Eulerschen Gleichungen der Mechanik (in Bd. 50 der 
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 1903), und Appell, Traité de Mécanique 
rationnelle, 2. Band, 2. Auflage (Paris 1904). 


Géttingen, im Mai 1906. 
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Uber die starken Maxima und Minima bei einfachen Integralen. 
Von 
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Kapitel I. 
Die Verteilung der starken Extremalen in der Umgebung eines Punktes.*) 


§ 1. Zuriickfiihrung der Fragestellung auf diejenige bei positiv definiten Varia- 
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RS ce eS a te oe eee Ot ae ea Sete a eee 478 
§ 8. Das Biischel der starken Extremalen durch einen Punkt......... 481 
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Kapitel II. 

Die allerkiirzesten Wege innerhalb eines gegebenen Gebietes. 
§ 10. Die Existens einer Grenskurve. ... 2... 2 5s ese ee we ewe 493 
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*) Die Paragraphen 2, 4, 6 und 7 sind im wesentlichen meiner Dissertation 
, Uber die diskontinuierlichen Lisungen der Variationsrechnung (Gottingen 1904) ent- 
nommen, 
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Einleitung. 


Bei der Untersuchung von Variationsproblemen kann man sich auf 
drei voneinander prinzipiell verschiedene Standpunkte stellen. 

Mathematisch am einfachsten zu behandeln ist die Frage nach dem 
Verschwinden der ersten Variation. Diese Art, das Problem zu stellen, 
steht im Vordergrund in der Mechanik, der Optik und der Charakteri- 
stikentheorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Durch 
die Arbeiten von Euler und Lagrange ist diese Theorie der ersten 
Variation entstanden und in erschépfender Weise ausgebaut worden. 

In zweiter Linie kommt die Frage nach den Extremumseigenschaften 
dieser ,,stationiren“ Kurven und Fliichen (d. h. derjenigen, die durch die 
Euler-Lagrangesche Methode geliefert werden). Die analytische Behandlung 
dieses Problems, die durchweg auf der Beriicksichtigung der ersten Glieder 
von Taylorschen Entwicklungen beruht, hat zur naturgemiiBen Folge, dab 
die beziiglichen Aussagen auf die Nachbarschaft der stationiiren Gebilde 
beschriinkt werden miissen. Nach den Untersuchungen von Legendre und 
Jacobi sind es bekanntlich diejenigen von WeierstraB, welche diese 
Fragen, mindestens bei der Variation eines Kurvenintegrals in der Ebene, 
vollkommen erledigt haben. 

Die WeierstraBsche Theorie fiihrt dazu, zwei Arten von Nachbar- 
schaften von Kurven zu unterscheiden, die man als die weitere und 
die engere Nachbarschaft bezeichnet.*) Hierunter ist folgendes zu ver- 
stehen: ¢ und 7 seien zwei beliebige aber festzuhaltende positive GréBen. 
Kénnen wir die gegebenen Kurven so aufeinander abbilden, da ent- 
sprechende Punkte um weniger als ¢ voneinander entfernt sind und die 
Neigungswinkel entsprechender Tangenten um weniger als 7 voneinander 
abweichen, so liegt eine engere Nachbarschaft vor. Ist dagegen nur 
ersteres méglich, so reden wir von einer weiteren Nachbarschaft. 

Wenn man nun ein Stiick einer stationiiren Kurve untersucht, so 
sind zwei Fille méglich. Entweder ist das betreffende Kurvenintegral, 
lings eines solchen Kurvenstiickes genommen, ein Minimum, wenn man 
zum Vergleich Kurven mit denselben Endpunkten heranzieht, die in einer 
gewissen weiteren Nachbarschaft der ersten liegen; oder man muB sich 
auf Kurven beschriinken, welche einer engeren Nachbarschaft jener an- 
gehéren. Im ersten Falle sagt man, daB die Kurve ein starkes, im zweiten, 
daB sie ein schwaches Extremum liefert. Da fiir hinreichend kleine Stiicke 
einer reguliren stationiren Kurve immer mindestens ein schwaches Ex- 
tremum eintritt, hat Kneser diese Kurven Extremalen genannt. Dem 


*) A. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung. Braunschweig 1900, pag. 54. 
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eben gesagten entsprechend wollen wir die Extremalenstiicke kurz in 
starke und schwache unterscheiden. 

Wir kommen endlich zu den Fragen der dritten Kategorie, denen 
diese Abhandlung besonders. gewidmet ist; die Variationsrechnung ver- 
dankt Problemen dieser letzten Art (die in ganz einfachen Fillen, wie dem 
der kiirzesten Linie, schon seit dem Altertume gelést waren) ihren Ur- 
sprung. Hier gibt man sich a priori ein Gebiet 7 und sucht zwei Punkte 
dieses Gebietes durch eine Kurve, die T nicht verléBt, so zu verbinden, 
daB ein gegebenes Kurvenintegral — lings dieser Kurve genommen — 
kleiner ist als fiir eine beliebige andere Kurve von 7’ mit denselben End- 
punkten. Fiir spezielle Probleme kann unter Umstinden die Weier- 
straBsche Methode auch hier zum Ziele fiihren. Der erste aber, der ein 
auf allgemeine Prinzipien ruhendes Verfahren vorschlug, das zur um- 
fassenden Beantwortung der betreffenden Fragen fiihren konnte, war 
D. Hilbert in seiner Arbeit Uber das Dirichletsche Prinzip.*) 

Hilbert beschrinkt sich zwar dort auf die Existenz einer aller- 
kiirzesten geodiitischen Linie zwischen zwei Punkten eines reguliren Flichen- 
stiickes; nach einem nicht ganz befriedigenden Versuche von C. Noble**) 
wurde aber das Hilbertsche Verfahren durch O. Bolza auch auf allgemeinere 
Probleme ausgedehnt.***) Letzterer erkannte, daB das Gelingen der 
Hilbertschen Methode von zwei Umstiinden abhiingt. Erstens muB das 
gegebene Kurvenintegral die Eigenschaft haben, daB der Integrand in 
jedem Kurvenelemente des Gebietes 7 ein und dasselbe Vorzeichen be- 
sitzt, d. h., daB das Variationsproblem, wie wir sagen wollen, definit ist. 
Zweitens aber mu sich die Umgebung jedes Punktes von 7 mit einem 
Felde von starken Extremalen, welche durch diesen Punkt gehen, eindeutig 
und liickenlos ausfiillen lassen. 

Im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit wird nun gezeigt, daB die 
zweite dieser Bedingungen, welche Bolza an die Spitze stellt, im wesent- 
lichen eine Folge der ersten ist, wenn man auch solche Lésungen zulaBt, 
die mit Unstetigkeiten in der Fortschreitungsrichtung ihrer Tangente be- 
haftet sind. 

Wir werden nimlich zeigen, dab, nach Adjunktion dieser sogenannten 
diskontinuierlichen Lisungen, die Umgebung eines jeden Punktes P, wo 
das Variationsproblem definit ist, sich auf eindeutige Weise mit einem 
Biischel von starken Extremalen durch P einfach und liickenlos tiber- 


*) Jahresber. d. Deutsch. Mathematikerverein., Bd. VIII (1899), p. 184, ab- 
gedruckt in Crelles Journ., Bd. 1380 (1905). 
**) Eine neue Methode in der Variationsrechnung. Diss. Géttingen 1901. 
***) 0. Bolza, Lectures on the Calculus of Variations (Chicago 1904), chap. VII. 
30* 
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decken la8t. Ausnahmen bilden nur solche Punkte, fiir welche eine der 
beiden spiter definierten Invarianten (x,y) oder Q(a,y) verschwindet, 
d. h. Punkte, die im allgemeinen auf Kurven verteilt sind. 

Da wir nun ferner auch zeigen werden, daB die Existenz einer einzigen 
starken Extremalen durch den Punkt P geniigt, um das Problem durch 
ein aiquivalentes zu ersetzen, das in der Umgebung dieses Punktes definit 
ist, so sehen wir, da die Theorie der starken Extremalen durch die Heran- 
ziehung diskontinuierlicher Lésungen vollkommen erledigt werden kann. 
Die Punkte der Ebene, die bei dem vorgelegten Variationsproblem sich 
mit einem Biischel von starken Extremalen umgeben lassen, wollen wir 
der Kiirze wegen in dieser Abhandlung reguldir nennen. Hierin weichen 
wir von der Terminologie ab, die Bolza*) im AnschluB an Hilbert 
benutzt. Bolza nennt namlich nur solche Punkte reguliir, welche sich 
mit einem Biischel von starken kontinuierlichen Extremalen umgeben 
lassen**) Diese wollen wir reguldr im engeren Sinne nennen. 

Fiir ein Gebiet, das lauter regulire Punkte im engeren Sinne enthiilt, 
gilt ein Satz, den Osgood***) gefunden hat, und der fiir die Variations- 
rechnung von hichster Wichtigkeit ist. Viele Schwierigkeiten, welchen 
man bei der Behandlung von Doppelintegralen begegnet, sind nur dem 
Umstande zuzuschreiben, daB der betreffende Satz fiir diese Probleme auf- 
hort richtig zu sein. Der Osgoodsche Satz liBt sich auf reguliire Probleme 
in unserem Sinne iibertragen; um dies in bequemer Weise zu tun, werden 
wir gewisse Untersuchungen und Resultate von G. A. Bliss+) — in ent- 
sprechender Weise modifiziert — zu Hilfe ziehen. 

Die Ergebnisse des ersten Kapitels erlauben uns dann, die Hilbertsche 
Methode ganz allgemein auf positiv definite Probleme anzuwenden, was 
keine Schwierigkeiten bietet. Dagegen wird im letzten Paragraphen an 
einem Beispiele gezeigt, daB die Eigenschaft eines Problems, in jedem 
Punkte eines Gebietes 7 regular zu sein, nicht hinreicht, um auf die 
Existenz von allerkiirzesten Wegen zwischen zwei Punkten dieses Ge- 
bietes zu schlieBen. Die Voraussetzung, daB das Problem definit ist, ist 
also wesentlich. 


*) a. a. O., pag. 29 und pag. 125. 
™) Dies trifft zu, wenn die WeierstraBsche Invariante F, (a, y; cos y, sin y) fiir 
jeden Wert von y von Null verschieden ist. 
***) Transactions of the American Mathematical Society, vol. II (1901), p. 273. 
+) Transactions of the American Mathematical Society, vol. V (1904), p. 113. 
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Kapitel I. 


Die Verteilung der starken Extremalen in der Umgebung 
eines Punktes. 


§ 1. 

Zurickfiihrung der Fragestellung auf diejenige bei positiv 

definiten Variationsproblemen. 

Es sei F(x, y; x’, y’) eine eindeutige, regulire, analytische*) Funktion 
ihrer vier Argumente fiir jeden Punkt eines gewissen Bereiches 7’ der 
ay-Ebene und fiir jedes endliche Wertepaar von x und y’, das von 
a’ = y' =0 verschieden ist. Ferner sei F' eine homogene Funktion erster 
Ordnung ihrer letzten beiden Argumente, d. h. es gelte die Gleichung 
(1) F (a, y; ka’, ky’) = kF(@, y; #,y) 
unter den Voraussetzungen 

k>0 
g?+y%>0 | 

Setzt man insbesondere x’ = cos#, y= sin, so muf die Funktion 
F(z, y; cos #, sin #) eine eindeutige periodische Funktion ihres Argumentes 
@ mit der Periode 22 sein, die fir jeden Punkt von 7 und fiir jeden 
reellen Wert von & reell und regulir bleibt. 

Es sei endlich durch 
(2) a mid ne y(t) 

1=°>" 
eine regulire analytische Kurve C dargestellt, die zwei gegebene Punkte 
2, Y, und 2, ¥, des Bereiches 7’ verbindet und vollstindig innerhalb T 
verliuft, und es seien durch 2’, y’ die Ableitungen der Funktionen (2) 
nach ¢ bezeichnet. 

Dann hat das bestimmte Integral 


ty 
(3) I= Fe, y; vy )dt 


einen endlichen Wert, der sich wegen der EHigenschaft (1) nicht andert, 
wenn man ¢ durch einen Parameter rt ersetzt, der mit ¢ durch die Be- 
ziehungen 





ae t = 9(t) 
*) Man kénnte, indem man die Ausdrucksweise entsprechend modifiziert — 
ihnlich wie Bolza es in seinem oben zitierten Buche tut —, im allgemeinen nur 


die Stetigkeit der partiellen Ableitungen der drei ersten Ordnungen voraussetzen. 
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verbunden ist, wahrend die Ungleichung 
¢()>0 
im ganzen Intervall 4, << ¢, gilt. 

Es sei ferner bemerkt, daB, da die Funktion F(z, y; cos #, sin #) von 
®& zwar die Periode 2z, nicht aber die Periode x*) besitzt, der Wert 
des Integrals (3) vom Sinne abhingt, in welchem man die Kurve C 
durchliuft. Die Extremalen, sowie siimtliche andere Kurven der xy- Ebene, 
die im folgenden benutzt werden, besitzen alle einen ausgezeichneten 
positiven Sinn, der in den Figuren durch die Spitze eines Pfeiles an- 
gedeutet sein mige. 

Die erste Variation des bestimmten Integrals (3) verschwindet be- 
kanntlich, wenn die Funktionen (2) die Eulersche Differentialgleichung 


(4) G(x, 93 vy; 2", y") = Fiy— Pye + Avy’ — yx") = 0 
befriedigen**); hier und im folgenden bedeuten die Indizes partielle Ab- 
leitungen nach 2, y, 2’, y', wihrend F, die WeierstraBsche Invariante 

a Bey = Fy 


xy’ ay zi-yy 


d 


6) F,(@, 95 2,9) = Js Fey = — 
darstellt. 

Um aus der Gleichung (4), d. h. einer gewéhnlichen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung fiir die zwei Funktionen x(t), y(t), Gleichungen 
fiir die Extremalen zu bekommen, muf man zu (4) eine zweite willk:ir- 
liche Beziehung zwischen x(¢) und y(t) adjungieren, wodurch erst eine 
bestimmte Parameterdarstellung erhalten wird. Wir werden dazu be- 
sonders die Gleichung 
(6) ei +yt=—1 
benutzen, wodurch die Lange der Extremalen als Parameter eingefiihrt wird. 

Die Eulersche Differentialgleichung zeigt sofort, daB die Extre- 
malen in jedem Elemente (x, y; 2’, y’) des Gebietes 7 reguliir sind, wo 
F, (x, y; x,y’) +0 ist, denn es kann in diesem Falle das Cauchysche 
Existenztheorem angewandt werden. 

Nach der WeierstraBschen Theorie ist nun eine Extremale, die das 
Linienelement (2%, ¥; 7%» Yo) enthilt, im Punkte (z,, y)) stark, wenn die 
WeierstraBsche E-Funktion 


(7) E(x; Yo3 Xo» Yo 3 X, ¥') = [FL(@’, y’) — Fi (2%, Yo) v 
+ [Fy @; ¥) — Fy @; vo) ly’ 

*) Dies ist nur dann der Fall, wenn F(x, y; — 2’, —y') = F(x,y; x, y’) ist, 
was z. B. fir F = Ya’? + y'* zutrifft. 

**) Diese Differentialgleichung wurde gewiéhnlich die Lagrangesche genannt; 
wie aber Bolza a. a. O. pag. 22 bemerkt, hat sie Lagrange selbst Euler zugeschrieben. 












von 
ert 


ne 
ten 
an- 


ausschlieBlich fiir diejenigen Wertepaare x’, y’ verschwindet, fiir welche 
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(8) “yy, —y¥% =O und va, +y'y>90 
ist.*) 

Weierstra8 hat schon in seinen Vorlesungen die Bemerkung gemacht, 
daB es Probleme gibt, bei welchen keine einzige Extremale stark ist**); 
soleche Probleme schlieSen wir naturgemaé8 aus unseren Untersuchungen 
aus und machen also die Annahme, daB 2, y, %, Y in der Weise ge- 
waihlt sind, daB die Z-Funktion (7) fiir alle Werte von 2’ und y’, welche 
(8) nicht befriedigen, positiv ist. 

Man schreibe: 

“a=cost?, y =sind, 
(9) Lo = COS, Yo = sin D, 
t— 3 = 9} 
was zulissig ist, da man, wegen der Homogeneitiitseigenschaft (1), den 
Parameter ¢ immer so wihlen kann, daB die Gleichung (6) erfiillt ist. 
Wir setzen in (7) die GréBen 2, y', a, yo als Funktionen von 4, 
und @ ein und erhalten 
E(%o, Yo; 608 Bo, sin); cos #, sin +) = w(cos gy, sin p) > 0; 

die Funktion y verschwindet, wegen unserer Annahme, nur fiir diejenigen 
Werte von g, die mod. 2x kongruent Null sind. Fiir = <9 = hat 
sie also eine positive untere Grenze ¢ und fiir diese Werte ist 

& (cos g, sin p) + cos p> 4; 
diese letzte Ungleichheit gilt aber auch fiir die tibrigen Werte von g, weil 
fiir diese »y >0 und cos p> = sind. Man kann somit 4 positiv und so 
klein wihlen, daB 
(10) v(cos p, sing) + Acosg > 2h>0 
ist. 

Nun ist aber 
E(%o1Yo3 o's Yo 2%’) 1 (x’ cos # + y' sin 4) | 

Vit+y? Vary? 
Andererseits erhailt man aus der Homogeneitiitsgleichung (1), wenn man 
beide Seiten nach & differentiiert und k = 1 setzt, die Identitit: 

(11) F(2,y;¢,y)=aF, + y¥F,, 


*) Die letate Ungleichheit ist notwendig, weil die Gleichung (1) nur fiir positive 
k zu gelten braucht. 
**) O. Bolza, a. a. O., pag. 142; cf. meine Dissert., pag. 10. 








w(cos p, sing) = , Acosg = 









































456 C. Caratutopory. 


so daB man statt (7) fiir die Z-Funktion 


(12) E(x, yo; cos &, sin %; 2’, y’) = F(a’, y') — x F (cos 9, sin %) 
— y F,,(cos %, sin 8) 
schreiben kann. . “ ’ 

Jetzt fiihre man die Konstanten a und 6 und die Funktion ® durch 
die Gleichungen 

a = — F,,(cos &, sin ))*+ Acos 
(13) b = — F,,(cos 4, sin )) + Asin | 
O(2, 9; 2’, y) = F(a, y; 2’, y') + ax’ + by’ 
ein. Dann besagt die Beziehung (10) nichts anderes als daB 
D (2%, Yo; cos #, sin #) > 2h 
ist. In einer gewissen Umgebung des Punktes (2, y,) wird also 
(2, y; cos F, sin #) >h 


gelten; mit anderen Worten: es ist die Funktion ® in diesem Gebiete 
positiv definit. 

Wir kénnen nun im Integrale (3) die Funktion F' durch (2, y; 2’, y’) 
ersetzen, da diese letzte Funktion ihrer Definition (13) gemiB homogen 
erster Ordnung in « und y’ ist. Nun bleiben aber sowohl die Extremalen 
wie auch die WeierstraBsche E-Funktion unverindert, wenn man F durch 
® ersetzt, so daB die Eigenschaft einer Extremalen, stark zu sein, bei 
unserer Transformation erhalten bleibt. Indem wir ferner bemerken, daf 
wir, wenn die E-Funktion negativ ist, die auf iihnliche Weise erhaltene 
Funktion ® durch —® ersetzen kénnen, kommen wir zu folgendem 
Resultate: 

Um die Verteilung der starken Extremalen in der Umgebung eines 
Punktes zu untersuchen, geniigt es, die positiv definiten Variationsprobleme 
zu beriicksichtigen. 


§ 2. 
Die Indikatrix und ihre Eigenschaften. 


Es sei jetzt das Variationsproblem (3) selbst positiv definit, d. h. es 
gelte fiir jeden Punkt des Gebietes 7 und fiir jeden Wert von @ die Un- 
gleichheit 
(14) F(a, y; cos #, sin) >h> 0. 

Wir betrachten das Biischel der Radienvektoren, die von einem Punkte 
(a, y) ausgehen, und suchen auf jeder dieser Geraden den Punkt 


(7+ a’dt, y+ydt) 








el 
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zu bestimmen, fiir welchen das Differential F'dt einen gegebenen Wert 
du annimmt: 
(15) F(a, y; a, y)dt = du. 
Die so erhaltenen Punkte bilden wir durch die Abnlichkeitstrans- 
formation 
av dt =§du 
y dt =ydu 
auf eine §y-Ebene ab; die Achsen dieser Ebene seien denen der xy-Ebene 
parallel und gleich gerichtet. 
Die Beziehung (14) lehrt uns, daB Fdt, also auch du positiv ist; 
die Homogeneitiitseigenschaft (1), die nur fiir positive k gilt, liefert also 


F(a, y; 2’, y)dt = F(a, y; «dt, y'dt) 
= F(x, y; du, ndu) 
= F(x, y;&, n)du. 
Der Ort der in der £4-Ebene abgebildeten Punkte ist also nach (15) 
(16) F(x, y; &, 9) =1. 
Fiihrt man die Polarkoordinaten 
—E=ocos?, 7»=—osiné 
ein, so bekommt man fiir diese Kurve 
1 
or F(a, y; cos #, sin #) : 


Die Gleichung (16) resp. (17) stellt eine Kurve dar, die in ihrer 
Konstruktion Ahnlichkeit mit der Dupinschen Indikatrix hat, und die wir 
darum Indikatrix des Variationsproblems nennen wollen; der Anfangspunkt 
der Koordinaten in der Hilfsebene der &, soll Grundpunkt der Indikatrix 
heiBen. Die Gleichung (17), mit (14) verglichen, zeigt, daB der Radius- 


vektor 


(17) 





1 
esx 


ist. Aus der Gleichung (17) lassen sich fiir die Indikatrix, wenn man die 
tiber F gemachten Voraussetzungen beriicksichtigt, folgende Schliisse ziehen: 
Die Indikatrix eines definiten Variationsproblems ist eine reguliire, 
analytische, geschlossene Kurve, die ginzlich im Endlichen liegt; jeder 
Radiusvektor durch den Grundpunkt schneidet sie nur einmal und folglich 
liegt der Grundpunkt im Innern der Kurve. 
Wenn man umgekehrt in der £7-Ebene eine zweiparametrige Schar 
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von Kurven gibt, welche simtliche soeben genannten Higenschaften besitzt, 
so kann man ihr ein positiv definites Variationsproblem zuordnen, dessen 
Indikatrix in jedem Punkte eine Kurve der vorgelegten Schar ist. Es 
sei z B. die Gleichung der Kurvenschar in Polarkoordinaten 


o = x (a, y; cos, sin). 
Dann hat man nach (17) fiir das zugeordnete Variationsproblem 


1 


F (a,y; cos@, sind) = rr 


andererseits aber wegen der Homogeneitiitseigenschaft (1) 


F (a, y;2',y) = Va'?+ gy" F (*, Y; Wy 3? verry ) 


=Vx"%+y? F(a, y; cos®, sin), 


so daB man schlieBlich 


aera 
(17) F(a, y;2',y) =~ +9 7 

(nv reye yee) 
erhalt. 

Die Einfiihrung der Indikatrix wird unsere Betrachtungen viel iiber- 
sichtlicher gestalten; in der eigentlichen Variationsrechnung ist diese Kurve 
noch nicht benutzt worden; dagegen spielt sie schon lingst in der 
geometrischen Optik unter dem Namen ,Strahlenfliiche“ eine wichtige 
Rolle. 

Die Tangente ¢ im Punkte A(&,7) der Indikatrix 


(18) F (a, y; $4) =1 
wird durch die Gleichung 
(19) F, (2-8) + F, (H—1) = 0 


in den laufenden Koordinaten = und H gegeben, und die Gleichung (11), 
die sich hier mit Riicksicht auf (16) 


(20) FL§+F,7=1 
schreiben laBt, lehrt uns, daB keine dieser Tangenten durch den Grund- 
punkt der Kurve geht. 

Es ist nun bekanntlich*) die Bedingung dafiir, daB in der Ebene der 


z,y ein Bogenelement dx, dy die Extremale x(t), y(t) im Punkte 2, y 
transversal schneide, 


F,:- 62+ F,-dy=0. 


*) Kneser, Lehrbuch, pag. 32. Bolza a. a. 0., pag. 155. 
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Die Gleichung (20) kann also folgendermaBen gedeutet werden (Fig. 1): 

Wenn man im Punkte x,y der xy-Ebene zwei Parallelen r,, t, -2u 
dem Radius Vektor r und der Tangente t an die Indikatrix zieht, so . 
schneidet die Gerade t, diejenige Extremale e 
transversal, welche im Punkte x, y die Richtung 
r, besitet. 

Die Kriimmung K der Indikatrix wird in 
jedem Punkte durch die Gleichung 


(21) , em en" — n &” 


gegeben, wenn man § und 7 als Funktionen eines 
Parameters t betrachtet und die Ableitungen 
nach diesem Parameter aus der Gleichung (16) 
der Kurve und aus 0 . 


£24 9/2 = 1 Fig. 1. 





berechnet. Die Kurve midge, wenn rt wichst, so durchlaufen werden, wie 
es die Pfeilspitze auf der Tangente ¢ der Fig. 1 zeigt. Dann ist die 
Kriimmung K im Punkte A positiv oder negativ, je nachdem die Kurve 
in der Umgebung von A auf derselben oder auf der entgegengesetzten 
Seite ihrer Tangente liegt wie der Grundpunkt G. 
Durch Differentiation von 

F (a, y; §,4) = 1 
bei konstanten x und y erhiilt man: 
(22) F, 8’ + Fx! =0, 
(23) Fy gb? + 2F,y 30 + Fyyy?* + Fe" + Fyn" =0. 
Es lauten aber hier die Gleichungen (5) 


1 1 1 
F, =f, (4, 95 & 0) = 53 Fee = — gy Bey ply: 


so daB man (23) kiirzer schreiben kann: 

(24) F, (n&— &9')? + FE" + Fy” =0. 

Nun zeigt aber die Gleichung (20), daS F, und F,, nicht zugleich ver- 
schwinden kénnen; es ist zum Beispiel F,+-0. Indem man F,, aus (22) 
und (24) eliminiert, erhailt man fir K 


, ” , ” F, ; P nae 3 
K=#'y"—y7t’= mi Gs: 7 &) ; 


und wenn man fF’, aus (20) und (22) eliminiert, erhalt man ahnlich 


of = F, (&u' — 08), 
so daB schlieBlich 
(25) K = F, (&n' — 7%)* 
ist. 
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Die Kurve schneidet aber nur einmal jeden Radiusvektor und keine 
Tangente geht durch den Grundpunkt; folglich ist der Winkel « zwischen 
¢ und r (Fig. 1) immer kleiner als x und die GréBe (&y — y&') immer 
positiv und von Null verschieden: K und F, haben dasselbe Vorzeichen. 
Das Vorzeichen von F, ist aber entscheidend, um zu wissen, ob die be- 
treffende Extremale ein Maximum oder ein Minimum liefert; wir kénnen 
also sagen: 

Ist fiir die Richtung r die Indikatrix nach auBen konvex, so liefert 
die Extremale, die im Punkte x,y die zu r parallele Richtung r, besitzt, ein 
Minimum in der Umgebung dieses Punktes; ist die Indikatrix dort konkav, 
so liefert die Extremale ein Maximum. 

In ahnlicher Weise ist die Indikatrix eng mit der WeierstraBschen 
E-Funktion verbunden. Es sei ¢ (Fig. 1) die Tangente im Punkte A(E, 7) 
der Indikatrix, B (,7) ein anderer willkiirlicher Punkt dieser Kurve. Ferner 
sei der Abstand zwischen B und ¢ mit D bezeichnet und mége positiy 
oder negativ gemessen sein, je nachdem B auf derselben oder auf der 
entgegengesetzten Seite von ¢ liegt wie der Grundpunkt G. 

Dann hat man mit Hilfe der Gleichung (19) der Tangente 


F,, (=—&) + Fy (H—y) =0 
fiir die Entfernung 0 die Beziehung 
— Fy (€—) + Fy (n — 7) 
VF2+ F? 


(das Vorzeichen ist hier richtig gewahlt, denn fiir § =0, 7 =0 muB der 
Ausdruck positiv sein). 


Wir bezeichnen F’, (2, y; & 7), F,, (a, y; &,%) mit F,, F,,; dann ist 
nach (20) 


(26) Fi§+F,,=F,§+ F,7=1, 


und man kann schreiben 





pw Fe Feet Py—Fy)i 
V Fi. + F3 
Die WeierstraBsche K-Funktion 
E (a, y; 8 9; é, 4) = (F,—F,) g +> (F,y—F,) 7 


erlaubt uns endlich zu schreiben: 


(27) p — Fy h 60 


VFP + Fy 
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Die beiden GréBen 0 und E haben folglich dasselbe Vorzeichen und 
verschwinden zugleich. Nun war aber eine Extremale im Linienelement 
(a, y; #’, y’) dann und nur dann stark, wenn die E-Funktion 

E (a, y;«,y3 2,9), 
als Funktion von Z%, 7 betrachtet, definit ist. Die Gleichung (27) liefert 
also den Satz: 

Eine Extremale ist im Linienelemente (x, y; x’, y’) dann und nur dann 
stark, wenn die Tangente im entsprechenden Punkte der Indikatrix aufer 
dem Beriihrungspunkte keinen anderen Punkt mit der Kurve gemein hat, 
und folglich ginzlich auBerhalb dieser Kurve verliuft. 


§ 3. 
Bestimmung der starken Extremalen, die durch einen Punkt gehen. 


Der soeben bewiesene Satz gestattet durch den bloBen Anblick 
der Indikatrix die starken Extremalen von den anderen zu unterscheiden. 
Um uns aber auf den allgemeinen Fall zu beschriinken, ist es not- 
wendig, solche Punkte (#, y) unseres Variationsproblems auszuschlieBen, 
fiir welche die Indikatrix mit einer ihrer Tangenten eine vierfache Be- 
riihrung besitzt. Der Grund dieser Beschrinkung ist folgender: die 
Extremalen sind fiir ein gegebenes Element («, y; x’, y’) reguliir, wenn 
F, +0 ist, d. h. die Indikatrix im entsprechenden Punkte eine von Null 
verschiedene Kriimmung hat. Damit nun andererseits die Indikatrix, in 
einem Punkte, wo sie ihre Tangente nicht durchsetzt, die Krimmung Null 
habe, mu sie diese Tangente mindestens vierfach beriihren. Durch die 
Bedingung, die wir der Kurve auferlegen, schlieBen wir also solche Punkte 
aus, wo die WeierstraBsche Bedingung fiir die Existenz einer starken 
Extremalen fiir derartige Richtungen erfiillt sein wiirde, fiir welche keine 
regulire Extremale existiert. 

Analytisch la8t sich diese Bedingung folgendermaBen ausdriicken: 
Die Tangente der Indikatrix hat mit der Kurve 


F (a, Y3 g ”) =I! 
im Punkte &,7 dann eine vierfache Beriihrung, wenn die Koeffizienten 
t,@ und @ in der Taylorschen Entwicklung von 
F (a, y; §+at, 4+ Bt) 
fiir geeignete Werte von « und # zugleich verschwinden. 
Aber diese Entwicklung lautet: 


(28) 1+ (@F,+BF,)t + (Fe, +20BF;,+6F,,) > 
+ (Feet 3° BF ee, + 30 BF: + BF, ») > -. (#) = 0. 
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Mit Hilfe der bekannten Gleichungen fiir F, 


F,, = 7° F,, F,, = — &uF,,° F,, = @F, 
kann man ferner schreiben: 
oF, 
(29) Free= 4? 5 
OF: OF, 
(30) Fyej= 5, = 20F, + 05 


Man bemerke nun, daB F, homogen in & und y ist, und daB die 
Gleichung gilt 


WE, (ké, ky) = F, & 0); 


wenn man beide Seiten dieser Gleichung nach /: differentiiert und k = 1 
setzt, so erhalt man 


aF oF, _ 
(31) SF, +e ae +0 on =0. 
Setzt man diesen Wert von F, in (30) ein, so kommt 
n (_6F, OF,\ . 
Fre, = 3 (x an — 28 Ft) 


auf ahnliche Weise werden die Beziehungen 


. aon. ™ 
Peay = >< oe) OO Gn 
F a 9 27; 


nHn On ? 
abgeleitet. 
Durch Einsetzen aller dieser Werte in (28) erhilt man 
: , ofan t oF, oF) t 
1+ (a+ BF) t+ (on—B8) [FZ + («5 +8 G2) Z| + (): 


Co 


Fiir die Werte von « und £, fiir welche (a F;,+ BF) verschwindet, 
ist nun der Ausdruck (#7—f£) sicher von Null verschieden, wie aus der 
Gleichung (20) 


folgt. 


Kine vierfache Beriihrung der Indikatrix durch die betreffende Tan- 
gente kann also nur dann stattfinden, wenn die Gleichungen 


tF.+4F,=1 


F,=0, 
OF, , ,0F, _ 
(32) «cE +O #9 
zugleich erfillt sind. 
Die erste dieser Gleichungen zieht wegen (31) die Gleichung 


OF, , oF, _ 
(33) bse tu GZ, =0 
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nach sich; und die Gleichungen (32) und (33) kénnen wegen des Nicht- 

verschwindens ihrer Determinante (#7—{€) auf die einfache Form 

OF, OF, 

(34) ae 9 _— 

gebracht werden. Diese Ausdriicke sind in den Argumenten & und 4 

homogen; die Punkte der xy-Ebene, fiir welche das System (34) befriedigt 

werden kann, bilden also im allgemeinen eine Kurve, deren Gleichung 

wir mit 

e (35) ¥ (a, y)=0 

bezeichnen wollen. 

Es sei jetzt P ein Punkt der zy-Ebene, der nicht auf der Kurve 

1 Y = 0 liegt.*) Die Indikatrix des positiv definiten Variationsproblems, 
das wir untersuchen, ist eine ganz im Endlichen liegende Kurve mit 
stetiger Kriimmung; sie wird also Stiitzgeraden besitzen, d. h. Tangenten, 
welche durch keinen inneren Punkt der Kurve gehen, und zwar wird es 
fiir jede Richtung in der §y-Ebene zwei solche Stiitzgeraden geben, 
zwischen welchen die Indikatrix verliuft. In den Beriihrungspunkten 
irgend einer Stiitzgeraden ist die Indikatrix nach auBen konvex und hat 
eine von Null verschiedene Kriimmung, weil sonst die Stiitzgerade die 
Kurve vielfach beriihren wiirde. Das entsprechende F ist also nach 
unserem Satze von pag. 460 immer positiv und von Null verschieden. 

Die Punkte der Indikatrix werden demnach in zwei Klassen geteilt: 
diejenigen nimlich, die von Stiitzgeraden beriihrt werden, und die anderen; 

_ jedem Beriihrungspunkte einer Stiitzgeraden entspricht eine reguldre 
Extremale, und wenn die Stiitzgerade die Indikatrix in keinem zweiten 
Punkte beriihrt, so ist diese Extremale stark. 

Wir wollen annehmen, da8 die Indikatrix nur eine endliche Anzahl 
von mehrfachen Tangenten besitzt; durch die Radien- 
vektoren, die von dem Grundpunkte der Indikatrix 
zu den Beriihrungspunkten der mehrfachen Stiitz- 
geraden gefiihrt werden, ist eine Reihe von Sektoren 
definiert; mit Hilfe dieser Sektoren (Fig. 2) kann 
man im Punkt P diejenigen Richtungen, fiir welche 
die Extremalen ein starkes Minimum in der Um- 
gebung von P liefern, von den anderen (in der 
Figur schraffierten) unterscheiden, fiir welche 
ein schwaches Minimum oder auch ein Maximum existiert. 

Zu gleicher Zeit ergibt sich die Umkehrung des Satzes, den wir in 
§ 1 bewiesen haben: 





Fig. 2. 


*) Probleme, bei welchen ¥ identisch verschwindet, lassen wir grundsitzlich auBer 
Betracht. 
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Bei jedem definiten Variationsprobleme gibt es in jedem Punkte Rich- 
tungen, welche reguldren starken Extremalen entsprechen.*) 

Fiir diejenigen Richtungen, die den Beriihrungspunkten einer mehr- 
fachen Tangente der Indikatrix entsprechen, ist die Frage, ob die ent- 
sprechende Extremale stark ist oder nicht, noch unentschieden und 
bedarf einer niheren Untersuchung, die im folgenden durch das Studium 
der diskontinuierlichen Liésungen gefiihrt werden soll. 


§ 4. 
Die diskontinuierlichen Lésungen des Variationsproblems. 


Bei Festhalten der Endpunkte 1 und 2 eines in 0 geknickten Kurven- 
zuges 102 verschwindet bekanntlich die erste Variation des Integrals 


ty 
T= fF a, y52',yat 
t 


dann und nur dann, wenn die Kurven 10 und 02 Extremalen sind, und 
in der Ecke o die Erdmannsche Bedingung erfiillt ist.**) Letzteres ist 
der Fall, wenn die Gréfen F, und F,, lings des 


&--~"" ganzen Kurvenzuges 102, also auch im Knickpunkte 

a. é 0 kontinuierliche Funktionen von ¢ sind. 
7 Wenn wir mit x, y und Z,', %) die Werte 
2 der Ableitungen von 2(#) und y(t) und dhnlich 
Fig. 3. mit g, m die Werte irgend einer Funktion (2’, y’) 


dieser GréSen an beiden Seiten des Knickpunktes 0 
bezeichnen, so lassen sich die Erdmannschen Bedingungen folgendermaBen 
schreiben: 


(36) F,—F,=0, F,—F,=0. 


Diese Bedingungen kann man mit Hilfe der WeierstraSschen E-Funk- 
tion in eine neue Form einkleiden, die fiir das Folgende niitzlich ist. 

Mit Kneser***) sagt man, daB ein auferordentliches Verschwinden 
der E-Funktion vorliegt, wenn diese Grife fiir ein Richtungspaar 2’, y’; 
Zz’, ¥ verschwindet, fiir welches 2’y’ — y'Z’ + 0 ist. Die Gleichungen (36) 
ziehen nun nicht nur das auBerordentliche Verschwinden von 


E(x, Y; a“, y; Z’, 7’) os (F, =, F)t + (Fy a Fy)y; 


*) Dieser Satz ist auch ohne die Einschriinkungen richtig, daB die Indikatrix 
nur eine endliche Anzahl von Doppeltangenten haben soll und daf ¥ + 0 ist. 

**) cf. Kneser, Lehrbuch, pag. 172; Bolza, a. a. O., pag. 36 und 125 

***) Lehrbuch, pag. 78. 








so 


i - -_. . ope fee 









h- 


r- 


d 


l- 


- weuerr @ 








Starke Maxima und Minima. 


sondern auch das von 
E(a,y; 2,9; 2, y) =(F,—F,)a + (Fy — Fy)y 
nach sich. 


Wegen der Homogeneitiitseigenschaften von F' und deren Ableitungen 
sind ebenfalls 


(37) E = E(2, y; &, 0; &, 7) =0 
und 
(38) E = E(a, y; E, i; g, n) = 0. 


Nun hatten wir aber gesehen, daB die H-Funktion proportional der 
Entfernung eines Punktes der Indikatrix von der Tangente in einem anderen 
war. Die Gleichungen (37) und (38) besagen also nichts anderes, als daB 
die Tangente der Indikatrix im Punkte & 4 den Punkt & 7 dieser Kurve 
enthalt, und daB ebenso die Tangente im Punkte &, 7 durch den Punkt 
&, » geht. 

Die Gerade, welche £4 mit § 7 verbindet, ist also eine Doppel- 
tangente der Indikatrix. Umgekehrt bestimmt aber auch jede Doppel- 
tangente dieser Kurve durch ihre Beriihrungspunkte Richtungen, fiir 
welche die Erdmannsche Bedingung gilt, weil aus den Gleichungen 
E=0 und E =0 die Bezichungen (36) folgen, da hier £7 — 4& + 0 ist. 

Wir machten schon bei der Definition der Indikatrix auf die Ana- 
logie aufmerksam, welche zwischen dieser Kurve und der Strahlenfliche 
in der geometrischen Optik existiert. Nun besitzt die Strahlenfliche fiir 
doppelbrechende Kristalle bekanntlich singulire Tangentialebenen, welche 
die Fliche lings der Peripherie eines Kreises beriihren; ihnen ent- 
sprechen ahnlich wie bei unseren ebenen Problemen gebrochene Wege des 
Lichtes. Nur ist das Licht nicht in einer bestimmten Richtung gebrochen, 
wie es bei einer Doppeltangentialebene der Fall sein wiirde, welche die 
Strahlenfliche in zwei bestimmten Punkten beriihrt, sondern lings eines 
ganzen Kegels. Dieses ist das bekannte von Hamilton entdeckte Phi- 
nomen der konischen Refraktion. 


§ 9. 
Der Satz von der Vertauschung der starken Extrema. 

Es entsprechen den beiden Richtungen, welche den Grundpunkt 
der Indikatrix mit den Beriihrungspunkten einer Doppeltangente ver- 
binden, zwei Extremalen, die wir mit 102 und 1'02’ bezeichnen 
wollen (Fig. 4). 
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Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen verschwindet die erste 
Variation fiir die zwei gebrochenen Kurven 102’ und 1'02. 
Wir nennen eine diskontinuierliche Extremale 
2 stark, wenn diese Kurve in der Umgebung jedes 
Punktes ihrer beiden Zweige, der nicht mit dem 
7) Knickpunkte zusammenfiallt, ein starkes Extremum 
liefert. 
Wir wollen jetzt zeigen, daB, wenn die Doppel- 
4 ~ tangente der Indikatrix eine Stiitzgerade dieser Kurve 
Fig. 4. ist, und wenn man die vier Punkte 1, 2, 1’, 2’ hin- 
reichend nahe an 0 wihlt, von den vier stationiren 
Kurven 102, 102’, 102’, 1'02 eine einzige stark sein wird; diese starke 
Extremale ist im allgemeinen Falle, den wir allein betrachten, immer diskon- 
tinuierlich. Hierdurch werden auch die am Ende des § 3 ausgeschlossenen 
Richtungen in solche, die starken, und solche, die schwachen Extremalen 
entsprechen, unterschieden. 
Es sei 2, ¥ ein Punkt der xy-Ebene, dessen Indikatrix folgende 
Eigenschaften hat: 
a) Die Invariante ¥ ist fiir den Punkt x, y, von Null verschieden: 


¥ (Ho, Yo) + 9. 

b) Keine Stiitzgerade der Indikatrix beriihrt die Kurve in mehr als 
zwei Punkten. 

c) Die Kurve besitzt eine einzige ,,Doppelstiitzgerade“, d. h. eine ein- 
zige Doppeltangente, die zugleich Stiitzgerade ist. Diese letzte Hin- 
schrinkung hat nur den Zweck, die Betrachtungen iibersichtlicher zu 
gestalten; unsere Ergebnisse lassen sich nimlich ohne weiteres auf all- 
gemeine Fille iibertragen, wo die Kurve eine endliche Anzahl von Doppel- 
stiitzgeraden besitzt. 

Um nun zu zeigen, daB die Eigenschaften a), b), c) auch fiir eine 
gewisse Umgebung des Punktes 2, y. gelten, bemerken wir zunichst, daB 
die Kurve notwendig die Gestalt der Fig. 5 (p. 468) haben wird. Es seien 
nun AA die Doppelstiitzgerade und #,, #, die Winkel, welche die Geraden 
GA und GA mit der positiven -Achse machen; man kann diese Gréfen, 
die bis auf Vielfache von 2z unbestimmt sind, derart wiihlen, dab 
(39) 0<%—%<2 
ist. Es mégen den Richtungen 


Po = B+ 1(— 9) 
0<iji<l 


2 


(40) 


die schwachen, dagegen den Richtungen 
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Vo = Oy + A(2a + & — 9) 
0<iji<l 


die starken Extremalen in 2%, y, entsprechen. 

Da ¥(%, ¥) +0 ist, so ist die Kriimmung der Indikatrix fiir siamt- 
liche Richtungen (41) der starken Extremalen, und auch fiir die Rich- 
tungen #,, @, selbst, ebenfalls von Null verschieden, und die Invariante 
F, besitzt in diesem Sektor ein positives Minimum. 

Es sei jetzt 2, y ein beliebiger Punkt der zy-Ebene; durch die Ge- 
raden, welche den Grundpunkt der entsprechenden Indikatrix mit den Be- 
rihrungspunkten einer ihrer Doppeltangenten verbinden, werden die Fort- 
schreitungsrichtungen einer Lisung bestimmt, die im Punkte 2, y diskon- 


(41) 


tinuierlich ist; man bezeichne mit @ und @ die Winkel, welche diese 
Richtungen mit der positiven z-Achse machen. Die GréBen 

(42) a’ =cost, y=sind, #—cos#, yx’ =—siné 

miissen dann, wie wir sahen, den Erdmannschen Bedingungen 

(43) F(«, y; cos ®, sin 0) = F,(a, y; cos &, sin 9) 

F,,(2, y; cos, sin &) = F,,(«, y; cos #, sin +) 

geniigen. Dieses Gleichungssystem laft sich in einer gewissen Umgebung 
des Punktes x, y) nach #, # auflésen; man betrachte niamlich die Funk- 


tionaldeterminante mn > 
_ D(Fy—Fy, Fn — Fy) 
me ) oe 





A 


oder 
\—F,, sin?+F,, cos, F,,snd—F,, cos # | 
\— F,, sn?+F,,,cos#, F,,sind—F,,, cosd 
Fiihrt man in dieser Determinante die GréBen 


A= 


1 1 1 


7 a no 
F, ~ gint? ey —s sind cos®@~ 9 ~— cos? Fyy 
und 
- _ 1 - = 
F,= -f ,.=—-— —=—_—= =——F,,, 
1 sin?@ ** sn cos® 7" coste YY 


ein, so reduziert sie sich einfach auf 
(44) A = F,F, sin(@—4). 

Aus unserer Voraussetzung, daB die Indikatrix des Punktes 2, y 
eine Doppeltangente besitzt, folgt nun, daB die Gleichungen (43) fir ein 
System von GréBen wie 


(45) Xy, Yor Xo» Yo. Te Fo 
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befriedigt sind. Die GréBen 


F,(%; Yo} C08 By, Sin #,) und F(x, ¥; cos #, sin ) 


sind aber, wie wir bemerkten, von Null verschieden; das gleiche gilt von 
sin(#,—,). Also ist 
A(x, Yo) + 0 
und es existieren zwei Funktionen 
(46) += (x,y), a= 4(z,y), 


die in der Umgebung des Punktes 2,, y, reguliir sind, fiir diesen Punkt 
die Werte #,, #, annehmen und das Gleichungssystem (43) identisch er- 
fiillen. 

Man gebrauche jetzt den bekannten Satz iiber die Eindeutigkeit der 
Lésungen eines Systems von impliziten Funktionen in der Umgebung 
eines Punktes.*) Dieser Satz lautet hier: Man kann zwei positive GréBen 
@, und ¢ angeben mit folgenden Eigenschaften; fiir jeden Punkt der Kreis- 
fliche, deren Mittelpunkt in 2, y, liegt und deren Radius 9, ist, geniigen 
die GréBen (46) den Ungleichheiten 


(47) @#—@,|\<e, |F-—H|<e. 


# und # sind umgekehrt die einzigen GréBen, welche im betrachteten 
Gebiete das Gleichungssystem (43) und zugleich die Ungleichheiten (47) 
befriedigen. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Indikatrix, welche den Punkten einer 
gewissen Umgebung von 2, y, entspricht, folgende Higenschaften be- 
sitzt: Von den Richtungen, welche den Grundpunkt der Kurve mit den 
Beriihrungspunkten einer Doppelstiitzgeraden ver- 
binden, kann 1. keine einzige innerhalb des Sek- 
tors (BDB) fallen, 2. nicht die eine inner- 
halb des Sektors (BCECB) und die andere 
innerhalb des Sektors (CHC) fallen. 3. kénnen 
nicht beide entweder innerhalb des Sektors (BAC) 
oder innerhalb des Sektors (CAB) fallen. 

Die erste Behauptung begriindet man, indem 

Fig. 5. man bemerkt, daB fiir die Indikatrix des Punktes 

Xp, Yo die Punkte D des Sektors BDBG keine 

Beriihrungspunkte von Stiitzgeraden sind; das Produkt der Entfernungen 
der Tangente in D von den ihr parallelen Stiitzgeraden hat ein positives, von 





wr 





*) ef. z. B. H. A. Schwarz, Zur Lehre der unentwickelten Funktionen. 
Sitzungsber. d. Berl. Akad. XLV, pag. 948 (1897). 
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Null verschiedenes Minimum, wenn D den betreffenden Sektor beschreibt *) 
Da nun diese Funktion eine stetige Funktion nicht nur der Richtung des 
Vektors GD, sondern auch ihrer Parameter x und y ist, so wird sie 
ebenfalls fiir simtliche Richtungen BDBG von Null verschieden bleiben, 
wenn x und y innerhalb einer gewissen Umgebung von 2, und y, bleiben. 

Fiir keinen Punkt dieser Umgebung wird also die Tangente in einem 
Punkte der Indikatrix, welcher einer der Richtungen GD entspricht, Stiitz- 
gerade sein kénnen. 

Die zweite und dritte Behauptung lassen sich ebenso leicht beweisen. 
Man betrachte nimlich die GréBe 


E(a, y; cos @, , sin #, ; cos 6, , sin #,)\? 
g(x, Y; a,, 4) - (= a —,)? aes ) ? 
E(x, y; cos #,, sin #,; cos #,, sin #,)\?2 
+ ) 
Diese GréBe verschwindet nur dann, wenn #, und @, die Richtungen 
der Beriihrungspunkte einer Doppeltangente der Indikatrix sind; auBer- 
dem kann g(a, y; #,, #) nur dann mit (#,— #,) gegen Null konvergieren, 
wenn die Indikatrix eine sie vierfach beriihrende Gerade besitzt, d. h. wenn 
¥(a,y)=0 ist. Nun ist AA die einzige Doppelstiitzgerade im Punkte 
%» Yo und die iibrigen Doppeltangenten sind in endlicher Anzahl vor- 
handen; man kann also B und B so nahe an A und A wihlen, daB keine 
andere Doppeltangente einen Punkt des Sektors (BAC ECAB) beriihrt; 
ferner ist ¥(x, ¥) +0. Hieraus folgt, daB g im Punkte a, y, fiir die 
Richtungspaare, die unter 2. und 3. beschrieben waren, ein positives, von 
Null verschiedenes Minimum besitzt. Nun ist aber g eine stetige Funk- 
tion seiner vier Argumente und bleibt daher in einer gewissen Umgebung 
von 2, Y von Null verschieden, wenn #, und @, das betreffende Gebiet 
durchlaufen. 

Wenn wir alle diese Resultate zusammenfassen, so kénnen wir sagen: 
Man kann eine positive GréBe @ angeben derart, daB fiir alle Punkte der 
Kreisflache mit dem Radius g, deren Mittelpunkt 2,, y, ist, 1. die Punkte 
der Indikatrix, welche einer der Richtungen des Sektors (BDB) ent- 
sprechen, nicht Beriihrungspunkte einer Stiitzgerade sein kénnen; 2. die 
Punkte der Indikatrix, welche den Richtungen des Sektors (BAC ECAB) 
entsprechen, eine einzige Doppeltangente liefern, niimlich die, welche durch 
die Gleichungen (46) bestimmt ist. 

Da nun eine ganz im Endlichen liegende geschlossene Kurve, wenn 
sie itiberhaupt eine Doppeltangente besitzt, auch ganz sicher eine Doppel- 


*) Dieses folgt aus der Voraussetzung, die wir machten, daB die Indikatrix im 
Punkte 2, y, keine Stiitzgerade besitzt, welche die Kurve in drei verschiedenen 
Punkten beriihrt. 


(48) 
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stiitzgerade haben muB, so sehen wir, daB die Richtungen (46) den Be- 
rihrungspunkten einer Doppelstiitzgerade entsprechen wmiissen. Diese 
Doppelstiitzgerade kann die Indikatrix in keinem dritten Punkte beriihren, 
da sonst die Richtungen # und @ nicht eindeutig bestimmt sein wiirden, 
was ja der Fall ist. 

Fiir simtliche Punkte eines gewissen Gebietes 7, das den Punkt 
Xp, Yo umgibt, bleiben also die Eigenschaften a), b) und c) der Indikatrix 
erhalten und es sind simtliche durch die Gleichungen (42) definierten 
Richtungen 2’, y', Z’, y’, durch die Beziehungen (43) und die Anfangs- 
werte (45) eindeutig bestimmt; dabei geniigen die in (42) vorkommenden 
GréBen @, # den Gleichungen (46). 

Diese Gleichungen (42) kénnen aber, wenn man (46) beriicksichtigt, 
als zwei Systeme von Differentialgleichungen 


a = « (x, Y), y= y' (x, y), 

z =2'(2, y), 7 =9' (x,y) 

angesehen werden, deren Integrale — nach dem Cauchyschen Existenz- 
theorem — zwei Scharen C und C von Kurven bilden, von denen jede das 
Gebiet 7 einfach und liickenlos tiberdeckt. 

Auf jeder der Kurven C und C ist ein positiver Sinn ausgezeichnet; 
die Winkel, welche die positiven Richtungen der Tangenten dieser Kurven 
mit der positiven z-Achse machen, werden durch die Werte (46) von @ 
und @ geliefert. Den Richtungen 


(49) gp=F+1(#—8), 0<i<l 

entsprechen im Punkte 2, y Extremalen, die in diesem Punkte schwach 
sind; den Richtungen 

(50) V=F+A2Q7+ 9-8), O<1<1 

dagegen Extremalen, welche in diesem Punkte stark sind. 

Wenn endlich eine Extremale e (Fig. 6) im Punkte P die Kurve C 
beriihrt und denselben positiven Sinn wie C besitzt, wenn zudem die 
Kriimmung von e von der Kriimmung von C in P verschieden ist, so 
daB die Extremale in der Nahe von P ganz auf der einen Seite von 
C za liegen kommt, so trennt der Punkt P auf der Extremalen e Punkte, 
wo die Extremale stark ist, von anderen, wo sie schwach ist. 

Kinen analytischen Beweis dieser Tatsache erhilt man beispielsweise, 
indem man durch eine Punkttransformation 

< x, (x, y), aaa y, (%, Y), 
die Kurvenscharen C und C in 


x,= const. und y, = const. 
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iiberfiihrt, wobei die Kriimmungsverhiiltnisse erhalten bleiben; durch 
geometrische Betrachtungen leuchtet aber der Satz direkt ein. In 
der Fig. 6 z. B. verliiuft die Extremale e in jedem Punkte vor P 
innerhalb des Winkels, den die positiven Rich- 
tungen von © und C bilden, und auerhalb 
desselben Winkels, nachdem sie P getroffen 
hat. Das Extremum ist auf e zunichst schwach 
und dann stark. 

Wir wollen jetzt, um die Existenz 
von starken diskontinuierlichen Lésungen zu 
begriinden, nachweisen, Jaf fiir die Extre- 
male @, die im Punkte P die Kurve C be- 
riihrt (und denselben Sinn wie C hat), genau 
das Gegenteil stattfinden muB: d.h, dad das 
Extremum fiir @ zuerst stark ist und dann 
erst schwach werden wird. 

Mit anderen Worten: es vertauschen sich die Teile, fiir welche das Ex- 
tremum stark ist, in jedem Diskontinuitétspunkte. 

Damit dieser Satz gelte, ist notwendig und himreichend, daB die 
Extremale @ dieselbe relative Lage zu C besitze, die e zu C hat. Sind 
also t und o die Kriimmungen von e und C, ¢ und 6 diejenigen von 
é@ und C im Punkte P, so miissen die GréBen (r—o) und (t — @) 
dasselbe Vorzeichen haben. 

Die Kriimmung einer Kurve ist — auch dem Vorzeichen nach — 
durch die Formel bestimmt 





Fig. 6. 





sie ist positiv oder negativ, je nachdem die Kurve links oder rechts von 
ihrer Tangente sich befindet, wenn man sie im positiven Sinne durch- 
lauft. 

Die Kriimmung o der Kurve C kann aus dem Systeme von Glei- 
chungen (42) und (43) berechnet werden, das diese Kurve definiert; be- 
riicksichtigt man die uleichung 

x’? + yy? = 1, 
die aus (42) folgt, so erhalt man 
6 — ay” - yx”, 


oder mit Benutzung von (42) o=#. Durch Differentiation der Glei- 
chungen (43) lings der Kurve C erhilt man nun, nach Einfiihrung der 
GréBen F, und F’,, die Gleichungen 
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F,, cos 3 + F,, sind — F, sind - 
= F,, cos#+ F,, snd— F, siné f 
F,, cos + F,,, sind + F, cosd- 8’ 
= F,, cos$+ F,,, sind+F, cosé 


(51) 


$18 


Die GréBe ce wird hier durch die Gleichung 


dt @ ee . 
dt ~ Fe OF + 5 ne 


bestimmt, wo man fir # seinen Wert (46) eingesetzt hat; um diese 
GréB8e tibrigens zu eliminieren, multipliziere man die erste der Gleichungen 
(51) mit cos#, die andere mit sin@ und addiere. Man erhilt 
F, sin (@— 8) 6 = (F,, — F,,) cos # cos + (F,,, — F,,) cos 9 sin#, 
+ (Fy, — F,,) sin cos # + (F,,, — Fy) sind sin &. 


Die Kriimmung + der Extremale e wird durch die Lagrangesche 
Gleichung (4) mit Beriicksichtigung von 
et bytat 
geliefert : 
F,t = F,, — Fy. 


Man multipliziere diese letzte Gleichung mit sin(@—#) und sub- 
trahiere von der vorherigen; dann kommt: 


(52) F, sin(@—®) (6—t) = (F ,, —F,,,) cos cos + (F,,—F,,,)cos#sin@ , 
+ (Fy.—F,,) sin @cos# + (F,,,—F,,,) sindsiné. 
Nun liefert aber die Gleichung (11) 


F=F,a + Fyy = F,, cos? + F, sin ? 
und ihre analoge 


F=F,%+ F,y =F, cosO+ F,sind 
nach x und y partiell differentiiert 
F, = F,, 0089 + F,, snd, F,=F,, cost + F,,, sind, 
F,=F,,008$+F,,sind, F,—F,,cos?+ F,,,sin®. 
Wenn man diese Identitiiten in (52) einsetzt, so kommt endlich 
(53) F,sin(#—) (6—1) = cos F, + sin® F, — cos d F,— sin? F. 


Durch Vertauschung von wv, y' mit Z, y’ hiitte man auf analoge 
Weise erhalten: 


(54) F, sin(@—®) (6 — 1) = cos@ F, + sind F, — cos 6 F, —sin@ F,. 
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Endlich folgt durch Addition von (53) und (54), wenn man bemerkt, 
daB sin (# — #) + 0 ist, 

(55) F,(6 — 1) = F,(6—7). 

F, und F, sind aber, wie wir sahen, beide positiv und von Null ver- 
schieden, weil die Indikatrix in jedem Beriihrungspunkte einer Stiitzgerade 
nach auBen konvex sein mu. ~ 

Es haben also (6 — rt) und (6 — Tt) dasselbe Vorzeichen, wie wir be- 
weisen wollten, und das Verschwinden der einen Gréfe zieht immer das 
der anderen nach sich. 

Setzt man auf der rechten Seite von (53) an Stelle von #,@ die 
Funktionen (46) ein, so erhalt man eine GréBe 


(56) Q(a, y) = cos oF, + sind F, — cos F, — siné F,, 


die in jedem Punkte definiert ist, wo eine diskontinuierliche Lésung még- 
lich ist, und deren Vorzeichen fiir die Bestimmung der starken diskon- 
tinuierlichen Lésungen von Bedeutung ist. 

In der Fig. 6 ist z. B. Q(x, y) >0; der Punkt P ist Anfangspunkt 
des starken Teiles der Extremalen e und Endpunkt des starken Teiles 
von @. Wiire Q(x, y) negativ, so wiirde das Umgekehrte stattfinden. 

Unsere Resultate kénnen in folgender Form ausgesprochen werden: 
Wenn man eine starke Extremale e bis zu dem Punkte P verfolgt, wo sie 
aufhdrt stark zu sein, und wenn im Punkte P die betreffende Invariante 
Q nicht verschwindet, so gibt es eine Extremale @, welche durch P geht, 
von diesem Punkte an erst stark wird und mit e eine starke diskontinuier- 
liche Lisung des Problems bildet. 

Die Punkte, fiir welche die Indikatrix den Bedingungen a), b), c) 
des Anfangs dieses Paragraphen geniigt und fiir welche auBerdem 2 von 
Null verschieden ist, sind nach unserer Terminologie regulire Punkte des 
Variationsproblems. In einem Gebiete, dessen simtliche Punkte regular sind, 
sind die méglichen Knickpunkte einer festen Extremalen immer isoliert; 
denn in reguliren Punkten werden die Kurven C und C von den Extre- 
malen e und @ einfach beriihrt.*) 

Die Bedingung, damit zwei aufeinander folgende Knickpunkte einer 
Extremalen e in P zusammenfallen, ist also das Verschwinden der In- 
varianten Q in diesem Punkte. Dann fallen aber auch, wie die Formel 
(55) zeigt, zwei aufeinander folgende Knickpunkte der Extremalen @ zu- 
sammen; eine der Extremalen e oder @ wird eine starke kontinuierliche Lésung 
des Variationsproblems geben. Man kann sich ein vorliufiges Bild der 


*) Einen analytischen Beweis dieser Tatsache findet man in meiner Dissert., 
pag. 24. 
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Verhiltnisse in diesem Falle machen, indem man die Fig. 7 be- 
trachtet. In dieser Figur sind die Kurven C und C geradlinig an- 
genommen. Es sei P ein 
Punkt, fiir welchen die In- 
variante Q verschwindet; P, 
ein zweiter Punkt in der 
Niihe des ersten, fiir welchen 
aber Q+ 0 ist. Die Extre- 
male @, besitzt die zwei auf- 
einander folgenden Knick- 
stellen P, und P,; die Ex- 
tremale e, die zwei auf- 
einander folgenden Stellen P, und P,. Man betrachte die starke zwei- 
mal gebrochene Lisung 2,¢,2,. Wenn P, gegen P konvergiert, so 
nihern sich die zwei Punkte P, und P, unbegrenzt, und der Teil e, des 
Extremalenzuges @,¢,@, konvergiert gegen Null. SchlieBlich erhiilt man die 
starke Extremale @, die durch P geht, wiihrend die entsprechende Ex- 
tremale e schwach ist. 

Héhere Oskulationen der Extremalen e mit den Kurven C wiirden 
zu noch verwickelteren Verhiltnissen fiihren. Es ist aber zu vermuten, 
daB der Satz von der Vertauschung der starken Extrema auch in diesen 
Fallen richtig bleibt, so daB von den vier méglichen Lésungen in einer 
Knickstelle immer eine und nur eine stark sein wird. 

Wenn nun endlich die Invariante Q identisch in 2 und y ver- 
schwindet — ein Fall, den ich in meiner Dissertation pag. 23 betrachtet 
habe — so geht aus dem Vorhergehenden (speziell aus den Gleichungen (53) 
und (54)) hervor, daB die zwei Kurvenscharen C und C Extremalen des 
Variationsproblems sind. In diesem Falle sind diese Kurven die einzigen 
Extremalen, welche Knickpunkte zulassen, wiihrend die Lage dieser Knick- 
punkte auf ihnen unbestimmt ist. 

Im folgenden wollen wir diese simtlichen Singularitiiten des Varia- 
tionsproblems beiseite lassen, um die Betrachtungen iiber das Feld von 
starken Extremalenziigen nicht unnétig kompliziert zu gestalten. 





§ 6. 
Existenz eines Feldes von starken diskontinuierlichen Lésungen. 


Die Méglichkeit des Beweises, daB das Integral J, lings der ge- 
brochenen Extremale 102 genommen (Fig. 8), einen Extremwert erreicht, 
beruht im wesentlichen darauf, daB man dieses Kurvenstiick mit einem 
Felde umgeben kann. D. h.: Wir miissen durch eine einparametrige 
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Schar von Extremalen ein einfach zusammenhiingendes Gebiet erfiillen 
und einfach iiberdecken, in dessen Innerem 102 ginzlich verliuift. 

Wir bezeichnen die Koordinaten des Knickpunktes einer beliebigen 
Extremalen des Feldes mit a, b, die Fortschreitungsrichtungen der dis- 
kontinuierlichen Extremalenzweige mit @, %; die entsprechenden GréBen 


im Punkte 0 sollen aj, by, % %) genannt werden. 
Es sei jetzt eine im Punkte 0 reguliire Kurve 
(57) T(a,b) =0 
gegeben, deren Tangente im Inneren des Winkels 102 liegt, die also 
keinen der beiden Zweige 10 und 02 beriihrt. 
Es ist daher 
F(a, by) =0, 


und mindestens eine der GréBen 


or ar 
da’ 0b 
fir a =a, und } =}, von Nuli verschieden; wir haben also z. B. 
or 
(8) T= Gilewanent ® 
Die gebrochenen Extremalen 1'0'2’ (Fig. 8), deren Knickpunkte auf der 
Kurve (a,b) =0 liegen, bilden in der Umgebung von [ro 


ay, 6, ein Feld, das den Kurvenzug 102 umgibt. 

Wir wollen dies zunichst fiir denjenigen Teil der 
Ebene beweisen, welcher in der Umgebung von 0, auf 
derselben Seite der Kurve liegt, wie das Extremalen- 
stiick 10. 

Da T,°+ 0 ist, kann man die Gleichung (57) nach 
b auflésen und bekommt: 

(59) b—b, = b(a—a,). 


Setzt man in den Gleichungen (43), pag. 467, a, b fiir 2, y ein, so 
wird man nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen diese Gleichungen 





Fig. 8. 


in der Umgebung des Wertesystems ay, b,, %),%) nach #,# auflésen 
kénnen, wenn nur das Variationsproblem in a,, b, regulir ist. Man erhilt 
so die Beziehung 
(60) & — 9) = p(a — ay, b — b). 

Es lassen sich nun die Lésungen der Lagrangeschen Gleichungen (4) 
auch durch reguliire Funktionen in ¢, a, b darstellen, welche durch folgende 
Bedingungen eindeutig bestimmt sind:*) 


*) Kneser, Lehrbuch, § 29, pag. 108. 
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a= X(t; a,b; 4), 
7 Y(t; a, b; 5), 
X(0; a,b; #)=a, Y(0; a,b; #) =), 

ox oY . 

(Fe).-0= 0% (Ge),..~ 82 ® 
oX\?, (ayY\? 
(Gi) + Ge) =1- 

Durch Einsetzen des Wertes (60) und hierauf des Wertes (59) 
von b in diese letzten Gleichungen wird die Extremalenschar 1'0’ dar- 
gestellt durch Gleichungen der Form 
(62) tine E(t, a), y= nt, a), 
die fiir das Wertepaar ¢ = 0, a =a, reguliir sind. 

Um nun zu beweisen, daB durch diese Kurvenschar die Ebene in 


der Umgebung des Punktes 0 einfach, aber liickenlos iiberdeckt wird, ge- 
niigt es zu zeigen, daB die Funktionaldeterminante 


Dit, a)t=0,a=a, 


(61) 





ist. Man kann namlich dann die Gleichungen (62) nach ¢ und a in der 
Umgebung von ¢= 0, a= a, auflésen. 

Letzteres zeigt man am leichtesten, wenn man die Funktionaldeter- 
minante der Funktionen 


x= X(t; a,b; 9), 

y= VY; a, b; 8), 

(64) , 9=F (a,b), 

0 = F,(a, b; cos #, sin #) — F(a, b; cos #, sin ®), 
0 = F,(a, b; cos &, sin #) — F,,(a, b; cos &, sin #) 





nach ¢, a, b, #, # betrachtet; sie lautet nimlich: 


x, Xi. a a 0 | 
Yy, ) A Y, v, 0 | 
D=|0 a r, 0 0 


0 | A Pow) (Fie- F 2) — F, sin F, sin | 
10 (Fiy—Fy) (Fy—Fyy)  F,cos® — F, cos | 


Wenn man in dieser Determinante die dritte bis fiinfte Kolonne 


der Reihe nach mit > ; a multipliziert und zu der zweiten addiert 


und hierbei die Gleichungen 
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F,—F,=0, F,—F,=9, 
r=0 
beriicksichtigt, infolge deren die drei letzten Elemente der zweiten Spalte 
verschwinden, so erhalt man 


| “ 
(65) D=| Bs Ea F,F,f, sin(#—@#). 
| “Nt “Ue 


Die letzten Faktoren sind in der Umgebung von a,}, simtlich endlich 

und von Null verschieden; die Funktionaldeterminante 
g, &.. | | 
Nt Na {| 
kann also nur fiir solche Werte von ¢ verschwinden, fiir welche D = 0 i 


ist. Nun reduzieren sich die zwei ersten Reihen von D fiir t= 0 wegen | 
der Gleichungen (61) auf 


cos® 1 000, | 
sn? 0 100, | 
und hieraus folgt 

Do = FF, sin (@ — ) (cos 079+ sin OP"). 


D(,n) 


Es ist also Dita) 


fiir den Punkt 0 von Null verschieden, da 
cos #T,° + sind,” + 0 
ist, d. h. die Kurve [=O und die Extremale 10 sich nicht in 0 be- 
riihren, was wir vorausgesetzt haben. 

Ahnlich kann man fiir den Teil der Ebene in der Nachbarschaft von 
02 verfahren, indem man iiberall in den Rechnungen @ mit @ ver- 
tauscht. Es seien jetzt ¢, und ¢, zwei Werte, deren absoluter Betrag 
so klein gewihlt ist, daB die Funktion 


Dé, n) 

Dit, a), — ~ 
einerseits und 

Déé, 7) 

Dt, a), <4, 


andererseits fiir keinen Wert von ¢, welcher den Intervallen | 
t<t<0, O<St<s : 
angehért, verschwindet. Wir definieren die Punkte 1 und 2 durch die 
Koordinaten 
q > b(t, M%), Hr = (ty A), 
Wy = E(t, %), Yo = Hi (bay M)- 
Man kann den Kurvenzug 102 durch ein einfach zusammenhingendes 
Gebiet umgeben, das durch die Kurve [ =0 in zwei Teile geteilt wird, 
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in welchem die betreffenden Funktionaldeterminanten von Null verschie- 
den sind. 

Der eine Teil dieses Gebietes wird durch die Extremalen 1'0’, der 
andere durch 0'2’ einfach, aber auch liickenlos tiberdeckt, und man kann 
das so konstruierte Feld dazu benutzen, um das Integral lings 102 mit 
dem Integrale lings einer willkiirlichen Kurve, welche 1 und 2 verbindet, 
zu vergleichen. 


§ 7. 
Anwendung der WeierstraBschen Theorie auf starke diskontinuier- 
liche Extremalenstiicke. 


Wir betrachten jetzt ein Feld, das die gebrochene Kurve 102 um- 
gibt; ein solches ist z. B. das Gebiet, welches durch zwei der Kurve 102 
hinreichend benachbarte Extremalenziige des Feldes ABCDEF und awei 
willkiirliche regulére Kurven AD, FC begrenzt wird (Fig. 9). 





Es sei 
& = (t) 
y = v(t) 
% Sts, 


ein Kurvenstiick 142, das ganz innerhalb 
des Feldes verliuft und die Punkte 1 und 
Fig. 9. 2 verbindet. Diese Kurve braucht nicht 
analytisch zu sein; sie muS nur eine wohl- 

bestimmte vordere*) Tangente besitzen und dem Intergrale 





(66) I= Fp, ¥; 9, ¥)de 


einen endlichen Wert erteilen.**) Es sei 3 der Punkt, wo die Extre- 
male 01 den Rand des Feldes schneidet Um die Integrale lings der 
Feldkurve 102 und unserer willkiirlichen Kurve 142 zu vergleichen, be- 
trachten wir die Funktion von rt 


M(r) = ds'g4 t Sue, 


indem wir mit 3 die Integrale lings der Vergleichskurve, mit J die In- 
tegrale lings einer Feldkurve bezeichnen. Es ist 


M(x,) = Jay + Sias, 
M(t) =Jx + 025 


*) Da man in einem ganz bestimmten Sinne, niimlich von 1 nach 2, integriert. 
**) Kneser, Lehrbuch, § 17. 
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Tyon — Stag = M(t) — M(x), 


T 
dM 
-{s dt. 
YQ 


Wir nehmen an, da 4 auf derselben Seite von [ = 0 liege wie 02; 
dann ist 


0 ee % 
M(x) =f F(, 05 &, nat +f FE, i; Fa)at +f Fo, ¥; 9, vat. 
t;’ 0 t 


Hier haben £ = &(t,a), n= n(t,a), § =&(t,a), 7 = H(t, a) dieselbe 
Bedeutung wie im vorigen Paragraphen, ¢, ist eine bestimmte Funktion 
von a; a und ¢, werden als Funktionen von rt durch die Gleichungen 


fe a) = (tr), 
7(t4; @) = v(x) 


bestimmt. 
In der Ableitung tt verschwinden nach der iiblichen partiellen In- 


tegration die Integrale, und es bleiben nur noch Grenzglieder iibrig, die 
sich auf die Punkte 3’, 0’ und 4 beziehen. 

Es ist leicht zu zeigen, daB diejenigen Glieder, die zu 3’ gehéren, 
die Form haben 


d 
g(a) a 
ferner verschwinden die Grenzglieder im Knickpunkte, d. h. 


= \ 0&0 =; \ 0n(0)) d 
((F, — F,) 4° +(#, - Fy) W'S 


Ca Ga j\dr’ 





wegen der Erdmannschen Bedingungen; endlich kann man die von 4 


herriihrenden Grenzglieder folgendermafen schreiben 
—_ en * 0g é7\ a , 
[FE a; 8,7) Gt + (Fe a +h DF pare Es 5-H #3 


benutzt man noch die Gleichungen 


“ga det ot de? 


O7(t,) da O7(t,) at. , 
hae A te 
so erhalt man schlieBlich 
aM d ~ , or — , , , 
Fe = 98) Go + Fe &, We + Fy, WY — FE), 


de ro ee 2 , 
= g(a) 5 — Ee, 7; y’, v’). 
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Diese Funktion hat fiir diejenigen Punkte der Vergleichskurve, welche 
zwischen 1 und [f = 0 oder auf diese Kurve fallen, genau dieselbe Form; 
nun verschwindet aber 


2 d 
J g(a) = dt, 


da a fiir beide Punkte 1 und 2 denselben Wert annimmt; es gilt also 
die Gleichung 


(67) Sia — Sim =f EE, 13 9, de, 


indem wir jetzt mit &, 4’ die fortschreitende Richtung lings der Feld- 
kurve bezeichnen. 

Das Vorhandensein des Knickpunktes iindert also keineswegs die 
E-Funktion, und es laBt sich ihre Theorie auf diskontinuierliche Lésungen 
direkt iibertragen. Diese Theorie beruht darauf, daB E verschwindet, 
wenn die Fortscareitungsrichtung der Feldkurve und der Vergleichskurve 
zusammenfallen, und ein festes Vorzeichen hat, wenn diese Richtungen 
hinreichend wenig voneinander abweichen; FE und F, haben dann das- 
selbe Vorze.*hon, 

Wenn das Feld aus lauter diskontinuierlichen starken Extremalen be- 
steht, so kann die GréBe E nur auf Punkten der Kurve [=0 aufer- 
ordentlich verschwinden. 

Die Vergleichskurve 

t= (rt), y= ¥(t) 

hat aber nach unseren Annahmen in jedem Punkte eine vordere Tan- 
gente. Hieraus folgt, daB die Punkte r,, fiir welche die GréBe E(&’, '; y’, v’) 
auBerordentlich verschwindet, eine Menge bilden, die links isoliert ist. 
Wenn nimlich cr’ einen Hiufungspunkt der Menge 1, darstellt, und fiir 
jedes positive ¢ unendlich viele Punkte der Menge zwischen t’ und 1 + ¢ 
liegen, so fallt im Punkte rt’ die vordere Tangente der Vergleichskurve 
mit der Tangente der Kurve [ =0 zusammen; in diesem Punkte kann 
also E nicht auerordentlich verschwinden, der Punkt +’ gehért also der 
Punktmenge rt, nicht an. 

Wenn also die GréBe (67) Null sein soll, so muB die Vergleichskurve 
aus lauter Stiicken bestehen, innerhalb deren die E-Funktion ordent- 
lich verschwindet. Jedes solche Stiick ist aber mit einem Stiicke einer 
Feldkurve identisch; der Beweis ist genau so zu fiihren, wie Weierstrab 
ihn fiir kontinuierliche Lésungen aufgestellt hat.*) 





*) cf. Kneser, Lehrbuch, pag. 40. 
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’ Die Feldkurven iiberdecken das Feld in eindeutiger Weise und die 
einzige Feldkurve, die den Punkt 1 enthilt, ist die Extremale 102. 
Fiir jede andere Kurve, welche 1 mit 2 verbindet und das Feld nicht ver- 
1aBt, ist also 

Sis — Jie + 9. 


§ 8. 
Das Biischel der starken Extremalen durch einen Punkt. 


Ehe wir jetzt den Osgoodschen Satz in einer fiir unsere Anwendungen 
brauchbaren Form ableiten, ist es notwendig, einige weitere Eigenschaften 
der Felder von starken Extremalen aufzustellen. Wir werden einerseits 
zeigen, daB sich jeder regulire Punkt P mit einem Felde von starken 
Extremalen umgeben lat, die simtlich von diesem Punkte ausgehen und 
das Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkte P und dem Radius @ aus- 
fiillen. Andererseits, da8 fiir simtliche Punkte eines reguliren Gebietes 7’ 
(d. h. eines solchen, das lauter regulire Punkte enthilt) dieselbe GréBe 0 
gewahlt werden kann. 

Die Konsiruktion des erwihnten Feldes ist sehr einfach; man be- 
trachtet simtliche Extremalen, die von P ausgehen und im Anfange ihres 
Verlaufes stark sind, schneidet sie an der Stelle ab, wo sie aufhéren stark 
zu sein, und erginzt das auf diese Weise erhaltene partielle Feld durch 
den anderen Zweig der starken diskontinuierlichen Lésung, die an dieser 
Stelle geknickt ist. 

Der Beweis, daB man durch diese Operationen Felder konstruiert, 
welche simtliche oben erwihnten Eigenschaften besitzen, erfordert einige 
Vorbereitungen. 

Es sei 7, ein perfektes Gebiet der wy-Ebene; fiir jeden Punkt dieses 
Gebietes soll die zugehérige Indikatrix die Eigenschaften a), b) und ¢) 
besitzen, die wir in § 5 (pag. 466) benutzt haben; auBerdem soll noch die 
Invariante Q(«,y) von Null verschieden sein. 

Dann gibt es, wie wir damals sahen, in jedem Punkte x,y von TZ, 
zwei Richtungen, die mit der z-Axe die Winkel @ und @ bilden, und 
die man derart waihlen kann, dab 


(68) 0<d-#<a 
ist, und daB ferner den Richtungen 
{p=%+i(o—4) 
| O<i<i1 
schwache, dagegen den Richtungen 


(69) 


Mathematische Annalen. LXII. 32 





482 C. Caratatopory. 


(70) Pair 


0<icl 
starke Extremalen entsprechen. 

Die GréBen @ und @ geniigen den Gleichungen (46) und sind 
daher im ganzen Gebiete 7, stetige Funktionen von x und y; das 
gleiche gilt folglich von der GréBe (@ — #) und es folgt aus (68), daB 
fiir jeden Punkt von 7, 

(71) 0<hit—9<H<x 
ist, wo h und H bestimmte Konstanten bedeuten. 
Es ist ferner fiir siimtliche Werte ~, die man erhilt, indem man 


in (70) 
0<ic<l 

macht, das Minimum der GréBe 

F, (x, y; cosy, sin p) 
positiv. Wir fiihren jetzt zwei neue Richtungen 
oe =6+4¢, 
*=o-—4e 
ein, die mit @ und # den konstanten Winkel 42’ machen (Fig. 10), und 


wahlen dabei die positive Konstante «’ so klein, daB im ganzen Gebiete 7, 
einerseits 


" (73) # —e# =(@—8)—8e >h—8e>0 
a 5’ 


(72) 


sei, und andererseits fiir simtliche Richtungen 


o fad /—# 
v=8 +A1(244+ 0 — 8) 
% (74) 0<aK<l 
G die Beziehung , 
Fig. 10. (75) F, (a, y; cos y’, sin y’) > m>0 


gelte. 

Es seien jetzt P, und P, irgend zwei Punkte des Gebietes 7,; man 
bezeichne mit @,, , und ®,, @, die Werte von # und @ in diesen 
Punkten; dann gibt es wegen der Stetigkeit dieser zwei letzten GréBen 
eine fiir das ganze Gebiet 7, giiltige Konstante 0, so daB die Beziehungen 
(76) |, — | <2, |@,—4,|<2e’ 


gelten, sobald die Entfernung 
P, P38 


ist. Wir fiihren jetzt die neuen Bezeichnungen 
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e=—8+e,  =—8-F, 
(77) yp” = 8" +1(22 + 0" — 8”) 
0<Aa<l 


und durch eine Translation und eine Drehung neue Verinderliche &, 7 
ein; der neue Anfangspunkt der Koordinaten liege in einem Punkte 
des Gebietes 7, und eine den Beziehungen (77) geniigende Richtung y” 
sei zur positiven Richtung der §-Achse gewahlt. Siamtliche Richtungs- 
elemente, welche dem Gebiete 7, angehéren und die Ungleichheiten 


é r) d ’ 
BI Sa, In| S 7 | Stee 


befriedigen, geniigen dann der Beziehung (74), und fiir diese Linien- 
elemente ist in den alten Veriinderlichen x, y die GréBe 


(78) F,=>m>0. 


Nach diesen Vorbemerkungen gelingt es, die Methode anzuwenden, 
die Bliss in Bd. V der ,,Transactions of the American Mathematical 
Society“ (pag. 113) benutzt hat. 

Diese Methode beruht darauf, nach Einfiihrung der neuen Koordi- 
naten € und y auf die transformierte Lagrangesche Differentialgleichung 


ad? . 

ag: — (Es ae) 
das Schwarz-Picardsche Verfahren der sukzessiven Approximation an- 
zuwenden, wie es fiir diesen speziellen Fall im Traité d’Analyse des Herrn 
Picard*) zur Bestimmung von Liésungen mit vorgeschriebenen Anfangs- 
und Endwerten entwickelt ist. 

Die Ungleichheit (78) erlaubt, einerseits — fiir das ganze Gebiet T 
| of 
Fai 
fiir den Picardschen Konvergenzbeweis notwendig sind, andererseits eine 
maximale endliche Kriimmung fiir simtliche betrachtete Extremalen zu 
bestimmen. Dieser letzte Umstand erlaubt (wie Bliss, lc. p. 118 aus- 
fihrlich bewiesen hat), simtliche Extremalenstiicke, deren Anfangs- und 
Endpunkte hinreichend nahe an einander und auf einer Geraden liegen, 
welche den Winkel y” mit der z-Achse macht (wo ~” den Bedingungen 
(77) gentigt), mit denjenigen zu identifizieren, die man durch das Approxi- 
mationsverfahren erhiilt. 

Indem man den Beweis von Bliss Schritt fiir Schritt verfolgt, wofiir 
wir auf die zitierte Arbeit verweisen, erhalt man folgendes R«sultat: 


giiltige — obere Grenzen von |f', und F aufzustellen, wie sie 


*) Tome III, p. 94. 
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Es sei mit 7 ein Gebiet bezeichnet, das vollstindig im Inneren des 
Gebietes 7, liegt, und mit « eine beliebige positive Konstante, welche 
der Bedingung 
é<ié 

geniigt. Es existiert dann eine positive Konstante 9,, fiir welche folgen- 
der Satz gilt: 

Wenn P,(2,, y,) ein Punkt des Gebietes 7' ist, und 2, y, die Koordi- 
naten eines zweiten Punktes P, sind, die den Bedingungen 


Ly = %, + Qcosy, Y= y, + osiny, 
(79) y= 6,—e+A(2a+ 8, — 4, + 28) 
@Sm, O9SA<1 


geniigen*), so gibt es ein regulires Extremalenstiick ey welches vom 


Punkte P, ausgeht und den Punkt P, enthiilt. Diese Kurve ist die 
einzige, welche, der Lagrangeschen Differentialgleichung gentigend, giinzlich 
innerhalb des Sektors 
“=%,+ 0Ccosy, 
(80) y=% tesing, 
y—8,—2e+ (2x + 8, — 8, + 48) 
OSeSm, 95451 
verliuft, und deren Tangenten mit der positiven x-Axe einen Winkel 
bilden, der denselben Bedingungen wie y in (80) unterworfen ist; diese 
Tangenten drehen sich ferner kontinuierlich, wenn man _ beschreibt, und 
bilden mit der Geraden P,P, einen Winkel, der iiberall kleiner als ¢ ist. 
Wenn man die Lange s dieser Extremalen, vom Punkte P, aus ge- 
messen, als unabhiingige Variabeln einfiihrt, so nehmen die Gleichungen 
der Kurve die Form an 
© = ($5 1, %3 0, ¥); 
(81) y = (83%, 5 0, ¥); 
8, = k(2,,%5 0, ¥); 


d adh 5 x . . : ’ 
g, h, k, ae > de? oe , he und die ersten partiellen Ableitungen dieser 


Funktionen nach 2,, y,, 9, w sind eindeutige und kontinuierliche Funk- 
tionen ihrer fiinf resp. vier Argumente, wenn 


OSscs, 
ist, Z,,y, die Koordinaten eines Punktes von 7' bezeichnen, und sowohl @ 
wie y die Bedingungen (79) befriedigen; man hat iibrigens 


*) #,, #, haben dieselbe Bedeutung wie in (76). 
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9(Sy3 %, N15 0, v) = 2, + ecosy, 
h(S:3 %,%3 0, ¥) =% + ecosy. 


Aus der Tatsache, daB die Entfernung des Punktes P(z,y) eines 
gegebenen Extremalenstiickes monoton mit s wiichst, wenn die GréBen 
8, Z4, Y4, @, UW innerhalb der erlaubten Grenzen liegen, folgt, daB dieses 
Extremalenstiick jeden Kreis 9 < 9, héchstens in einem Punkte schneiden 
kann; so daf, wenn man umgekehrt in den Formeln (81) @ festhiilt, die 
Tangentenrichtung der Extremalen im Anfangspunkte P, monoton mit y 
wachsen muB. 

Die Richtungen #,, #, liegen im Inneren des Sektors, der durch (79) 
bestimmt ist; man wird folglich eine Konstante 9, <0, derart wihlen 
kénnen, daB die Extremalen e und é (Fig. 11), die im Punkte P, die Tangential- 
richtungen @, und @, besitzen, fiir siimtliche Werte von @ < 9, mit den 
geradlinigen Stiicken des Randes P,A und P,C keinen Punkt gemeinsam 
haben. Es seien dagegen E und E die Schnittpunkte dieser Extremalen 
mit dem Kreise g = 9,, der in der Fig. 11 mit AE BEC bezeichnet ist. 

Der Sektor P, EZ BEP, wird eindeutig 
und liickenlos durch ein Biischel von Ex- 
tremalen iiberdeckt, deren Anfangspunkt in 
P, liegt und die siimtlich auf dem Kreis- 
bogen E BE endigen, wie in der Figur 
angedeutet ist; diese Extremalen bilden ein 
Feld, das ich mit %, bezeichne. Jede Ex- \ 

B 


7 






tremale, die im Punkte P, einen Winkel 


ene 
0<4<l 


mit der positiven z-Achse macht, gehért 
dem Felde §, an. Von den zwei Extremalenstiicken P,E und P,E£, 
welche im Punkte P, den Winkeln @, und @, entsprechen und in 
diesem Punkte eine diskontinuierliche Lésung bilden, ist das eine, z. B. 
P,E, stark in der Nahe von P,, wihrend das andere bei dem Durch- 
gange durch diesen Punkt schwach geworden ist. 

Dieses folgt aus unserem Satze iiber die Vertauschung der starken 
Extrema wegen unserer Annahme Q(2,y)+0 im Gebiete 7. Wenn 
wir aber von der Extremale @ absehen, so sind simtliche tibrigen Kurven 
des Feldes in der Nahe von P, stark. 

Wir schneiden, wie wir schon oben sagten, diese simtlichen Extre- 
malen an dem Punkte ab, wo sie aufhéren stark zu sein, und erhalten 
ein neues Feld %,, das aus lauter starken Extremalen besteht. 


Fig. 11. 


SS 
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Um den Rand dieses neuen Feldes zu ermitteln, betrachten wir wieder 
die Kurvenschar C, die wir in § 5, pag. 470 eingefiihrt haben. Die Ex- 
tremalen des Feldes §, werden aufhéren stark zu sein in den Punkten, 
wo sie die Kurven C beriihren. Der Ort dieser Punkte wird eine Kurve 
d sein, die, wie wir sehen werden, den Punkt P, enthilt, in diesem 
Punkte die Extremale @ beriihrt, in der Nihe dieses Punktes regulir 
ist und im Inneren des Feldes %, verliuft. Diese drei letzten Higen- 
schaften kommen iibrigens auch der Kurve C, der Schar @ zu, die 
durch den Punkt P, geht, wie aus den Entwicklungen des § 5 zu er- 
sehen ist. 

Wir fiihren neue rechtwinkelige Koordinaten §& 7 ein, deren An- 
fangspunkt in den Punkt P, fallt, und die derart orientiert sind, daB die 
positive Richtung der §-Achse den Winkel #, mit der positiven 2-Achse 
bildet, die §-Achse also die Kurven @ und C, im Punkte P, beriihrt. 
Die Koeffizienten, welche diese Koordinatentransformation vermitteln, sind 
regulire Funktionen von 2, und y,. 

Da nun die Kurvenschar C eine Lisung des durch (42) und (46) 
gegebenen Systems von Differentialgleichungen ist, so kann man die 
Kurven dieser Schar durch eine Gleichung 


(82) 4 = P(E, #5 215%) 
darstellen, wo die Funktion g in der Umgebung von § = 0, w =O eine 


regulire Funktion ihrer vier Argumente ist und fiir w=0 die Kurve C, 
darstellt, so daB die Beziehungen gelten: 


(88) 9B p)s-o,n20-0, (G2), =o (G2), =) 

Die Extremalen des Feldes %, werden ferner in den neuen Koordi- 
naten mit Hilfe der Gleichungen (81) durch die Gleichung 
(84) y= ¥(E,%; 2, %) 
dargestellt, und y ist in der Umgebung von £=0, »=0 ebenfalls regulir; 
man kann ferner durch geeignete Wahl des Parameters y erreichen, dab 


(85) a 


ist, d. h. daB v den Winkel bedeutet, den die Tangente der Extremale (84) 
im Punkte P, mit der §-Achse macht. 

Da simtliche Extremalen des Biischels durch P, gehen, ist auch 
(86) v (E, v)s20 = 0. 

Die Kurve d wird, als Ort derjenigen Punkte, wo die Extremalen des 


Feldes die Kurven der Schar C beriihren, durch Einsetzen derjenigen 
Werte von mu und vy in (82) und (84) erhalten, die das System 








(st 


bef 


(88 


80 


(88 


(91 


un 


lie 









or 
x- 


re 


ir 


l- 











Starke Maxima und Minima. 





9 (&, “) = v(&, v), 
(87) epG,u) _ av, ») 
og og 
befriedigen. 


Nun hat man wegen (83), (85) und (86) 

p(&,u)=e+ $ Ogg &* + Oy Eu + = Ago? + (5, H)s, 
V(E, v) — 5 bank? + bv + &»)s,*) 

so daB die Gleichungen (87) die Form nehmen 


ws) 


(89) | ut $ gy §* + Oy 86 + ; Ag u* + (EU), = + on 5 + §v+ é, v)s, 


GygS + aye + (E, Wp = Ogeé + + (E, v)s- 
Die letzte Gleichung kann man nach vy auflésen; es kommt 


(90) Y = (oq — Dge)E + Oye + (6, Ha, 
und dieser Wert von wv in die erste der Gleichungen (89) eingesetzt 
liefert 


w+ : Ogg §* + r Ayu? + (&, “=> a2 8” + (aon — Oe)? + (E; H)s, 


woraus man 


(91) = > (gg — Dog)? + (&)s 
und mit Hilfe von (90) 
(92) V = (yy — bos) + (E)s 


erhilt. Diese Werte (91) und (92) von w und y in (88) eingesetzt, liefern 
fir die Kurve d die Gleichung 


(98) 1 = 5 (2diyy — boa) 8* + (Es = 2()- 


Diese Kurve ist also in der Umgebung von § = 0 regulir; um nun 
zu zeigen, daB sie im Inneren des Feldes %, verliuft, wollen wir die 
Kriimmungen 7, 6, @ von 2, C und d im Punkte P, vergleichen. 

Da diese drei Kurven im Punkte P, die §-Achse beriihren, so wird 
man haben 


a aw 
as (Ze!) sa0,0007 boss 
- ad’ 
6=> 7 Qe 


= (eno 2 Aqg — Dos. 


*) Die Koeffizienten a, b sind reguliire Funktionen von 2,, y,. 
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Hieraus zieht man 





(94) 0 — 6 = 6 — T= My — Dy. 
Nun ist nach (54) pag. 472 
(95) 6 — Fae — 2%) 49 


F, sin(#, — @,) 


folglich (a), — by.) von Null verschieden. Die Kurve C, liegt also zwischen @ 
und d (Fig. 12); da nun schon C,, wie wir sagten, im Inneren des Feldes §, 
verliuft, so ist dies auch fiir d richtig. 





a Aus der Tatsache, daB (a,. — by.) +0 

/ t ist, folgt nun weiter, daB man die Glei- 

ee. chung (92) nach € auflésen kann, da also 

- é die Koordinaten und » der Punkte von d 
. «4 +i. s 

* > sich in der Umgebung von v= 0 als ein- 


deutige regulire Funktionen von yv dar- 
a ’ stellen lassen. Die GréBe v wihlten wir 
a aber gleich der Tangente des Winkels, den 
Fig. 12. die Anfangsrichtung der Extremalen 
7 = v(é, v) 

mit der Richtung #, der £-Achse macht, sie ist also eineindeutig auf die 
Extremalen des Feldes %, bezogen. Jeder Extremalen des Feldes §, in 
einer gewissen Umgebung von @ entspricht also ein einziger Punkt von 
d; da nun aber d innerhalb des Feldes §, verliuft und jeder Punkt von 
@ eine einzige Extremale enthilt, so sehen wir, da® die Beziehung der 

Kurve d zu den Extremalen des Feldes eine eineindeutige ist. 

Wenn wir ferner beachten, daB 


G.VO+#),_..- GF)... =m >° 


ist, und daB die Koeffizienten von 7(&) in der Gleichung (93) stetige 
Funktionen von x, und y, sind, so kénnen wir sagen: 

Es gibt eine fiir das ganze Gebiet 7’ giiltige Konstante N von der 
Eigenschaft, daB fiir siimtliche Werte 


v<N 


die Kurve d, welche irgend einem Punkte von 7’ entspricht, regulir und 
auf die Extremalen des Feldes %, eineindeutig bezogen ist; daB ferner 
fiir die Koordinaten §(N), 4(N) desjenigen Punktes dieser Kurve, der 
dem Werte v = N entspricht, die Beziehung gilt 


5(N)* + 4(N)? > P, 
wo P wieder eine fiir das ganze Gebiet 7 geltende Konstante bedeutet. 
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Man kann hierbei N so klein wihlen, daB die GréBe 
E(u)? + n(v)? 
monoton mit » wiichst, wenn diese letzte GréBe das Intervall O0<»< N 


beschreibt. 
Fiihrt man die positive, von Null verschiedene GréBe 


é=arctg N< . 


ein, so sind fiir simtliche Punkte P, des perfekten Gebietes 7’ die Ex- 
tremalen mit den Anfangsrichtungen 


¥=8,+e+A(2x4+ 8, — 8, —<8), 
0<a<l 


starke Extremalen im Punkte P, und werden fiir diejenigen Punkte des 
Feldes %,, die im Inneren eines Kreises mit dem Radius g, liegen, eben- 
falls stark sein; fiir g, kann eine fiir das ganze Gebiet 7’ geltende Kon- 
stante gewahlt werden, die der Bedingung 

” 0<a<P<a, 
geniigt. 

Fassen wir diese simtlichen Ergebnisse zusammen, so sehen wir, dab 
wir in der Umgebung jedes Punktes von 7 ein Feld §, konstruieren 
kénnen, das durch die Kurve d, den Kreis mit dem Radius g, und die 
Extremale e begrenzt wird (Fig. 13). 

In jedem Punkte des Inneren von %, sind 
die Extremalen stark und die Punkte von d sind 
Knickpunkte dieser Extremalen. 

Wenn wir jetzt zu den Ergebnissen des § 6 
zuriickgreifen, indem wir die dort vorkommende 
Kurve [ =0 durch unsere Kurve d ersetzen, so 
sehen wir, daB der zweite Zweig der in d ge- 
brochenen diskontinuierlichen Lisungen die Um- 
gebung des Extremalenstiickes e eindeutig und 
liickenlos iiberdeckt. 

Da ferner die Kurve d im Punkte P, die Extremale e nicht beriihrt, 
sondern diese zwei Kurven einen Winkel bilden, der nach (71), pag. 482, 
gréBer als die positive GréBe h ist, so ist die der Determinante (63) ent- 
sprechende Funktionaldeterminante fiir den Punkt P, von Null verschieden. 
Nun ist aber diese GréBe eine kontinuierliche Funktion von 2, und y,, 
also kémnen wir wieder die Existenz einer positiven Konstante 


Qs <0 
feststellen, mit der Eigenschaft, da8 die zweiten Zweige der starken dis- 
kontinuierlichen Lésungen, die wir betrachten, den von %, nicht tiber- 
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deckten Sektor eines Kreises mit dem Radius g, liickenlos ausfiillen. 
Diese Kurven bilden folglich ein Feld, das wir mit %, bezeichnen. 

Die Felder §, und %, liegen auBerhalb voneinander und bilden 
zusammen ein Feld % von starken Extremalen, die simtlich durch P, 
gehen und das Innere des Kreises mit dem Radius g, eindeutig und 
liickenlos ausfiillen. Hiermit ist die am Anfang dieses Paragraphen auf- 
gestellte Behauptung erwiesen. 


§ 9. 
Der Osgoodsche Satz. 


Das kreisférmige Feld %§, das wir konstruiert haben, ist nicht derart, 
daB man jeden Punkt von § mit dem Mittelpunkte des Kreises durch 
eine Extremale verbinden kann, die vollstindig im Inneren des Kreises 
verlaiuft.*) Diese Eigenschaft besteht aber, wie wir jetzt zeigen wollen, 
wenn wir den Endpunkt des betrachteten Extremalenstiickes hinreichend 
nahe an P, wihlen. 

Es geniigt offenbar, diesen Satz fiir diskontinuierliche Lésungen zu 
bestitigen. Wenn man die GréBe g,, die wir im vorigen Paragraphen be- 


A trachteten, kleiner als *' wihlt, so macht nach dem Bliss- 


schen Resultate (pag. 484) die Tangente in einem beliebigen 
Punkte der Zweige einer der diskontinuierlichen Lésungen 
P, P,P, (Fig. 14) des Feldes § mit den geraden Linien 
P,P, und P,P einen Winkel, der kleiner als ¢ ist. Der 
Kurvenzug P, P,P, liegt also vollstiindig im Inneren eines 
Dreiecks P,AP,, dessen Seiten P,A und P,A mit den 
Geraden P,P, und P,P, den Winkel ¢ machen. AufBer- 
Fig. 14. dem ist der Winkel, den die Zweige der diskontinuier- 
lichen Lésung am Knickpunkte machen, nach Fig. 6 immer 
gréBer als (7 — H), wo H dieselbe Bedeutung hat wie in der Formel (71), 
pag. 482. Hieraus folgt nach Fig. 14 
«> (@—H-2%), p>(x—H—4e); 
die Gréfe B ist positiv, wenn man « hinreichend klein gewihlt hat. 
Man kann also eine GréBe x <1 angeben mit der Higenschaft, dab 
simtliche Extremalenziige des Feldes 9, deren Endpunkt vom Anfangs- 
punkte um weniger als 9 entfernt ist, innerhalb eines Kreises verlaufen, 
dessen Mittelpunkt in P, liegt und dessen Radius gleich £ ist. 
Bedeutet jetzt P einen beliebigen Punkt des Gebietes 7 und Q 
einen Punkt, dessen Entfernung vom ersten 





*) Man vergleiche die Fig. 13. 
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x*¢@, 
Pas 
Q 
P 


a , dessen Mittelpunkt in P liegt: 


(96) e <(P, *f)- 

Es sei S ein beliebiger Punkt dieses Kreises und Z eine willkiirliche 
Kurve, die innerhalb desselben Kreises verliuft, P mit Q verbindet und 
S enthilt. Es ist also 


(97) PS<*B, Li<(P,*)- 


ist, so liegt die Extremale e> im Inneren eines Kreises mit dem Radius 


Wir wollen den Wert des Integrals 
@ s Q 
L,=L,+L;, 
lings LZ genommen, mit ee vergleichen. 
Da S sich im Inneren des Kreises (2, ts) befindet, so existiert 
eine Extremale es, fiir welche die Beziehung gilt 
8 @ 
(98) ee <(P, &)- 
L; geniigt vermége (97) derselben Bedingung; die WeierstraBsche 
Konstruktion mittels der E-Funktion ist also méglich und man hat 


(99) e<L>. 
Ferner ist die Entfernung der zwei Punkte S und Q 
SQ<SSP+ PQS 24 Mc Be. 
Also existiert die starke Extremale e® und sie geniigt der Bedingung 
(100) e§ <(8, $)- 
Fir das Stick Z® der Vergleichskurve erhalt man nun 
13<(B"2)<(6."8 +8) <(6,°9) 
Qs 
72 
auch hier wieder die WeierstraBsche Konstruktion méglich, und man erhilt 
(101) ef < 1h. 
Aus (100) erhalt man weiter 
3 
(102) e§ < (PF, + SP) <(P, “)- 


Da sowohl e% wie auch L{ innerhalb des Kreises (s ) liegen, ist 











492 C. Caratutopory. 


Der Kurvenzug e + e% verliuft also wegen (98) und (102) ebenso 


wie auch die Extremale e® innerhalb des Kreises (P,9,) und die Weier- 
straBsche Konstruktion liefert 


én + ee — 8 = 2(S,Q)>0. 
Die GréBe «(S, Q) ist immer positiv und verschwindet dann und nur 


dann, wenn S sich auf der Extremalen ee befindet. 
Durch Heranziehen von (99) und (101) erhilt man endlich 


Li — p= 6(8, Q) 20. 


‘ Den hiermit bewiesenen Osgoodschen Satz kann man etwas allge- 
meiner folgendermafen formulieren: 
Ist P, ein Punkt der xy-Ehbene, fiir welchen eine einzige starke dis- 
kontinuierliche Lisung existiert und die Invarianten ¥Y und Q nicht ver- 
schwinden, so kann man zwei perfekte Gebiete ©, und &, bestimmen, die in- 


eimander enthalten sind, P, wmgeben — also den Beziehungen 
6, > G, > P, 
geniigen — und folgende Eigenschaften besitzen: 


1. Jeder Punkt P, des Gebietes ©, kann und zwar auf eine einzige 
Weise mit P, durch eine starke Extremale verbunden werden, die das Ge- 
biet G, nicht verlapt. 

2. Ist S ein beliebiger Punkt von ©,, der nicht auf dem Extremalen- 
stiick ee liegt, so kann man thm eine von Null verschiedene Zahl «(P,, 8) 
zuordnen; der Wert des Integrals J lings einer beliebigen Kurve, die voll- 
stindig innerhalb &, verliuft, P, mit P, verbindet und S enthéilt, ist wm 
mindestens e(P,, 8) gréfer als der Wert von J, liings des Extremalenstiickes 
en genommen. 

3. Ist T, ein perfektes Gebiet von lauter reguliren Punkten des Varia- 
tionsproblems, und T ein Gebiet derselben Beschaffenheit, das vollstindig im 
Inneren von T, sich befindet, so kann man, wenn P, das Gebiet T durch- 
liuft, fiir G, und ©, Kreisflichen wihlen, deren Radius fest ist und deren 
Mittelpunkt in P, liegt. 

Die Kurven, welche die Extremalen des Biischels transversal schneiden, 
sind geschlossene Kurven D, deren Tangente sich kontinuierlich dreht, 
wenn man die Kurve beschreibt. Sie bilden eine Schar von ineinander- 
liegenden Kurven, die in bezug auf unser Variationsproblem den Charakter 
einer Schar von konzentrischen geodiitischen Kreisen besitzt. Wiahlt man 
in dem eben ausgesprochenen Satze G, derart, daB der Rand dieses Gebietes 
mit einer der Kurven D zusammenfillt, so ist ©, mit G, identisch und 
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der Osgoodsche Satz vereinfacht sich in entsprechender Weise. Man 
kann iibrigens fiir jeden Punkt P des Gebietes 7 diese Kurve D so 
wihlen, da das Minimum ihrer Entfernung von P in gewéhnlicher 
MaBbestimmung eine Konstante iiberschreitet. 

Den Nachweis dieser siimtlichen Tatsachen, der tibrigens sehr nahe 
liegt, will ich nicht bringen, weil die Eigenschaften der Kurven D im 
folgenden nirgends gebraucht werden. 


Kapitel II. 


Die allerkirzesten Wege innerhalb eines gegebenen 
Gebietes. 


§ 10. 
Die Existenz einer Grenzkurve. 


Das Hilbertsche Verfahren, das wir in der Hinleitung erwihnt haben, 
ist eine Anwendung des von E. Zermelo ausdriicklich formulierten ,Aus- 
wahlprinzips in der Mengenlehre“*); ausgehend von der Existenz einer 
unteren Grenze des Kurvenintegrals fiir Kurven, welche zwei Punkte 
P, und P, verbinden, wird niimlich angenommen, da es eine abzihlbare 
Menge von Kurven gibt, fiir welche dieses Kurvenintegral gegen seine 
untere Grenze konvergiert. Diese SchluBweise wiire ohne Benutzung des 
erwihnten Prinzips nicht denkbar. Abhnlich verhilt es sich, wenn wir aus 
einer unendlichen Punktmenge eine Teilmenge aussondern, welche eine 
gegebene Hiiufungsstelle der urspriinglichen Menge besitzt und sonst 
keine andere Hiufungsstelle hat. 

Der eigentliche Beweis von Hilbert beruht auf gewissen allgemeinen 
Kigenschaften von Kurvenscharen, die unabhiingig von der Variations- 
rechnung sind, und deren Ableitung wir vorausschicken wollen. 

Es sei eine abzihlbare Menge 2%, von ebenen Kurven gegeben, die 
simtlich eine endliche Liinge haben und zwei feste Punkte P,, P, der 
Ebene verbinden. Dann kann man aus dieser Kurvenschar immer eine 
Teilmenge Yt herausgreifen, die gegen eine ,,G@renzkurve“ konvergiert. 

Letzteres ist folgendermafen zu verstehen. Man bilde die Kurven 


der Gesamtmenge Mt, eineindeutig auf die Strecke 01 ab, auf eine be- 


*) Beweis, daB jede Menge wohlgeordnet werden kann. Math. Ann., Bd. 59, 
pag. 514. 
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liebige, aber ein- fiir allemal bestimmte Weise. Dann kann die Teil- 
menge Yt so bestimmt werden, daB die einem und demselben Punkte der 
Strecke 01 entsprechenden Punkte der Kurven von MM einen einzigen 
Haufungspunkt besitzen. Die Menge dieser Haiufungspunkte ist perfekt. 
Jedem dieser Punkte entspricht ein einziger Punkt der Strecke 01, aber 
nicht umgekehrt. 

Es seien 
(1) M, : C,°, C,°, C,°, --- 
die Kurven der Menge M,, : 

1°, 1,°, l,°, ca 
die Liingen dieser Kurven, wenn man sie von P, bis P, miBt. Es ist der 
Voraussetzung nach fiir jedes » 
Lo <A; 
hieraus schlieBen wir, daB die Kurven selbst siimtlich im Endlichen liegen. 

Auf jeder Kurve C,° der Schar (1) bestimmen wir die Punkte 
P,°(#) durch die Eigenschaft, daB die Liinge von C,°, wenn man die 
Kurve von P, bis P,°(#) miBt, gleich #1,° sei; hier bedeutet @ irgend 
eine positive Zahl zwischen 0 und-1. Auf diese Weise haben wir die 
einfachste stetige eineindeutige Abbildung der Kurven der Schar (1) auf 
die Strecke 01 realisiert; fiir das Folgende hiatte aber eine beliebige 
andere Abbildung dieselben Dienste geleistet. 

Wir wihlen auf der Strecke 01 eine abziihlbare, iiberall dichte Menge 
von Punkten 
(2) 9,, ;, 3;, ame 
z. B. die Menge der rationalen Zahlen. Dieser entspricht auf jeder der 
Kurven C,° eine Menge derselben Eigenschaft. 

Fassen wir nun zunichst diejenigen Punkte P,°(#,) ins Auge, die dem 
Punkte #, entsprechen, so bilden sie eine unendliche, ganz im Endlichen 
liegende Punktmenge, die mindestens die eine Hiiufungsstelle H(,) besitzt. 

Aus der Schar (1) kann man also eine Schar 
(3) M, = C7, C,, C,%, - 
absondern, derart, daB die Punkte P,(@,) dieser Schar keinen anderen 
Haufungspunkt als H(@,) besitzen. Fir jede Schar von unendlich vielen 
Kurven, die aus lauter Kurven von St, — jede einmal genommen — be- 
steht, wird H(#,) Hiufungspunkt der Punkte P(#,) sein. 

Man sondere jetzt aus Yt, eine Schar von unendlich vielen Kurven 

M, ‘ C3, Cy’, C,’, “i 
derart ab, daB die Punkte P,?(,) dieser Kurven eine einzige Haufungs- 
stelle besitzen, die wir mit H(#,) bezeichnen. 
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Durch Wiederholung dieses Verfahrens bilde man die Schar 
. M,: C,', Ci, Ci, --- 
mit der Eigenschaft, daB jede der unendlichen Punktmengen 
P,' (,) ? P,' (@,) ? P;' (#,) 
k=1, 2,3,---,4 


fiir 


einen einzigen Haufungspunkt H(@,) besitzt. 
Man betrachte jetzt die Schar der Kurven 
é : ; C,, C’, C;*, PS oe 
die wir abkiirzend mit 
(4) M:C,, Cy, Cy, Cy, -- 
bezeichnen. Fiir die Kurven dieser Schar hat jede der Punktmengen 
P,(%); P,(@,), P;(%); Ne 
einen und nur einen Hiufungspunkt H(#,) und dieses fiir ein beliebiges k. 
Nun besitzen aber auch die Punkte H(#), die einem willkiirlichen 
Wert # der Strecke 01 entsprechen, ebenfalls mindestens eine Hiiufungs- 
stelle H(#). Ich behaupte, daB sie keine von H(#) verschiedene Hiiu- 
fungsstelle H’(#) haben kénnen. Denn, angenommen dies wire der Fall, 
so sei d der Abstand von H(#) und H’(#); fiir alle #, der Reihe (2), 
die der Ungleichheit geniigen 
é 
o)~+ 0 225; 
sind die Punkte P,,(#,) und P,,(#) um weniger als bd entfernt. Hieraus 
folgt, daB der Punkt H(@,) ebensowohl von H(#) als auch von H’(#) 


: entfernt sein miiBte, was unmdglich ist. 


Durch die Kurvenschar (4) wird also eine Punktmenge definiert, 


um weniger als 


deren Elemente H(#) eindeutig auf die Strecke 01 bezogen sind; wir 
bezeichnen diese Menge mit §. 

Jeder Punkt H(#) ist ein Haufungspunkt von §, da man Punkte 
H(®,) der Menge finden kann, die um weniger als 6 von H(#) ent- 
fernt sind. 

Umgekehrt gehért aber jede Hiufungsstelle von Punkten 


(5) H(*;), H(@,), H(s), ae 
der Menge § an. Es geniigt (5) so zu wihlen, daB sie eine einzige 


Hiufungsstelle H besitzen. Die Zahlen #,, 0, 0;,--- werden ebenfalls 
mindestens einen Hiaufungspunkt @ haben. Der entsprechende Punkt H(#) 
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wird, nach dem vorigen, Hiiufungspunkt von (5) und folglich mit H 
identisch sein. 

Die Punktmenge H(#) ist also perfekt; man kénnte auch bemerken, 
da8 sie zusammenhingend ist. Das Lemma, das wir im folgenden brauchen 
ist also bewiesen. 


§ 11. 
Anwendung auf Variationsprobleme. 


Es sei ein Gebiet 7 in der xy-Ebene gegeben, innerhalb dessen 
das Variationsproblem 


ty 
5— Fe, 2, 9a 
th 


positiv definit ist. Es mégen also fiir alle Linienelemente des Gebietes 
T die Beziehungen gelten 


" : . m 4 ' : 
M>F («, Y; yVe*+y”’ Veregs) =m > 9; 
fiir jede Kurve innerhalb des Gebietes 7, deren Linge ZL ist, hat man 
folglich ' 
(6) ML>JI>mL. 


Sind A,, A, irgend zwei Punkte von 7, so ist der Wert des In- 
tegrals lings einer beliebigen Kurve, die A, mit A, verbindet und inner- 
halb 7’ verliuft, sicher gréBer als m-~-A,A,, wo A, A, die Entfernung der 
zwei Punkte A, und A, bedeutet. Die Integrale J lings solcher Kurven, 
die 7’ nicht verlassen, haben also eine untere Grenze u, die von Null ver- 
schieden ist; es sei 
(7) C,°, C,’, C;°, . 
eine Schar von Kurven, fiir welche die entsprechenden Werte 

J,’, J;’, J;°, re 


des Integrals gegen wu konvergieren (also keinen anderen Haufungswert 
besitzen). Es geniigt in die Schar (7) solche Kurven aufzunehmen, deren 
Linge | die Ungleichheit 


_ u 
(8) 1<- 


befriedigt, denn fiir lingere Kurven ist nach (6) sicher 
J>u. 


Siimtliche Voraussetzungen des vorigen Paragraphen sind also erfiillt 
und man wird aus (7) eine neue Kurvenschar 


(9) C,, C,, Cs, ‘coat 
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absondern kénnen, die gegen eine perfekte Menge von Grenzpunkten H(#) 
konvergiert. Die entsprechenden Werte 
J;, J;, J;; Anta 

des Integrals konvergieren gegen seine untere Grenze u. Der Umstand, 
daB wir es hier mit einem Variationsproblem zu tun haben, gestattet 
aber, iiber die Punktmenge § mehr auszusagen als bisher. 

Es seien #,,#, irgend zwei Zahlen zwischen 0 und 1 und man 
habe z. B. 

d, > 9; 

wir bezeichnen mit [Ju13° den Wert des Integrals auf der Kurve C, vom 
Punkte P,(#,) bis zum Punkte P,(@,). 

Die GréBen [J,, “ haben, wenn man » variiert, einen einzigen Haufungs- 
wert. Im entgegengesetzten Falle wiirde man zwei Scharen von Kurven 
aus (9) aussondern kénnen, nimlich 


C,,, C..» C.; cabs 


und 
+ ee Ci.» oe .. *, 
so daB 
Lim [J,,, 13° =a, Lim [J,,,]3° ats B 
und «> sei. ie = 


Dann wiirde man aber eine neue Kurvenschar konstruieren kénnen, 
fiir welche die n° Kurve C, von A, bis P, (#,) und von P, (8) bis A, 
mit C, zusammenfallt, wihrend das Intervall zwischen P, (#,) und 
P, (#) aus zwei geradlinigen Stiicken bis P, (6,) und P, (@,) und 
eimem Stiicke der Kurve C,, besteht (Fig. 15). 

Da die Punkte P,, (@,), P,(8,) beide gegen H(;), und folglich die 
geradlinigen Stiicke mit n = co 4) 
gegen Null konvergieren, so wiirde yi? tee 
die Gleichung gelten Gy y Bi) 7 Bigs) Cy A, 

Lim J, =u+p-—a<u, a 7 

— Fig. 15. 
was unmdglich ist. 

Hieraus folgt die Existenz der GréBe Lim cAK die wir mit [w];* 
bezeichnen: = 

Lim [J,]5* = [“]3;- 


Diese GréBe ist, wie man durch ganz analoge Betrachtungen zeigen 
kann, die untere Grenze der Werte des Integrals J lings Kurven, die 
H(#,) mit H(#,) verbinden. 
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Also hat man 


H(®,) H(®,) M > [uw]; 
Im iibrigen ist wegen unserer Konstruktion 


[Jals, = ™(% — %)4, A, > 0, 
also auch 
9, —< 
[u];. = m(8, — 8,)A, 3, 
und die Entfernung der zwei Punkte H(#,) und H(#,) ist gréBer als 
= — A > , also von Null verschieden. 


Ahnlich gelten, wegen (8), die Ungleichheiten 


(10) P,(®,) P,(O2) m < [Ialg; < My  — 4), 
also ist auch 
H(%,) H(i 2) < =e. “1. 

Mit anderen Worten: Die Punktmenge § ist eineindeutig stetig auf 
die Strecke 01 abbildbar; sie stellt eine stetige Kurve dar, die keine 
Doppelpunkte besitzt und eine endliche Linge im Jordanschen Sinne hat. 

Wir nehmen jetzt an, daB innerhalb des Gebietes 7 die Invarianten 
¥ und Q nie verschwinden, also die GréBe o,, die wir im § 8 definierten, 
existiert. 

Wenn fiir irgend einen Wert @, der Punkt H(#,) im Inneren des 
Gebietes 7’ liegt, so kann man |, — @,| so klein wihlen, daB fiir jeden 
Wert von @, fiir welchen die Beziehungen gelten 


9, <9 <4, 


der entsprechende Punkt H(#) im Inneren des Kreises mit dem Radius 
ge; liegt, dessea Mittelpunkt H(#,) ist. Die starke Extremale, welche 
H(@,) mit H(#,) verbindet, mu® mit unserer Hiufungspunktkurve wegen 
des Osgoodschen Satzes identisch sein. 

Die Kurven der Schar (7) nihern sich iiberdies gleichmiBig der 
Hiaufungspunktkurve §: Wiahlt man nimlich 


a, — 3, Ss sue 
so ist nach (10) die Entfernung der Punkte P,(#,) und P,,(@,) fiir jedes 
nm kleiner als e hierauf kann man v derart bestimmen, daB fiir jedes 


n>v die Entfernungen 


P,(9,)H(%) und P,(6,)H(@) 








kle 
ger 


vol 
bel 








ls 


- FP FTF & 


- @ 



































Starke Maxima und Minima. 


499 


kleiner als s werden. Dann verlauft der ganze Kurvenzug, der aus den 
geradlinigen Stiicken H(#,)P,(#,), H(®,)P,(@,) und dem Stiick der 
Kurve C, zwischen P,(#,) und P,(@,) besteht, im Inneren des Kreises 
vom Radius g, und vom Mittelpunkt H(#,). Wenn man nun mit © ein 
beliebiges Gebiet bezeichnet, das das Kurvenstiick 


H(#), %<t<, 
umgibt, und ganz im Inneren dieses letzten Kreises liegt, so hat die GréBe 
é, die wir pag. 492 definierten, fiir jede Kurve, die nicht-vollstandig inner- 
halb @ verliuft, eine von Null verschiedene positive untere Grenze; man 
wird also w so groB wahlen kénnen, daB fiir jedes n> das Kurvenstiick 


P,(#) 8, CHK A, 
ginzlich innerhalb & liegt. 
Das Integral lings der Haufungspunktkurve 
H(#): 4, << 4, 
ist tibrigens genau gleich [w]53s wire dies nicht der Fall, so wiirde man 


innerhalb @ Kurven konstruieren kénnen, fiir welche das Integral J einen 
kleineren Wert annehmen wiirde als fiir die Extremale 


H(#):8, SO < 4; 


dieses ist aber mit den Eigenschaften der WeierstraBschen E-Funktion 
in direktem Widerspruch. 

Die angegebenen Resultate lassen sich auf ein beliebig langes Stiick 
der Hiufungspunktkurve, das vollstindig im Inneren des Gebietes 7’ ver- 
lauft, tibertragen, da man dann immer das Intervall der Strecke 01, das 
dem ganzen Stiicke entspricht, in eine endliche Anzahl von Teilinter- 
vallen zerlegen kann, fiir welche unsere saémtlichen Ungleichheiten gelten. 


§ 12. 
Eigenschaften des Randes. 


Wir wollen jetzt unsere Betrachtungen auf diejenigen Teile der Hiu- 
fungspunktkurve ausdehnen, die mit Stiicken des Randes zusammenfallen. 

Es ist zuniichst klar, daB man diejenigen Teile des Randes auBer 
Betracht lassen muB, welche die Eigenschaft haben, daB man zwei hin- 
reichend benachbarte ihrer Punkte durch eine starke Extremale verbinden 
kann, welche vollstindig im Inneren des Gebietes 7 verliuft; solche 
Randstiicke kénnen nie mit Teilen der Hiufungspunktkurve zusammen- 
fallen. 
33* 
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Wenn man zweitens je zwei hinreichend benachbarte Punkte des be- 
trachteten Randstiickes durch eine starke kontinuierliche Extremale ver- 
binden kann, die auBerhalb des Gebietes 7 verliuft, wenn es also in 
jedem Punkte dieses Randstiickes eine starke Extremale gibt, welche den 
Rand von 7 beriihrt, so kann man mit Hilfe einer Methode, die Bliss 
angegeben hat*), ein Feld konstruieren, das die WeierstraBsche Kon- 
struktion der E-Funktion erméglicht. Es ist dann eventuell dieser Teil 
des Randes R mit einem Teile von H(#) identisch; die Resultate des 
vorigen Paragraphen, was die GleichmiiBigkeit der Konvergenz und den 
Wert des Integrals J betrifft, bleiben erhalten. 

Endlich kann es aber vorkommen, da8 zwei hinreichend benachbarte 
Punkte des Randes durch ein diskontinuierliches starkes Extremalenstiick 
verbunden werden kénnen, das giinzlich auBerhalb des Gebietes 7’ verliuft. 
Dann kann zwar der Rand einen Teil der Kurve H(#) bilden, aber der 
Wert des Integrals J liings dieser Kurve ist von [uw]? verschieden. 


Ein einfaches Beispiel fiir diesen letzten Fall erhilt man, indem man 
ein Variationsproblem bildet, dessen Indikatrix in jedem Punkte die 
pag. 466 erwihnten Eigenschaften a), b), c) besitzt, also z. B. in Polar- 
koordinaten die Gleichung 

o= V2 — cos t 
besitzt. Diese Gleichung liBt sich schreiben 


o? = V29? — pcos? 








oder 
LA. . 
V2é?+277—é 
Nun betrachte man das Problem: 
ty 
Map? 2 ‘2) dt 
11 . om pfs 
" J yap ayt— a’ 
ty 
das in der ganzen Ebene definit ist und in jedem Punkte die Diskon- 
tinuititsrichtungen 
oe ,_—1 ga a 
2 ? y V2 ? V2 ? y v2 
aufweist. 
Die Invariante Q nimmt hier den Wert an 
Q=— 4y ? 


wahrend Y iiberhaupt nicht verschwinden kann. 
*) Sufficient Conditions for a Minimum with respect to One-sided Variations 
(Trans. Amer. Math. Soc., vol. V, No. 4, pp. 477—492). 
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Wir betrachten als Variationsgebiet das Quadrat, dessen Rand aus 
der Geraden 





z=0, z=1, y=1, y=2 
besteht (Fig. 16). 

Will man jetzt den Punkt A mit B durch eine Kurve verbinden, die 
innerhalb des Quadrates 7 verlauft und ein ab- 
solutes Minimum liefert, so ist die Haufungs- 
punktkurve H(#) mit dem Geradenstiicke AB 
identisch. Das Integral lings dieser Geraden 


ist aber | 








PP a > a A " " 
‘fea 
wahrend die untere Grenze o x 
[u® - Fig. 16. 


ist; man nihert sich dieser GréBe, indem man das Integral lings 
gezackter Polygone nimmt, deren Seiten 45° mit den Koordinatenachsen 
bilden und eine unendlich abnehmende Linge besitzen. 

Wir wollen jetzt die Bedingung, daB 2 im ganzen Gebiete 7 nicht 
verschwindet, fallen lassen. Es kénnen dann die Punkte der Kurve 

Q(x, y) = 90 
in zwei Klassen getrennt werden, je nachdem die Richtung der Tangente 
von 2=0 mit der einer starken oder der einer schwachen Extremalen 
zusammenfallt. Hierbei lassen wir den Fall unerledigtt wo Q=0 mit 
einer der Kurven der Schar C, C (pag. 470) identisch ist. 

Im ersten Falle wird man in der Umgebung von hinreichend kleinen 
Stiicken von Q = O ein Feld konstruieren kénnen, und ein beliebig langes 
Stiick der Kurve Q = 0 wird durch eine endliche Anzahl solcher Felder 
sich tiberdecken lassen. 

Die Kurve 2 =0 wird mit keiner Haufungspunktkurve zusammen- 
fallen kénnen und diese Kurve nur in einzelnen Punkten begegnen. 

Im zweiten Falle wird die Hiufungspunktkurve mit endlichen Stiicken 
von Q = 0 zusammenfallen kénnen, in der Regel aber wird das Integral ° 
lings H(#) einen Wert erhalten, der von seiner unteren Grenze w ver- 
schieden ist. 

Wenn man z. B. beim Variationsproblem (11) das Variationsgebiet 
ganz unbeschrankt lift, wobei in der ganzen Ebene Y + 0 ist, Q aber 
lings der x-Achse verschwindet, und nach der Haufungspunktkurve fragt, 
die zwei beliebige Punkte dieser Geraden, z. B. die Punkte =0 und 
x = 1, verbindet, so sieht man leicht, daB die gesuchte Kurve mit dieser 
Geraden zusammenfallt: Der Wert des Integrals lings dieser Linie liefert 
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aber ein schwaches Maximum und ist unter den gemachten Annahmen 
gleich ar oder 2,141, wihrend die untere Grenze u hier gleich 2 ist. 


Zusammenfassend haben wir also folgendes Resultat erlangt: 

Ist ein positiv definites Variationsproblem J und ein Gebiet T gegeben 
von folgender Beschaffenheit: 1. In seinem Inneren und auf dem Rande R 
ist die Invariante ¥ +0. 2. Kein Punkt des Randes R kann mit einem 
unendlich benachbarten Punkte durch eine starke diskontinuierliche Extre- 
male verbunden werden, die auBerhalb des Gebietes T verliuft. 3. Die 
Kurven Q(x,y) =O haben in jedem ihrer Elemente die Richtung einer 
starken Extremalen; dann kann man je zwei Punkte von T durch eine Kurve 
H(#) verbinden, fiir welche die untere Grenze u des Integrals J erreicht 
wird. H(#) besteht teilweise aus Stiicken von R selbst. 

Die geschilderten Bedingungen sind nicht nur hinreichend, sondern 
auch notwendig in dem Sinne, daB jedesmal, wo eine derselben nicht er- 
fiillt ist, man Beispiele angeben kann, fiir welche der Satz nicht mehr 
gilt. Wir sind also in den Untersuchungen iiber starke Extremalen bei 
definitem Variationsproblem zu einem gewissen AbschluB gekommen; die 
singuliren Stellen, die wir auBer Betracht lieBen, sind solcher Natur, 
daB sie nicht durch allgemeine Betrachtungen erledigt werden kénnen, 
sondern in jedem einzelnen Falle eigene Methoden erfordern. 


§ 13. 
Bemerkungen iiber nicht definite Variationsprobleme. 


In der Einleitung machten wir schon darauf aufmerksam, daB die 
Resultate der letzten Paragraphen sich auf reguliire, nicht definite Varia- 
tionsprobleme nicht itibertragen lassen. 

Ein Grund dafiir ist schon der, daB die Linge der Vergleichskurven 
zwischen zwei Punkten nicht endlich zu bleiben braucht, wenn man die 
Kurvenschar (7) (pag. 494) 

C,, C,’, C;, . 
. durehliuft; das Hilbertsche Verfahren ist folglich nicht anwendbar. 

Die Verhiiltnisse, die hier vorliegen, lassen sich schon bei ganz ein- 
fachen Beispielen charakterisieren. 

Man betrachte z. B. das Integral 


fs 
I= f (ya! + Vx’? + y*)dt, 
t 


d. h. das Integral des gewéhnlichen isoperimetrischen Problems in der 
Ebene, bei welchem man die isoperimetrische Konstante gleich Eins ge- 
setzt hat. 
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™ Hier ist ; ‘ 
t. F,= y? Fyy = @? tym 
durchweg positiv. Das Problem ist in jedem Punkte der Ebene schon 
n im engeren Sinne regular und liefert ein starkes Minimum; die Umgebung 
R jedes Punktes kann mit einem Felde von starken kontinuierlichen Extre- 
m malen iiberdeckt werden. 
D Hieraus folgt, daB, wenn man lings einer geschlossenen Kurve in- 
ie tegriert, die innerhalb eines hinreichend kleinen Gebietes verliuft, das 
7 Integral J einen positiven Wert annehmen wird; denn sonst wiirde von 
e einem Minimum gar nicht die Rede sein kénnen. 
t Trotzdem kann man, wenn man das Variationsgebiet vergréBert, den 
Umlauf so wahlen, daB das entsprechende Integral einen negativen Wert 
n erhilt. 
" Wenn man nimlich die Kurve im positiven Sinne durchliuft, so ist 
r das Integral gleich der Linge der Kurve vermindert um den Inhalt der 
i Fliche, die sie umschlieBt; also z. B. fiir ein Quadrat erhilt das Integral 
2 den Wert a(4 — a) und wird negativ, sobald a > 4 ist. 


Za demselben Ergebnisse kommt man auch auf folgendem Wege: 
Die Extremalen des Problems sind bekanntlich Kreise mit dem Radius 1. 
Die Enveloppe N aller Extremalen, die durch einen Punkt gehen, ist ein 
Kreis vom Radius 2, also eine regulire geschlossene Kurve ohne Riick- 
kehrpunkt. Nach der allgemeinen Theorie (die sich hier sofort bestitigt) 
hat das Integral lings dieser Enveloppe N den Wert Null, wahrend jede 
geschlossene Kurve, die vollstaindig innerhalb N verliuft, ein positives 
Integral liefert. Die Kurve N hat ferner die Eigenschaft, dab, wenn man 
dem Gebiete, das sie umgibt, ein beliebiges, noch so kleines Stiick der 
Ebene hinzufiigt, im Inneren des erweiterten Gebietes geschlossene Kurven 
existieren, die einen negativen Wert des Integrals liefern. 

Kurven, welche diese simtlichen Higenschaften besitzen, scheinen bei 
der Behandlung der nicht definiten Variationsprobleme eine wichtige Rolle 
zu spielen. 








L. P. Exsenzarrt. 


Associate Surfaces. 


By 


L. P. E1sennart of Princeton, New-Jersey. 


Two surfaces between which there is a point to point correspondence 
such that the tangent planes at these points are parallel and asymptotic 
lines on one surface correspond to a conjugate system on the other are 
called associate surfaces by Bianchi*). This article is devoted to a con- 
sideration of surfaces thus related and to the determination of the associates 
of a given surface. 

In § 1 the given surface is taken as referred to its asymptotic lines 
and it is found that the complete determination of all of its associates 
requires the integration of two equations of the first order linear in two 
unknowns; each pair of solutions of these equations leads by quadratures 
to an associate surface. After the latter has been found further quadra- 
tures enable one to find a surface corresponding to the original surfaces 
with orthogonality of linear elements; this puts in evidence the relation 
between the theory of associate surfaces and of the infinitesimal deformation 
of a surface. It is found that the necessary and sufficient condition that a 
conjugate system on a surface correspond to the asymptotic lines upon one of 
its associates is that the tangential invariants be equal; when this condition 
is satisfied, the corresponding associate can be found by quadratures. 

In § 2 it is seen that the two equations can be integrated by 
quadratures, when the given surface is ruled. As an example of this a 
particular study is made of the associates of quadric surfaces. 

When one of the unknowns is eliminated from the pair of equations, 
the resulting equation which the other satisfies is of the second order 
and of the Laplace type; moreover, when one has found an integral of 
this equation, the value of the other unknown corresponding to it can be 
found by quadratures. The invariants of the Laplace equation are of 


*) Lezioni, vol. 2, p. 10; German translation, p. 293. 
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such a from that one discovers several classes of surfaces for which the 
problem can be solved. Again by a change of the unknown the pair of 
equations can be replaced by a system of equations whose forms are of 
advantage in the study of the associates of surfaces of revolution and 
certain other classes of surfaces. These considerations are found in 
§§ 3 and 4. 

In § 5 we discuss the cases where the two unknown functions are 
equal and where they differ only in sign. It is found that if a surface 
admits of either case, it admits of the other also: that the corresponding 
associates are found by quadratures; that the conjugate system on each 
corresponding to the asymptotic lines on the given surface is isothermal- 
conjugate; and that these two associates of the given surface are associates 
of one another. Moreover, only for this case is it true that two associates 
of a given surface are associates of one another. A particular class of 
surfaces for which the foregoing results obtain consists of the surfaces 
of translation with isothermal-conjugate generators; these surfaces and 
their associates are considered in § 6. 

§ 7 opens with the determination of the corresponding lines on two 
associate surfaces which are conjugate for both, we call it the common conju- 
gate system. Whenever one knows a conjugate system on a given surface 
which has equal point invariants, one can find by quadratures an associate 
surface on which the corresponding system is conjugate; this condition 
is necessary as well as sufficient. In this connection a study is made of 
the associates of surfaces of translation and of those Voss surfaces whose 
conjugate geodesic system is isothermal-conjugate. 

Christoffel has considered the problem of finding all surfaces corre- 
sponding with parallelism of tangent planes and at the same time susceptible 
of a conformal representation of one another upon the other. In § 8 we 
determine the surfaces which together with their associates furnish a 
solution of this problem. The results of this investigation enable us to 
establish the theorem that the limit surfaces of a group of applicable 
surfaces are isothermic. 


$ 1. 
General Formulae. Asymptotic Lines Parametric. 


Let S and S, be two surfaces corresponding with parallelism of 
tangent planes and denote by 2, y, 2; 2,,%, 4%, the cartesian coordinates 
of corresponding points on these surfaces. If S and S, are referred to 
any system of corresponding lines, the following equations hold: 


Om 22, oe 0% Hg 8 Oe 
(1) ed ed Go 9 out * oo? 


Cu ou 


dv? 
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where 4, u, 6, t are functions of wu and v to be determined; similar 
equations in the y and z obtain. Making use of the usual notation and 
indicating by a subscript 1 the functions belonging to S,, we get from (1) 
E,=VE+2iuF + w’G, 
(2) F,=i6E + (Ar+uo)F + urG, 
G,=@E+ 2orF+ 7°G. 
Denoting by X, Y, Z the direction-cosines of the normal to S, and 
consequently to S, at the corresponding point, we find the relations 
3) D, =14D+ uD, Df =6D'+rD", 
( D,=i1D' + uD’ =6D4+rD, 
where as usual 


Duk dx OX a dz OX _ ox ox BP asin Ox cx 


ou au? D Ou C0 Ou Ou’ ov ov 


If we write for the sake of brevity 


(4) A =ir—u6, 

we find that 

(5) E,G, — F}= A? (EG —F*), 
which we shall write in the form 

(6) H,? = A' H?, 

and 

(7) D, D,” — D,? = &( DD" — D’*). 


From these equations we find that between the Gaussian curvatures K 
and K, of the two surfaces there obtains the relation 

K 

4 

Hence A cannot be equal to zero, so long as we are dealing with non- 
developable surfaces. 

We limit ourselves to the study of the case where S and S, corre- 
spond not only with parallelism of tangent planes at corresponding points, 
but also in such a way that the asymptotic lines on S correspond to a 
conjugate system on S,. The necessary and sufficient condition that the 
latter kind of correspondence exist is 
(9) DD," + D’D,— 2D'D,' = 9. 

One sees at once that in case it is satisfied the asymptotic lines on S, 
correspond to a conjugate system on S. From this equation it follows, 
as Bianchi has pointed out*), that, when S has positive total curvature, 


(8) K, = 


' Lesienl. vol, 2, p. 10; Germ. trans. p. 293. 
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the curvature of S, is negative; but when S has negative curvature, S, 
may have either positive or negative curvature. Following Bianchi we 
call the surfaces S and S, associates of one another. 
Given a surface S referred to its asymptotic lines; then, in conse- 
quence of (9) we have 
D =D” =D, =0, 
and from (3) it is seen that 
(10) A=t=0. 
Equations (1) reduce to 
. - Ox Ox Ox 
(11) , Fe? oe ou 
The Gauss relations*) reduce for S to 
Ox 11) Ox 11) Ox 
gata lau tle lan 
aa (22 22) éx 


(12) 
| éx 
ov? — (TS + (Fl. 


where the Christoffel symbols ry are formed with respect to the linear 
element of S. By means of these relations the equation of consistency 
of equations (11) can be reduced to 


salt |—aa—elt}) +3 Gete |2]—el3 |) =o 


Since this equation must be satisfied by y and ¢ also, the expressions in 
parenthesis must be equal to zero, thus giving the two equations of 


condition 
2 

a tels}—eta ha 
(13) 

ge soft) ofl wo. 
It is evident that every set of solutions of these equations gives an 
associate surface of S by the quadratures (11). 

In consequence of equations (11) the three expressions z,dy— y,dz, 


,dz—2z,dx and y,dx—x,dy are exact differentials, so that there are 
three functions &, 7, §, defined by the equations 


d&=2z,dy—y,dz, dyn=a,dz—2z,dx, d§=y,dx —2,dy. 
From these equations one obtains the relation 
dxd§+dydy+dzdg=0 
Hence the surface, 2, which is the locus of the point (€, 7, €) corresponds 


*) Lezioni, vol. 1, p, 116; p. 89. 
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to S with orthogonality of linear elements; consequently the functions 
§, 7, € determine an infinitesimal deformation of S*). Hence the integration 
of equations (13) carries with it the solution of the problem of the in- 
finitesimal deformation of S. 

It is evident that if (u,, 6,) and (u,, 6,) are two sets of solutions 
of equations (13), so also is (ku, + lu,, ko, +1o,) a set of solutions, for 
all values of the constants k and J. Hence we have the theorem: 

Given two surfaces S, and S, associate to S; the points which divide 
in constant ratio the joins of corresponding points on S, and S, lie on an 
associate of S. 

The necessary and sufficient condition that a double system of lines 
on the sphere represent the asymptotic lines on a surface, S, is**) 

12 é@ (12 
(14) galt} gele}: 
For S, this is the condition that the conjugate system have equal 
tangential invariants. Hence: 

The necessary and sufficient condition that a conjugate system on a 
given surface correspond to the asymptotic lines on an associate surface is 
that the system have equal tangential invariants. 

Let S be a surface referred to a conjugate system with equal 
tangential invariants and denote by S, an associate on which the cor- 
responding curves are asymptotic. From (3) it follows that 


A=r=(0 
and from (1) 
rom Ox, 0x2 80a, Ox 
(15) du "dv? Gv °ou’ 


The condition of consistency reduces by means of the Gauss equations ***) 


Ox _fll)@a , sil) ex 

Fut ~lilout 2/go + PX, 
ora {22) ex {22) ex ” 
ew laldetlelget PX 


to 

Fut | 1) dw 7 l1 +5 sete 2f—%ls |)+X@D te 
Since this equation must be satisfied by y and z also, we have for the 
determination of w and 6 equations (13) and 


uD” —6D=0. 


*) Bianchi, Lezioni, vol. 2, p. 4; Germ. trans. p. 289. 
**) Ib. vol. 1, p. 156; p. 125. 
***) Tb. p. 116; p. 89. 
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In conformity with this equation we define an auxiliary function ¢ thus: 
(16) b= = 


When these values are substituted in (13) and we make use of the 





3 Codazzi equations for S*), namely, 
7 ~ 
0D , (22) D, fit é@ D j22) D , f11) D” _ 
wettsigtls|9-® gatliigti le —® 
| we get | 
" @logt__o D 22) @logt 4 D” s11) 
on we 2 oli) Ge 2a lel | 
In consequence of the ers 
, . D (22) _ f12) D" jit) _ sf 2)’ 
(18) \ ey Smet cs D\s|" ti}? 


| equations (17) are compatible, and ¢ is given by a quadrature. Hence 
there is a unique surface S, upon which the parametric lines are asymptotic, 
and it is found by quadratures when S is given in terms of parameters 
referring to a conjugate system with equal tangential invariants. 

As an example of the foregoing, we consider the surfaces of Voss i. e. 
surfaces with a geodesic conjugate system. If the latter be parametric, 


one has 
(24) ~ [Fh . i 


consequently equations (18) reduce to 

12 12 

1 } = le } #9 
In this case the surface S, is pseudospherical***). Conversely, when S, 
is pseudospherical and referred to its asymptotic lines, the above con- 
ditions are satisfied. Hence all the associates of a pseudospherical surface 
are surfaces of Voss and the associate of a surface of Voss corresponding to 
the geodesic conjugate system is pseudospherical. 

As an application of the preceding formulae, we seek to determine 
under what conditions S is applicable to an associate surface. Let S be 
referred to its asymptotic lines. In consequence of (10), the relations 
(2), (3) and (8) reduce to 


as) Bo wG, F,=poF, G, =F, 
D, =D’, D,’ =D" =oD, D,"=oD’, K,= 


*) Bianchi, Lezioni, vol. 1, p. 119; Germ. trans. p. 91. 
**) Ib. p. 167; p. 135. 
*) Ib. p. 160; p. 130. 


=. 
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From the last it follows that 
(20) uo=—l1 


when S and S, are applicable. Now F, =— F, but F and F, must be 
equal; hence the parametric curves are orthogonal, and consequently S is 
a minimal surface. We must have also 


(21) wG=E, eE=G. 
From the values (19) we get 
D,G, + D,’ E, = we D'(6E+uG). 
From (20) and (21) we see that 
6E+uG=yus(uG+oEk) =— (uG+cE). 
Hence this expression is equal to zero and S, is a minimal surface, 
Since it is applicable to S and its lines of curvature correspond to the 


asymptotic lines of S, it is the adjoint of the latter. Hence two adjoint 
minimal surfaces afford the only example of applicable associate surfaces. 


§ 2. 
Associates of Ruled Surfaces and Quadriecs. 
Let S be a ruled surface referred to its asymptotic lines, the curves 
v = const. being the generatrices. Since the latter are geodesics, one has 


(22) 3 }=9 


so that the first of equations (13) can be replaced by 
"/ 22 

(23) papel, 
when JU is an arbitrary function of u alone. When this value is sub- 
stituted in the second of equations (13), the latter assumes the linear form 
and can be solved by two quadratures. Hence the theorem: 

When the asymptotic lines on a ruled surfaces are known, the deter- 
mination of the associate surfaces requires only quadratures. 

It is well known that the finding of the asymptotic lines is equivalent 
to the solution of a Riccati equation*). 

To the class of ruled surfaces belong the quadrics which are 
characterized by the property of being doubly ruled. On this account, 


when S is a quadric referred to its asymptotic lines, one has in ad- 
dition to (22) 


*) Bianchi, vol. 1, p. 259; Germ. trans. p. 221. 
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ll 
(24) — ve SANs} 


where V is an arbitrary function of v alone. In consequence of the 
identities*) 
em 2(E{V\+F{2 ) 6G _o(r 22 G 22 
ou 1 2})> do (FU, }+ (2})> 
the expressions (23) and (24) can be replaced by 
a Sa ee a 
oye “VE 
The parameters of the generatrices of a central quadric may be so 
chosen that the surface is defined by 
@) se Vats*, y= vert, sa yetts! 


u u+v?’ utv’ 


where b is negative only for the hyperboloid of two sheets and ¢ is 
negative only for the ellipsoid. 
One finds that 


b(v?— 1)?+ 4av*+ c(v?+1)*, 4au?+ b(u?@—1)*+ ¢(u?+1)? 
£,G= (w+ v)! j 








If we put 
U V 
U, = ? V; 7a ? 
[b(u®—1)* + 4au?+ c(u?+1)] [4av® + b(v?— 1)*+ e(v® + 1)? 
then 
(25') w= U,(uto), 6=V,(uto); 
and S, is given by 


ay =2Val fU,udu —{V,vav], 
(26) n= Vo| fU-1du+fV,(—1arl, 
a= Vel fUe+ldu+f%,(%+1) dae], 


where U, and V, are arbitrary. 
Again we remark that the paraboloids are defined by 


(27) a=Va(ut+v), y=Vo(u—v), z= 2uv, 
where b>0 or <0 according as the paraboloid is hyperbolic or elliptic. Now 
E=(a+b+v*), G=(a+b+u*). 


*) Bianchi, 1. ed., p. 77; Germ. trans. p. 52. 
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Hence uw and o are arbitrary functions of wu and v respectively; denoting 
them by U’ and V’, where the accents indicate differentiation, we get 


(28) a, =Va(U+V), %—=—Vb(U-V), 4=2fuU'dut2 fvV'dv. 


From (26) and (28) it is seen that the associate surfaces of the 

quadrics are surfaces of translation. In consequence of the following 
relations between the Christoffel symbols formed with respect to the 
linear element S, referred to its asymptotic lines, the linear element of 
its spherical representation and of an associate surface S,, namely*) 
‘ 11 11)’ D, (12 22 22 
) (s}—-—(e] =p" lah) Ti eet 
it follows that whenever the generators of a surface of translation have 
equal tangential invariants the corresponding associate surface is a quadric. 
Hence equations (26) and (28) define all the surfaces of translation whose 
generators are of this kind. 

From (28) it follows that 


Vba,—Vay, =2VabU, Vba, +Vay, =2VabV. 
Hence on the associates of a paraboloid the generating lines in each family 
lie in parallel planes; when the paraboloid is equilateral, the planes of one 
family are perpendicular to those of the other. 

Weingarten has shown**) that the necessary and sufficient condition 
that a surface admit an infinitesimal deformation with preservation of the lines 
of curvature is that the spherical representation of the latter be isothermal; 
moreover, this is equivalent to saying that one of the associate surfaces 
is minimal.***) Since the spherical representation of the lines of curvature 
of a quadric is isothermal, it admits of such a deformation; now we look 
for the associate surface in this deformation. The expression for the 
mean curvature of S, can be reduced by means of (19) to the form 

D(uG +o 

(30) ee 

The functions w and 6 must be such that the expression in parenthesis 
be equal to zero. To within a common factor, E and G for central 
quadrics are functions of v alone and wu alone respectively. Hence upon 
the removal of common factors we have the sum of a function of u and 
a function of v equal to zero; consequently, without loss of generality 
these functions may be put equal to + 1 and —1 respectively. This gives 


D,”’ (7 


Desens 
J D, \ 25,’ 











*) Bianchi, vol. 1, p. 157; Germ. trans. p. 127. 
**) Sitzungsberichte der K. Akademie zu Berlin, Jan. 1886. 
***) Bianchi, vol. 2, p. 15; Germ. trans. p. 299. 
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— 1 V =1 
1 gau? + bu* — i+ e+’? “1” 4av*+ de? — 1)? + ce? + 1) 
If we put for the sake of brevity 


, 2a—b+e+2V@—Hat? Ba 24h te—2 Va—d ato) 
b+e b+e , 














we get 
1 
(6 + ¢) (u* — A) (u? — B)’ 


—1 
(6+) &*— A) —B) 








U, os Y= 


Again, if we put 











A-—1 1 w—VA ,1—B 1_ u—VB 
ie elas —_  wyyat 4— = aes) 


=4, 
o(«) = 5% i— p18 i 


ee A+i 1_ u—VYA B+i 1 =— Ve) 

¥) ~o4e [ats aya Supya 4—B ays eu yysl 

we find for the coordinates of the minimal surface associate to S 

(31) 2, = Va [f(@) — fF) n= Vole) —9@], 4 = Vel¥(u) — ¥@)). 
In the case of the paraboloids, E and G are functions of v and u 

respectively, so that the minimal surface is determined by the equations 


uG=1, oE=-—1. 


Two cases arise for consideration. When } is positive, or negative, and 
a>|b|, the coordinates of S, are 








a a a 
4= Vat = Vait arctg i) ; 

b 2 
), a, = log eT 


(32) a 
- ». oe — +e —_— 
1 are 8 are + 8 Vato 

and when 6 <0 and |b| >a, 


Va (u—éVa+b) (o+iVa+d) 


1 s3Vatt % (wtiVats) (o—iVare)’ 











(33) y,— Vo hog (¥— #8 #2) (0— 1 VEE) 
1 2tVa+b (u+iVa+b) (v+iva+b)’ 

at+b+u? 

#,— log ote 


An interesting property of the surfaces defined by (31), (32) and (33) 
is that they are surfaces of translation in two ways; for, the coordinate 
lines are not the minimal curves and it is well known that the minimal 
curves of any minimal surface serve for generators. 
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Another particular case which is of interest is that for which 
U, = V,=1 
in equations (26). Upon integration we find 


a, = Va (u? — v’), n= Vol —u+ ~—o], 4=Ve[s tute +v} 


This is an algebraic surface of the fourth degree, for the elimination of 


u and v gives ’ 
wm ts gg ze 
6 (5-9) -ie(G-F) +85 
From (25’) and (19) it follows that D, = D,”; hence S, is a surface of 
translation with isothermal-conjugate generators and the asymptotic lines 
are given by 
u+iv=const., uw — iv = const. 
If on the other hand we take U,=—V,=1, the surface S, is 
defined by 
-_ — 8 3 - 8 8 
a, = Va(u?+ v°), %= Vb [F-¥-§ +o], 4,=Ve [ytu-F--], 
from which it follows that 


1/2 y \8 2s y z y 
tw) eG w) tot H)-° 
For this case D, = — D,”, so that the generators are isothermal-conjugate 
for this surface also, and the asymptotic lines are given by 
u-+v=const, u— v= const. 
In the case of paraboloids, if we put U’=1 and V’=1 or —1, 
we get, neglecting additive constants, 


%=Vauto), %=Vo—w), g—wtor 


or 
a,=Va(u—v), y=—Vo(u+), 4=w— oF; 


these are equivalent respectively to 


2 2 — 
= + o =242,, %y% = —YVabz,. 


The former is an elliptic or hyperbolic paraboloid according as the given 
paraboloid is hyperbolic or elliptic; and the latter is real or imaginary 
for these respective paraboloids. We remark that when the paraboloids 
are defined in this manner, the generatrices are isothermal-conjugate. 

When in particular S is a sphere referred to its asymptotic lines, 
E=G=0, so that the expression (30) vanishes for all values of u and 
6. Hence the associates of the sphere are minimal surfaces. 
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§ 3. 
Other Forms of the Equations of Condition. 


We return to the consideration of equations (13). If 6 be eliminated 
from them, it is found that w must satisfy the Laplace equation 


St (0) a+ (Ci) — ae (2) 
(2) 


oe di + Ft ]- (21 )o0 


Since the asymptotic lines on S are parametric, the following equation 
must obtain 


(35) sili} male} 
so that the fundamental identity *) 
ga(('s} + (T})— ae (12) + (2) 
can be replaced by 
(36) AZ (lo mS = (™). 


Making use of the usual notation of Laplace equations**), we find that 
the expressions for the invariants h and k of equation (34) can be re- 
duced by means of (36) to the forms 


ey wef) (8), =f} PE) ade ee fh 


It is a fundamental property of Laplace equations that when either of the 
invariants is zero the equation can be integrated completely by qua- 
dratures.***) Hence for ruled surfaces and those satisfying the condition 


(38) UT) (2) ~ auas 8 {3} -9 


the function w can be found by quadratures and then o directly from the 
first of (13). 
In a similar manner it can be shown that o satisfies the equation 





*) Bianchi, vol. 1, p. 77; Germ. trans., p. 52. 
**) Darboux, Legons, vol. 2, p. 23. 
***) Tb. p. 24. 
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seo t ((s}—ae 8 (1 }) get (1) oe 
11 : 
(1 a ray + 3] 6 7 Pe (Poo 
and that its invariants are 


h=(’] (T] — Fane i} k= [) (*}: 


Examples of surfaces satisfying the condition (38) are readily found. 
Thus consider the case 
11) (22 
tat tad— 


ae log {2} =1, 


so that (38) reduces to 


whence we have 


(S| = OVE, 


where U and V are arbitrary functions of u and v respectively. Hence 
when the rectangular coordinates of a surface satisfy the equations 


2 2 —uo 
a6  dlog@ oo + UV er 0°60 e 00 dlog m 00 


Ou Ou dv’ dvt UV du av ov’ 


ue 
where @ is an arbitrary function of u and v, the associate surfaces can 
be found by quadratures. 


For example, consider the case 
gmat, U=e*, Vee’; 
now the above equations are 
070) =608 |, 08) 8*0 
Out du * Jv? Dot du ao’ 
of which the general solution is 
6 = a(u + v) + Bert + a(u —v)? + p(w — v) +4, 
where a, 6, y, 0 are arbitrary constants. 
Another particular solution of equation (38) is 


11 
(39) (2}- 
where U and V are arbitrary functions of u and v respectively. As in 
the preceding case, we put in conformity with (36) 


(* — (eee {?) _ Ilogy 
u 





(2) _2Vuve"t" 
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so that the equation ie reduces to the form 
os ie <a log » «@, 


ou 7 











if we put 
00 , dlog@ 
ors + ov 0 
From the former we find 

11 

%(s} 
aie ? 

g 


where V, is an arbitrary function of v alone; and from the second it is 
found that the most general value of w is 


o-3 (fu (Zora), 


where {>} has the form (39) and U, is an arbitrary function of uw alone. 


When this value of uw is substituted in the first of (13), it is found that 
V, 
6=-—!. 
P 
Hence these functions u and 6 enable one to determine by quadratures 
all the associate surfaces of the surface whose point equations are 
0 dlogg 06 , 2 UV’ e@ +" 66 
Out — uu gg U+M) Ov? 
a0 2VU'V'e"*" 06 , Blogg 0 


Ou  1_.8U+”) De el 


1—e2(U+") Ou dv dv’ 





where g is any function of u and »v. 


The equations (13) can be given an interesting form by the intro- 
duction of two functions g and y, defined as follows 





9 ap 
; ou 
(40) we, om. 
ov ou 
On the ge that w is a solution of the aig 
, 11 op Op 22 
a) (Tt Gece } Be 


when the above values of wu and o are substituted in (13) it is found 
that g must satisfy the equations 


aw ow 
ap ap _ dv o ou 09. 
(42) Dut do? r _ ow jo g Op Ov 


au dv 





518 L. P. Exsexnart. 


From the first of these equations it is seen that m must be of the form 
(43) g=f(u+r)+hu—»), 
the functions f, and f, being of such a character as to satisfy the other 
of equations (42). It is evident that any linear expression of the coor- 
dinates is a solution of equation (41), but it must be of a form to make 
equation (42) consistent. 

Equations (42) may be replaced by 


ow Ow 
” sr av , , Ou f , , 
44) A’ +h’ —(S}5 G'+H)-(T} 5 HA) -0, 
ou év 


where the primes denote differentation with respect to the arguments. 


§ 4. 
Surfaces of Revolution. 


As an example of the foregoing we consider the surfaces of revolu- 
tion and define them by the equations 


Z=OCosry,, Yy=esinry,, 2 = {Vi du,, 
where @ and ¢ are functions of u, alone and the accent indicates differen- 
tiation with respect to u,. The linear element has the form 
ds? = Pdu,? + o*dv,?. 
We assume that the parameter u, is chosen such that D=— D”; one 


finds that for this to obtain the functions @ and ¢ must satisfy the 
equation 


(45) eB — ett + e(e*? —#) =0. 
If we change the parameters in accordance with the equations 
(46) uy =uUut+v, %=UuU—?, 


the curves « = const., v = const. are the asymptotic lines. In terms of 
these parameters the linear element takes the form 
ds* = (# + 9*)du® + 2(# — 9*)dudv + (# + 9*)dv’, 
where now @ and #¢ are functions of «+ alone, and hereafter accents 
will denote differentiation with respect to this argument. 
One finds that 
Zee t+ e*tt — e%e" 
2 207? ? 





(47) — 2ee + o*tt — e*e 
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If these expressions be substituted in equations (41), the resulting 
equations subtracted and the transformation (46) effected, one gets 





ey _@¢ dy 
Ou, ov, @ av,’ 
so that 
(48) vy=oV,+U, or v=U,, 


where U, and V, are functions of u, and v, respectively. When the first 
of these values is substituted in the first of equations (41) and account 
is taken of the relation (45), one gets 
(49) ot(V," + Vy) + #0," — (tf — oe')U, =0. 
From this it follows that V,” + V, is a constant, so that the most ge- 
neral form of V, is 

V, =acosv + bsinv +e, 
where a, b, c are arbitrary constants. From the form of wy it is evident 
that there is no loss of generality in taking c= 0. Hence equation (49) 
can be written 

#U," — ¢ — 9@') U,' = 0, 


so that either U,’ = 0, or 
_ tt — ee. 





a8 


But it follows from (45) that 


tf — oe’ tf’ — ee” 
e — f@— 9?” 


U, = of Ve— o* du, +d. 
Since additive constants will not appear in (40), we remark that the most 
general form of y is 
(50) wy = (acos», +bsinne+ef VP—¢? du,, 
for the second form of (48) is got by taking V, = 0, that is a—=b=0 
in (50). One remarks that ~ is a linear function of the coordinates of 


the given surface. 
In particular, we consider the case 


Now equation (44) becomes 


fi’ +h" + F-Pt) f= 0, 





so that 


which may be replaced ~ 
f.’ + FE —*8") f -a=-0, fr’ +a=0, 





| 
| 
| 
| 
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where « is an arbitrary constant. In consequence of (45) the first of 
these can be integrated, giving 


fe laf aut +8], h-—eu—o) ty, 


where 6 and y are constants - integration. When these values are sub. 
stituted in 





pe Ach gi hth 

Ve—ev ~~ yee 
we have the functions leading by quadratures to a large group of asso- 
ciates of a surface of revolution. 





§ 5. 
The cases: » =o, or u=—<o. 
If we put 6 =u in equations (13), they become 
omer = {2} {2}. ~ = (7) (m). 


Hence the necessary and sufficient condition that the equations (13) ad- 
mit of such a solution is 


G1) au ((2}—{3}) =a ({7}- (7), 
and then their determination reduces to quadratures. In consequence of 


(36) equation (51) reduces to 
(52) 








oe -2 4! 


al 


Moreover, the condition that avehla (13) admit of the solution 
u=—6 is 


@ jit 22 Qo (22 11 
(53) bu {a} +l) ae (CT) + (2) 
which in like manner reduces to (52). 

Suppose that the asymptotic lines on a surface S satisfy (52), and 
denote by S, the associate corresponding to the solution » =o and by 
S, the associate for «= —o. If the functions for these surfaces be in- 
dicated by suitable suffixes, we find from (19) that 
(54) D,= D,", D,=— D,’; 
hence the conjugate system on each surface corresponding to the 
asymptotic lines on S is isothermal-conjugate. 


In terms of the spherical representation of the asymptotic lines of 
S the condition (52) may be written 








(55) 
and 
(56) 
Recs 
surf: 
we 
and 
of 4 
of ¢ 


line 


Der 


we 


so 


th: 
isc 
th 


th 
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(68) mle}— alt} 
and (35) becomes : 
(6) welt} ~ ala): 


Recalling a fundamental theorem*) concerning the determination of the 
surfaces whose spherical representation of the asymptotic lines satisfies (55), 
we have the theorem: 

Given a family of curves upon the sphere satisfying the conditions (55) 
and (56); one determines by quadratures a surface S with this representation 
of its asymptotic lines and two surfaces S, and 8, with this representation 
of an isothermal-conjugate system of lines on each, such that (54) obtains. 

Consider the surface S,; from (54) it follows that its asymptotic 
lines are defined by 

dv? + dv? = 0. 
Denoting by « and # parameters referring to the asymptotic lines on S,, 
we can put 
u+iv=2a, u—iv=26, 
so that the equation of the asymptotic lines on S in terms of the para- 
meters of the asymptotic lines on 8S, is 


da? — dp? = 0, 


that is, the curves on S corresponding to the asymptotic lines on S, are 
isothermal-conjugate. Since similar results hold for S,, we have the 
theorem: 

When on an associate surface of a given surface S the conjugate 
system corresponding to the asymptotic lines on S is isothermal-conjugate, 
the curves on S corresponding to the asymptotic lines on S, are isothermal- 
conjugate also. 

From (54) it follows that 


(57) D,D," + D," D, rah 0, 


hence S, and S, are associates of one another, for as associates of S 
their tangent planes at corresponding points are parallel. This leads us 
to inquire under what conditions two surfaces associate to a given surface 
are associate to one another. 

Let S, and S, be two associates of S corresponding to the pairs of 
solutions (u,, 6,), (Us, 6) of equations (13). From (19) we have 


D, _— u,D’, D,” a 6,D, D, _ i, D’, D,” = 6,D, 








*) Bianchi, vol. 1, p. 156; Germ. trans., p. 126. 
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so that in order that (57) be satisfied we must have 
415, + Hg6, = 0. 
We replace this equation by 
Hy=— tu, 6 = t6,, 
where ¢ is an auxiliary function. When these values are substituted in 


equations (13), and it is noted that mw, and 6, are solutions of these 
equations, we have for the determination of ¢ 





(58) ort t ea (8 | =0, ore +254 {T} 0. 

In consequence of the relations*) 

9) (}--(S}-ae Cy F-- (= 3G, 
the condition of re of (58) can be written 

(60) walt} ae lel, 


Moreover, equation (14) vad be va by 


(61) ta (2, ('2},) =e (oe UI,» 


in consequence of (18). The Codazzi equations for S, can be written 
ote: (1) 4 (0) Bn 
dv (14 td ef, D, ak 0, 
log D,” 12 a D, 
gD _ 18) 4 Bina 
From (60) and (61) it follows that the Codazzi equations necessitate the 
equation 


a 


o? D, 
Gude Sp = 9- 
Hence the conjugate system on S, is isothermal-conjugate and by a proper 
choice of parameters we have D, = D,” or D, = — D,” according as 8, 
is of positive or negative curvature. Then for S, we have D, = — D,” 
or D,=D,". In consequence of the following relations between the 
symbols formed with respect to a surface referred to its conjugate system 
and its spherical representation 

12 D,” f11)’ (12 D, (22)’ 

Cheats) tshmae ti): 


D, \2 ., a oe 


it follows that in either of the preceding cases equation (60) reduces to 
(55). Hence: 





*) Bianchi, vol. 1, pp. 157, 167; Germ. trans., pp. 127, 135. 
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The necessary and sufficient condition that two of the associate surfaces 
of a surface S be associates of one another is that the spherical represen- 
tation of the asymptotic lines of S satisfy the condition (55); then there are 
two associates of S which are the associates of one another and their com- 
mon conjugate system is isothermal-conjugate for each. 

We have seen that these two surfaces are given by quadratures; and 
that w =o for one and u = —o for the other. 

When S is a quadric surface, it follows from (58) that ¢ is a constant 
which may be taken equal to +1. This is the case previously treated 
when we took U, =+V,=1 in (26) and U’'=+V’=1 in (28). 

A ruled surface may be defined by the equations*) 

(62) x=E+lu, y=y+mu, 2z—f4+ nu, 
where the functions &, 7, §; 1, m, m are functions of v alone. Now the 
curves v = const. are the generators. If we put 


(63) 2+ m'*+n?*= MM, Vi +m'y +n'f =N, lé’+ my’ + nf = cos 8, 
where the primes indicate differentiation with respect to v, we find 


E=1, F=cos#, G= M*u?+2Nu+1. 
Now 


i —0 (*) (M*u?+ 2 Nu+1)[(cos0)—(M*u+N)]—cos0(u*M M’ man at I 
- ij™= 


M*u? + 2Nu-+ sin? 6 





and the equation of condition (52) is found by aaa to zero the 
derivative with respect to v of the expression for (* nh This reduces to 
an equation of the form 

2M°M'v + aut + bu’ + cu? ++ du+te=0, 
where a, b, c, d, e represent determinate functions of v, which together 
with MM’ are consequently equal to zero. Evidently M cannot be zero if 
the surface is real, hence we consider the case M’=0. From (63) we get 


(64) UU" + m’m” + n'n” = 0, 
to which may be added 
(65) Ul + m'm + n'n = 0. 


In order that the curves u = const. on the surface (62) be asymptotic, 
three equations of condition must be satisfied by the functions &, 7, €; J, m, n, 
one of which is**) 


|” m” 
mn’ | 
il m n | 


*) Bianchi, vol. 1, p. 254; Germ. trans. p. 218. 
**) Bianchi, vol. 1, p. 258; Germ. trans. p. 221. 
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which is inconsistent with (64) and (65). Hence the skew ruled surfaces 
do not furnish a solution of equation (52). 


8 6. 
Surfaces of Translation with Isothermal-Conjugate Generators. 


A solution of equation (51) and consequently (52) is given by those 
surfaces for which 


11) (22 f22) p42) 

(66) (id= ti} (simls} 

It is evident that the rectangular coordinates of such a surface are simul- 
taneous solutions of equations of the form 


i=) 


670 eloge 26 , dloge @ 








Gute ——i Cit COC? 
(67) 6 dloge 00 Gloge 6@ 
dv? = uaeésé“iéit av dv’ 


where @ is a function of u and v, whose form will be determined later. 
It is evident that the most general solution is of the form 


(67’) 6 = f(ut+v) + p(u—v). 
Hence these surfaces are surfaces of translation and the curves 
u-+v=const., w— v= const. 


are the generators. If we put 


(68) 2u,=u+v, 20,=—u—v, 
the equation of the asymptotic lines in terms of these new parameters is 
du,? — dv,? = 0; 


consequently, the generatrices are isothermal- conjugate. 

Moreover, every surface of translation with real isothermal-conjugate 
generatrices belongs to this class. For, in terms of the parameters of the 
asymptotic lines such a surface is defined by 


= f,(U+r)+9,(u—0), y=f(Ut+r) + G(u—v), z= f(u+v) + ps(u—2), 
where « and v are real when the surface has negative curvature and 


conjugate imaginary when the curvature is positive. We write the point 
equations in the form 


0°60 ce 06 070 cé 00 
gat lag temo Fath tm, ~o- 


Substituting the above value for x and subtracting, we get 
(69) (0-1) (fA + 91) + (m—m,) (f’— 91/) = 9, 








wh 
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where the primes indicate differentiation with respect to the argument. 
If 7 =1, and m+ ™m,, then f,’ = 9,’; in this case 
f,=atu+o) +a, 9 =a(u—v) +m. 
Similar results obtain for f,, f5, 2, 93, so that we have 
a= 2au+ (ato), y=2bu+ (B+h,), 2=2eu+(y+%), 


that is, the locus is a straight line. The case /+1,, m =m, is entirely 
similar. 
Consider now the case 1+ 1,, m+ m,. Since equation (69) must be 
satisfied also by fy, 92, fs, Ys, We must have 
fi t+o cn fe +9 - fs +93 
fi-% fy —% fs —9%s’ 





that is, 


From this it follows that 


fy’ maa af,’, Po _ agy,; fy noi bf; Ps — bg; 
where a and b are constants, so that 
y=ar+e, z=br+d, 
that is, the locus is a straight line. Hence the only possibility is afforded 
by 1=1,, m= m,, which is the case given by equation (67). 
Suppose that we have given such a surface S. Now equations (13) 
can be written 


a t—)(3}=9% get —a)[T} —0 
a particular solution is 
u = 6 = const. 
Without loss of generality this constant may be taken equal to unity, 
and then from (11) it follows that the corresponding associate surface 
is given by 
x, =f,(ut+e)—9,(u—»), 4 =—f(ut+r) —9(u—2), 
4, =f,(u+v) — 9s(u—2). 
From (19) it follows that the second quadratic forms of these surfaces 
can be written 
Adudv, A(du?+dv*), 
and in terms of the parameters u, and v, (68) they are 
A(du,2—dv,?), 24(du,?+dv,?). 
Combining these results, we have the theorem: Given a surface of trans- 
lation whose generators form a real isothermal-conjugate system; one of its 
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associates is a surface of the same kind and the generators of the two 
surfaces are in correspondence. 

We proceed to the determination of the function @ so ~~ as 
(67) shall be consistent. If one substitute the values of % aut 2 and £ 
from (67) in the equation 


oe? o? 2 

au (Ge) ~ 8 (5a) 
and they be used in the reduction, it can be shown that this equation 
is reducible to 
(70) As z~ + Be =0, 


where 





@ (loge a*loge @loge @loge _ é* log e 
anf ys hee, 


du\ Gu? ~  dv® “ou \ du? au? 


a @loge Gloge\ , 4 Aloge /d*loge a*loge 
B-5,(? éu* ev? ) +2 =e du® - 
Since equation (70) must he satisfied by x, y, z, we must have A= B=0. 
Integrating these equations, we get 


Gloge loge 
Cu? ev? = cg", 


where ¢ denotes an arbitrary constant. For c= 0, the most general value 
of @ is given by 





(71) log 9 = F,(u+v) + F(u—v), 
and for ¢+0, by 
(72) ee 


ela — -¢ 2(Fi+ Fad}? ? 
where F, and F, are arbitrary functions of u + v and u — v respectively, 
and the primes indicate differentiation with respect to the argument. 
Consider first the case (71), for which equations (67) become 


a » 60 


mente Ath) + — Fy) 5° 
Substituting the value (67’) of @ we get 
(72) f' +9" =2( Ff +F¢), 
from which it follows that 


f" —2Ff’=— 9’ + 2F,' 9 =a, 
where « is an arbitrary constant. Integrating we get 
f'= aehif 2h d(u+v) + pe, 
y=— ae? e-2F:d(u—o) + yeh, 
where f and y are constants of integration. 


(73) 








in eit 
(74) 


If thi 
u—v 


(15) 


This 
(67) 
(76) 


these 
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to (7 
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When the value of g from (72) and of @ from (67’) are substituted 
in either of equations 0° » one gets 


e€ thet ith) 


(4) Ff +9" Fee --URT+K9) tae Ath) 





If this equation be differentiated successively with respect to «+ and 
u—v, one gets 


(75) (Ff +P) Fy + (Fe + Fi 9) FY 
F, F, (Fy F,) 
=2(F/f+F/y)F/ Fy ote 


eth (ith) 


This equation is satisfied by F,’=0 or F,’=0, in which case equations 
(67) become 





7 o*6 076 
(76) aut = Foi = 95 


these are the point equations of the paraboloids*). Excluding this case 
for the present, we multiply equation (74) by F,’F,’ and add the result 
to (75); this gives 

f "+ Q” = 0, 
which is the same as (76). Hence the paraboloids and the surfaces 
whose coordinates are given by two quadratures by means of (73) are 
the surfaces of translation whose generatrices are real and isothermal- 





conjugate. 
A case similar to the foregoing is that for which 
q 11 22 22 11 
me (i}+{i}-% {el+ts}-9 
when these conditions are satisfied, a solution of equations (13) is u = — 6 =1. 
The point equations of the corresponding surfaces S are 
He, Shee 30 _ thge 0 
78 out Gu ou dv dv’ 
(78) i... Gloge 06 , dloge 40 
ju —t—té<C SC dv dv? 


of which the most general integral has the form 

(79) 6 = f(ut+iv) + p(u—iv); 

hence the surfaces are surfaces of translation whose generatrices are 
u+iv=const., u— iv = const., 

where uw and v are real, or conjugate imaginary, according as the 

curvature of S is negative or positive. 


*) Possible Triply Asymptotic Systems of Surfaces. Bull. Amer. Math. Soc., 
vol. 7 (1901), p. 804. 
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In a manner similar to that followed in the preceding case it can 
be shown that for every surface of translation defined by equations of 
the form (79) the generators are isothermal-conjugate and the point 
equations in terms of parameters referring to asymptotic lines are of 
the form (78). 

Given such a surface, defined by 


(80) @=futiv) + o(u—-iv), Y= +O, 2=fytOs- 
The associate surface corresponding to the values u=—o6=1 is defined by 


%=U(A—-%), %=Uh—%), 4 =t(fs—9s)- 
Hence the theorem: 

Given a surface of translation defined by (80) with the curves u = const. 
v=const. asymptotic; one of its associates is a surfaee of the same kind, 
and the generators of the two surfaces are isothermal-conjugate and in 
correspondence. 

When we consider equations (78) in order to determine under what 
conditions they are consistent, it is found that their most general form is 


00 070 e rn 00 . , rn 00 
jia"-~-sa7 (Ff + Fy) au i(f,’--F,’) dv? 


which becomes, when @ is replaced by its value (80), 
+9" =24, FT +E”). 
Since this equation has the same form as (72’), it follows that /’ and q’ 
are given by (73) in which now F, and F, denote arbitrary functions 
of u+ iv and u — iv respectively. 
The foregoing results enable us to tell under what conditions equations 


(42) are illimitably integrable. Excluding the case of the quadrics, it is 
seen from (71) that the necessary and sufficient condition is 


o9 ay 
@) Baws, ({)B-n—H: 
ou 30 


where F, and F, are arbitrary functions of w+ v and u — v respectively. 
Taking the logarithmic derivative of the first with respect to v and making 
use of (41), we find in consequence of the second of (81) 


0 il , r 22 0 0 , r 
joe (2) +i) + [2] se else +H), 
from which by means of the first of (81), we get 
; 22 a 6 
(82) (Fi -h)+ {3} =x 8 5: 
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The logarithmic derivative with respect to u of the second of (81) gives 
11 , r 0 ’ n @ 

(83) Flog {* + {t}4+ +h) = fle [Fh - KH)? 

From these two Per log &* can be found by quadratures provided thai 


aon log x ‘\- sae 55 log (FY —F, ) - 


Hence we must have 
22 ? U 
{ 1 |= (F, —F,’) Vv? 


where U and V are functions of uw and v respectively. From (81) it 
follows that 


11 , vn V 
2} Ai+h) 


oy 


In determining = an arbitrary constant factor is introduced which may 


be taken equal to one, and then ee is given directly from (81). Thus, 
if in conformity with (36) we put 


pr) 28e, (2) - 298s 


2 
we find from (81), (82) and (83) 


(84) Cw eVenth, SY — eUehth. 


Hence, whenever the point equations of a surface referred to the asymptotic 
lines can be written in the form 


#0 _ dloge 00, Fy + Fy 00 080 _ Ri 


a dloge 00 
ow —iéi ie T U av’ Ove 


Vint oe a0 





a large group of the associate surfaces can be found by quadratures; 
they correspond to the values 


ah wes f—¢ 
Oe Ue th? eVenth? 


where f’ and qg’ are given by (73)*). 


*) It should be remarked that although (81) gives the necessary and sufficient 
conditions that (42) be integrable, the definition of the functions m and w (40) does 
not necessitate the relation 


fa ( 7) -5 G2), Fa (33) _ a (2) : 
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§ 7. 


Associate Surfaces Referred to their Common Conjugate System. 


Thus far we have studied the relations between a surface and its 
associates when the former was referred to its asymptotic lines, or a 
conjugate system with equal tangential invariants. There is another kind 
of parametric system which is of value in this connection. Jt is the 
conjugate system which corresponds to a conjugate system on one of the 
associates. This system is real when either of the surfaces has positive 
curvature. When we are considering sucha system, we shall refer to it as 
the common conjugate system for the two surfaces. In the first place we 

- shall determine the equation of this system when the surface S is referred 
to any lines, « = const., v = const. 

If for the present we denote by w’, v’ the parameters of the common 
conjugate system and indicate by an accent that certain functions are 


expressed in terms of these parameters, we have 


(Dy = pe ov. (0 ev r+ eee) 


ow’ ov 


ou ov * Ov eu 


4+ D’ ov év 
Cw dv’ 


and similarly for (D,')’, the corresponding function for the associate sur- 
face S,. The directions of the new lines in terms of the old are given by 


cu ov 


ov ov due (535 Ov , Gu fs) 


Cw cv +5y Cu 


dudv + &% é ou dv 2—(. 


Since the new parametric lines are to form conjugate systems, the para- 
meters «’ and v’ must be so chosen that (D’)’ and (D,’)’ shall vanish. 
This gives three equations from which by the elimination of the dif- 


ferential quotients we get 


| du? —dudv "| 
D ‘=0. 


(85) | 2 
a” D, 


| 


D, | 


Before proceeding to a study of these surfaces when this system is 
parametric, we shall point out several consequences of this equation. 
When the curvature of S is positive, the curvature of S, is negative 
and consequently its asymptotic lines are real. 
parametric, equation (85) reduces to 


Dav? — 


D'dv? = 0. 


If the latter system be 


When in particular the parametric system on S is isothermal-con- 
jugate, its parameters can be chosen so that 


u=utrv, 


, 
vo =u4— Uv. 
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When this transformation is effected upon the second quadratic form 
for S,, it is found that 
(Dy = — (D,"Y 
and since S is associate, we have in consequence of (9) 
(DY = (D'y. 

When S has negative curvature and S, positive, the results are 
similar to the foregoing. But if S, also has negative curvature and the 
conjugate system on S corresponding to the asymptotic lines on S, is iso- 
thermal-conjugate, the equation of the common conjugate system can be 
reduced to 

du? + dv? =0, 
so that the common conjugate lines are imaginary. Hence the theorem: 

When one of two associate surfaces has positive total curvature and the 
conjugate system on one corresponding to the asymptotic lines on the other 
is isothermal-conjugate, the common conjugate system is real and isothermal- 
conjugate for both surfaces; and conversely. 

In passing we remark that in the infinitesimal deformation of S$ 
corresponding to the characteristic function arising from S, the common 
conjugate system remains conjugate; moreover, it is isothermal-conjugate 
on the new surface, if it has this property on S*). 

We consider now the case where S and S, are referred to the 
common conjugate system. From (3) it follows that mu and 6 are zero, 
so that equations (1) become 


and from (2) and (3) we have 
E,=WVE, F,=ArF, G,=?G, 
D,=ijaD, D/'=D=0, D,” =D". 


In consequence of the Gauss equation 


(87) 


rx —({?\ pe 


Ou 
judo lilduissoe~? 


a 


ov ‘ 

the condition of integrability of equations (86) is reducible to 
o4 \ (12) Ow Ot 12) éa 
et @—9 1} lee —laet —) (2) lap =o 


Since this equation must be satisfied also by y and z, we must have 


(88) gh + (a—t) {7} =0, ef 4 (ra) (2 }=0. 





*) Infinitesimal deformation of surfaces, Amer. Journal, vol. 24 (1902), p. 189. 
35* 
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Each solution of this system enables one to find by means of quadratures 
a surface corresponding to S with parallelism of tangent planes. 

In order that the two surfaces S and S, be associate, it is necessary, 
according to (9) and (87), that 





(89) t=—A, 
Now the equations (88) become 

6 log 4 12) __ Glog’ 12) 
(90) ge t2{1}-% Ge +2[ 2} -% 


so that the necessary and sufficient condition for the existence of such 
a function 4 is 


(91) gli l—als}: 


Whenever this condition is satisfied by a conjugate system on S, the 
function 4, and consequently an associate of S, can be found by quadratures 
and the corresponding lines on S, form a conjugate system. Since the 
condition (91) expresses the equality of the invariants of the point 
equation of S, namely 
20. _ (1m) 08 _ (38) 98 _ 
dudv \liséw (2) dv ? 
we have the following theorem due to Cosserat*): 

The problem of the infinitesimal deformation of a surface is equivalent 
to that of finding conjugate systems with equal point invariants. 

Since S and S, have the same spherical representation and the 
relations (87) and (89) obtain, the following relations exist between the 
Christoffel symbols for the two surfaces referred to their common con- 
jugate system**): 


12) _——sf42) p12) gt 22) p22) pty pty 
(92) (i }- (i) te}.- {a}: (ih i: (ef (| 
Incidentally we remark that it follows from the first two of these equations 
that the parametric curves on S, have equal point invariants also — a 


result which is evident from the reciprocal character of the relation 
between S and §,. 


*) Annales de Toulouse, vol. 8, E. 39. 
**) Bianchi, vol. 1, p. 167; Germ. trans. p. 135. 
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Surfaces of Translation and Surfaces of Voss. 


The generators of a surface of translation have equal point imva- 
riants, for when these lines are parametric, 
p12) p12) 
\1 ey | 2 *. 
The function 4 is now a constant which may be taken equal to unity. 
If the equations of the surface be written in the form 


(92) «=fA@M+A0), y=h@)+o(r), #=fe(u) + (0), 
the corresponding associate will be defined by 


%=A-P, K=h-P, A=f— Os: 
Hence for each surface of translation there is an associate surface of trans- 
lation and the generatrices on both form the common conjugate system. A 
particular case was considered in § 6. 

Again, when S is a surface of Voss and the geodesic conjugate 
system has equal point invariants, the corresponding associate is a surface 
of Voss. For, if this system be parametric, we shall have 
) )-(f}=0 


le2 


and hence from (42) we have that ea] and + 
1 


If equations (93) be satisfied and D’ be zero, the Codazzi equatiuns*) 
reduce to 


are zero. 
1 


al 





aP iy d log D”’ ie 


la iis 


so that if equation (91) is to be satisfied, we must have 


0 
eo 


o* D 
Fuge 8 Dy = % 


consequently the parametric curves are isothermal-conjugate. Hence: 
The necessary and sufficient condition that a Voss surface admit of an 
associate which has a conjugate system corresponding to the geodesic con- 
jugate system is that the latter be isothermal-conjugate; the associate surface 
also is a Voss surface with its geodesic conjugate system isothermal-con- 
jugate and in correspondence with the similar system on the given surface. 
We proceed to the determination of such surfaces of Voss. In con- 





*) Bianchi, vol. 1, p. 119; Germ. trans. p. 91. 
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sequence of the relations (18), the necessary and sufficient condition that 
the conjugate parametric curves in both families be geodesic is 


12)’ f12)’ 

(94) i} {2} -9% 

and that they be isothermal-conjugate at the same time is*) 
@ fit)’ @ £22)’ 

(9) dala) Geta)’ 

Equations (94) are equivalent to 

. é a 
(96) oe 9, Z=0. 


These equations as well as (95) are satisfied by e=g=0. In this 
case the conjugate system represented by the parametric rectilinear gener- 
atrices of the sphere is composed of the lines of length zero of the 
surface. Hence the minimal surfaces are surfaces of Voss with a geodesic 
isothermal-conjugate system of lines; the latter are the minimal curves. In 
this case the surface can be defined by equations of the form (92’), 
where 

Z=9,2=0, Zy,"*=0. 
Now the associate corresponding to the constant value of 4 is the ad- 
joint of the given minimal surface, or a homothetic of it. 

Another solution of (96) is 


e=0, g=1. 


Now equation (95) and the Gauss equation for the sphere assume the 
forms 


zs 
dv* f 
of which, as is readily shown, there is no common solution. 

We pass now to the consideration of the most general solution of 
equations (96); then e is a function of u alone and g of v alone. By 
a suitable choice of parameters we can put 
(97) e=g=1, f=— cosa, 
where @ is determined by the Gauss equation for the sphere which takes 
the form 


(98) oe len. 


When these values are substituted in (95), it is found that @ must satisfy 
also 


es 


1 
= 0, 7 dude log f = :. 


(os ae 4) log tan = = (0. 


*) Bianchi, Lezioni, vol. 1, p. 169; Germ. trans. p. 137. 
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The most general solution of this equation is 
(99) tan + =g(u+v)-v(u—v), 


where p and wy are arbitrary in form. 

From (97) it is seen that the curves on the sphere are the spherical 
representation of the asymptotic lines upon a surface 2 whose linear 
element can be written in the form 

ds* = 9?(du® + 2coswdudv + dv’), 


where 
1 


@ 
Hence a given Voss surface, other than a minimal surface, with iso- 
thermal-conjugate geodesic lines and the associate Voss surface are asso- 
ciates of a pseudospherical surface and the asymptotic lines on the latter 
correspond to the geodesic system on the former. 

We proceed to the determination of the forms of the functions » 
and w in (99) in order that equation (95) be satisfied, and we consider 
first the case w= const., which can be taken equal to one. Since now 
@ is a function of w+ alone, Z is a surface of revolution; if it is of 


_o=~ = 


the parabolic type, tan > = e“+*, but for the elliptic and hyperbolic types 


@ is an elliptic function of w+ v.*) Let S be a Voss surface of pos- 
itive curvature, then since (95) obtains**), we have D = D”, so that to 
get S from X the functions uw and 6 must be equal. Equations (13) re- 


duce to 
log 1+coso , @logp 1+ cos , 
Ou ~~“he ~* Fe oe 
of which the integral is (equating the constant factor of integration to 
+1) 
1 ¢ @ 
u = > cosec* > - 
Since E= G for 2, the same is true for S; hence the isothermal-con- 
jugate geodesic system on S is composed of the characteristic lines***), 
for now 
D D” , 
E = G@” D = 0. 


For both S and & the directions of the lines of curvature are given by 
du? — dv? = 0, 


*) Bianchi, vol. 1, p. 226; Germ. trans. p. 192. 
**) 1. c., p. 169; p. 136. 
***) Three particular systems of lines on a surface, Transactions of ‘Amer. Math. 
Soc., vol. 5 (1904) p. 429. 
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hence they correspond. Moreover, the linear element of S in terms of 
parameters referring to the lines of curvature is of the form 

ds* = U(du? + dv*), 
where U is a function of u alone; consequently S also is a surface of 
revolution. In like manner it can be shown that the other Voss surface 
is a surface of revolution of negative curvature. 

Finally, we consider the case when neither m nor yw is a constant. 
Equation (95) assumes the form 
? 2 a8 ? 22 
9" — ¥'p — 2p 2 2 ES” = oy. 

It we take g and w for the independent variables and put 

M=7*, y=, 
the above equation becomes 


(100) (2 —*) (1 + g*¥*) — 2(9,¥ — #1 9%) — 201 + g*v4) =0, 


where now the accents indicate differentiation with respect to gm or v. If 
this equation be differentiated with respect to g and then with respect 
to y, the result can be reduced to © 


ae es he 
> 9g ewe - 
Each side of this equation must equal a constant, say «, so that we find 


by quadratures 


Pi = («+ Ip logg+ By? +48, %—(«@—Il)y logy + yy? +e, 
where #, y, 0, ¢ are constants of integration. But these expressions do 
not satisfy equation (100). Hence: 

Minimal surfaces and certain associates of pseudopherical surfaces of 
revolution are the only Voss surfaces with an isothermal-conjugate system of 
geodesic lines. 





§ 9. 
Conform Representation of Associate Surfaces. Limit Surfaces. 


Let S and S, be two associate surfaces referred to their common 
conjugate system. From (87) it follows that the respective linear elements 
can be written 


(101) 


ds* = Edu? + 2Fdudv + Gdv’, 
ds,? = 1°(Edu? — 2Fdudv + Gdv’). 
From these it follows that the only cases in which the two surfaces are 


capable of conformal representation upon one another with these con- 
jugate lines in correspondence are 


1° E=j=G=0; 2% E=F=0; 3° F=0. 
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We met with the first case earlier and found that the two surfaes are 
minimal, one the adjoint of the other or its homothetic. For the second 
case the linear element is a perfect square and consequently both suifxces 
are imaginary. In the third case the common conjugate system is com- 
posed of the lines of curvature on each surface. Now equation (91) is 
os E 
Zuie 98 G = % 

so that S is an isothermic surface. Moreover, it follows from (101) that 
S, also is isothermic. Hence the theorem: 

When the common conjugate system on two associate surfaces is com- 
posed of the lines of curvature for one surface, it is composed of the lines 
of curvature of the other and both surfaces are isothermic. 

Let S be an isothermic surface with the lines of curvature para- 
metric and the parameters isothermic; then equations (90) are 

GlogiE _ dlogiE _ 


dv ? ou ? 





whence 
c 
= E ; 
c being the constant of integration which may be taken equal to + 1. 
Hence the associate surface S, is given by quadratures of the form 
1 (6x ex 

dt, = (<< du — 5 dv). 

From this one finds for the linear element of S, 


A 


ds,? = i (du? + dv*). 


These results lead to the Bour-Darboux theorem*): 

Every isothermic surface admits of an associate isothermic surface 
which can be found by quadratures. 

The foregoing theorems enable us to establish without difficulty a 
theorem due to Ribaucou.. Among all the surfaces applicable to a given 
surface there are those whose curvature is a maximum or minimum so to 
speak, that is the mean curvature is a maximum or minimum. Ribau- 
cour has called them the limit surfaces of the group. 

The necessary and sufficient condition that S be a limit surface is 
that the first variation of the mean curvature be zero. Let S be referred 
to its lines of curvature and let S’ denote a surface arising from an in- 
finitesimal deformation of S. We have found**) that the functions (D)’ 
and (D”)’ for S’ have the form 





*) Lecons, vol. 2, p. 243. 
**) Infinitesimal Deformation of Surfaces, Amer. Journal, vol. 24 (1902), p. 189. 
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(D! =D+e(DD/—DD,)e, (Dy =D’ + (D'D," — DD" )g, 
where D,, D,’, D,” are the fundamental quantities for the associate of S 
determining the deformation, « is a small constant and @ is a function of 
u and v whose form is of no importance here except that it cannot equal 
zero. Since S and S’ are applicable and 

F=fF’=-D=0, 
the mean curvature of S’ can be given the form 


o.07 28 ae 
ete r-Et+aetDe(g-F) 


The vanishing of the first variation gives the equation 


ni @-B)=0 


Neglecting the case of the sphere, we have D,’ equal to zero, that is the 
parametric system on S, is composed of the lines of curvature. Hence 
it follows from the above results that 

The limit surfaces are isothermic. 

When S is a sphere, it is the limit surface. 




















R. v. Linentnat. Aquidistante Kurven auf einer Fliche. 


Zur Theorie der aquidistanten Kurven auf einer Flache. 


Von 


R. von LitienTHar in Minster i./W. 


Es ist eine eigentiimliche Erscheinung, daB diejenigen beiden Scharen 
konjugierter Kurven auf einer positiv gekriimmten Fliche, bei denen jede 
Einzelkurve der einen Schar mit jeder Einzelkurve der anderen Schar 
einen Winkel bildet, der das Minimum aller Winkel darstellt, die an der 
betreffenden Stelle zwischen konjugierten Tangenten méglich sind, so 
selten betrachtet wurden, wihrend die entsprechenden Kurven auf einer 
negativ gekriimmten Fliche, nimlich die Asymptotenlinien (oder Haupt- 
tangentenkurven), sich allgemeiner Beachtung erfreuen. Bereits Ch. Dupin 
(Développements de géométrie, Paris 1813, S. 192) und K. Peterson (Uber 
Kurven und Flichen, Leipzig 1868, S. 35) fanden die wesentlichsten Eigen- 
schaften der fraglichen Linien, sodann wurden sie von neuem von R. Hoppe 
(Archiv der Mathem. u. Physik 1883, Bd. 69, 8.19), von E. Pucei (Atti 
della Reale Accademia dei Lincei, Rendiconti 1889, 1. Semester, Bd. 5, 
8. 501, vergl. daselbst V. Reina, 8S. 881) und von R. Raffy (Bulletin de 
la Société Mathém. de France 1902, Bd. 30, S. 226) untersucht. Keiner 
der drei letzteren erwihnt die friihere Literatur tiber den Gegenstand. 
Hoppe nennt die fraglichen Linien ,,Minimallinien“, Pucci nennt sie zu- 
sammen mit den Asymptotenlinien der negativ gekriimmten Flichen 
,charakteristische Kurven“, Raffy nennt sie ,,Diagonallinien“. Nun 
werden die Worte ,,Minimallinien“ und ,,Diagonallinien“ bereits in anderem 
Sinne gebraucht, ich schlieBe mich daher der Bezeichnung_,,charakteristi- 
sche Linien“ an, in der jedoch die Asymptotenlinien nicht mit einbegriffen 
sein sollen. 

Da in den gebriiuchlichen Lehrbiichern der Differentialgeometrie die 
in Rede stehenden Kurven nicht erwihnt werden, will ich zunichst die 
Differentialgleichung dieser Linien kurz herleiten. 

Sind R, und R, die als positiv vorausgesetzten Hauptkriimmungs- 
radien einer positiv gekriimmten Flaiche, und bedeuten g, und g, die 
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Winkel, welche zwei konjugierte Tangenten in einem reguliren Flachen- 
punkt mit der zu R, gehérenden Kriimmungslinie bilden, so hat man be- 
kanntlich: 


BR. 
teniteg——R, 
/ R, cot + R, tg 
tg (Ps — 91) = AA 


Wir setzen g, und g, als positiv und g,> q, voraus. Soll o, — g, 
ein Minimum sein, so wird: 


R, — 
ten VE tgn,-— VR 
Hiernach ist sowohl der Kriimmungshalbmesser des durch g,, wie 


der des durch g, bestimmten Normalschnitts gleich at. 


Die Formel fiir den Kriimmungshalbmesser eines Normalschnitts 
liefert jetzt die Differentialgleichung der charakteristischen Linien in der 
Gestalt: ; 

Edu’ + 2Fdudv + Gdv* ies EN— 2FM+G6L 
Ldu?+ 2 Mdudv+ Nav? 2LN—M ? 





oder: 
{L(GL— EN) + 2M(EM — FL)} dv? 
+ 2{M(GL— EN) + 2N(EM — FL)}dudv 
— {N(GL— EN) +2M(FN — GM)}dv? = 0. 


Die Kurven u = const., v = const. sind demnach charakteristische 
Linien, wenn sowohl M wie GL — EN verschwindet. 

Unter _,,iquidistanten* Kurven auf einer Flaiche versteht man nach 
A. Voss ein solches System von Kurven wu = const., v = const., fiir das 


ds? = du? + 2Fdudv + dv® 


wird, bei dem also die Bogenliingen der Einzelkurven zu Parametern ge- 
nommen werden kénnen. Auf den Flichen von konstanter negativer 
Kriimmung sind sowohl die Asymptotenlinien wie ihre sphiirischen Bilder 
aquidistant, man kann aber auch leicht zeigen, da8 nur fiir diese Flachen 
die Asymptotenlinien oder ihre sphirischen Bilder faquidistant sind. Gilt 
etwas Entsprechendes fiir die charakteristischen Kurven? 

In Begriindung und Erweiterung eines Vortrages, den ich auf dem 
Internationalen Mathematiker-KongreB zu Heidelberg 1904 gehalten habe, 
behandle ich im folgenden die Bestimmung derjenigen Flichen, bei denen 
die charakteristischen Kurven oder deren sphiirische Bilder dquidistant sind. 
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Im ersten Falle hat man es mit Schiebungsflichen zu tun, da aus den 
Gleichungen: 
dE OG o*a oe e*z 

M=0, FeO, Fem O felet: a6 — dude Bude — 

Fiir die hierher gehérenden, nicht Weingartenschen, Flichen wird im 
folgenden das Linienelement bestimmt und als Beispiel die schon von 
Raffy angegebene Flache mit der Gleichung: e"* = cos ma cos my gefunden. 
Die hierher gehérenden Weingartenschen Flichen werden vollstindig be- 
stimmt, es ergeben sich ausschlieBlich Umdrehungsflachen, auf die um so 
mehr hingewiesen sei, als sie wegen ihrer Einfachheit und wegen ihrer 
geometrischen Eigenschaften ein vorziigliches Veranschaulichungsmittel in 
der Flachentheorie darstellen. 

Hinsichtlich der Flichen, bei denen die sphirischen Bilder der charak- 
teristischen Kurven iiquidistant sind, wird im folgenden zunichst gezeigt, 
daB sie zu den Uimdrehungsflichen gehéren, worauf ihre vollstiindige Be- 
stimmung gelingt. Es ergeben sich drei Arten von Umdrehungsfliichen 
und entsprechend drei Arten von aquidistanten Kurven auf der Hinheits- 
kugel. aft man diese Kurven als die sphirischen Bilder der Asym- 
ptotenlinien von Flichen konstanter negativer Kriimmung auf, so erweisen 
sich die letzteren als die Umdrehungsflichen der fraglichen Art. 


§ 1. 
Bedingungen fiir die Aquidistanz der charakteristischen Linien. 


Die beiden Hauptkriimmungshalbmesser einer nicht abwickelbaren 
Fliche — R,, R, — setzen wir als positive GréBen voraus und denken 
die Winkel g,, g,, die von den Tangenten der charakteristischen Linien 
in einem reguliren Flichenpunkt mit der zu R, gehérenden Kriimmungs- 
linie gebildet werden, durch die Gleichungen bestimmt: 


, ct a 7 a 
inn —Vaetny = Viet e 

, } a” 3 
inn Vag m= — Vea, 


Mit w und wv bezeichnen wir die Parameter der Kriimmungslinien und 
setzen: 


ds? = Edv? + Gdv’*. 


Sind p und q die Parameter eines aquidistanten Kurvensystems auf 
der Fliche, so haben wir: 


ds* = dp? + 2 cos pdpdgq + dq’. 
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Besteht das fragliche Kurvensystem aus charakteristischen Linien, so 
mu sein: 


Veen 5+ Van ye 


--Vx ae +Vate nt ve 


wozu vier weitere Gleichungen treten, die sich aus den hingeschriebenen 
durch Vertauschen von x mit y und ¢ ergeben. 
Wir fassen p und q als Funktionen von w und v auf und erhalten, 


ae oe 4 du oq Ox durch 2% 2P aa 


Cx : 
wenn = durch =— ersetzt wird: 


aopé oq Cu’ dv Op ov Ov 
_ VE VR,+R, -¥e VR, + 
1) ou 2 =" év = ‘. 
( , —- = 
6g__VEVR+R 04 _ VG VR+ 
ou 2 VR, ’ & 2 VR, 


Die Differentialformen: 

VE, +R, i VG :) VR, +R, (— VE VG g 

cx VE. du Ute ra oy VE, “ro 
miissen somit vollstindige Differentiale sein, und darin bestehen die not- 
wendigen, und, wie leicht zu sehen, auch hinreichenden Bedingungen fiir 


die Aquidistanz der charakteristischen Linien. Da auch die Summe und 
die Differenz der fraglichen Differentialformen, also 


VEVR+R gy ung VEVRER gy, 


VR, - VR, 
volistandige Differentiale sem miissen, darf der Ausdruck 
YOvE, + nur von v, der Ausdruck VEVE+ 2s nor von « 
VR, VA, 
abhingen. Unter Benutzung der Fundamentalgleichungen: 
Glog VE _ R, oR, é log Glog VG _ R, ‘oR, 
dv (R,—R,) Gv’? du RB (R,—R,) du’ 


nehmen die ial Bedingungen die folgenden Gestalten: 
eR, _ eR, R(3R, + BR) 
du du R,(R,—R®,)’ 
OR, _ OR, BGR+R), 


(I) 





ov ov R,(R, — R,) 
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Diese Gleichungen lassen sofort erkennen, daB keine der beiden 
GréBen R, und R, konstant sein kann, ohne daB auch die andere kon- 
stant wire. Wir haben daher nur zu unterscheiden zwischen dem all- 
gemeinen Fall, in dem die Gréfen R, und R, als voneinander unabhingig 
vorausgesetzt werden, und dem besonderen Fall, in dem eine Gleichung 
zwischen FR, und R, besteht, die Flache also als eine Weingartensche 
Flache angenommen wird. 

Im allgemeinen Fall sei R, =—f,(u,v), R,=f,(u,v). Man sieht 
leicht, daB in f,(u,v) oder in f,(u,v) nicht etwa eine der Veranderlichen 
wu und v fehlen kann. Durch Elimination von v entstehe: R, = F,(R,, u), 
durch Elimination von w entstehe: R, = F,(R,,v). Hierdurch erhalten 
die Gleichungen (I) die Gestalt: 


1 = oF, R, GF, + R,) a oF, R, 8 F, + FR) 
oR, Fi(F,—R,)’ oR, F,(F, — R,) 


Die Integralgleichungen dieser homogenen Differentialgleichungen 
sind, wenn F, und F, durch R, und R, ersetzt werden: 


R, R, 
(R, + Ry)? = 9, (0) R,’ (R, + Ry)? = 9; (u) R,’ 


wo @,(v) eine willkiirliche Funktion von v, ,(w) eine solche von w be- 
zeichnet. Es folgt zunichst: 





Py (¥) Ry* = wp, (u) R,?, 
sodann: 
R= VOW Ve® pr Va Vow). 
(Vox (%) + V52(u))®’ (V9, (0) + Vo2(u))® 


Da man aber uw durch eine Funktion von u, v durch eine Funktion 
von wv ersetzen darf, ohne da die Kurven u = const., v = const. ihre 
Eigenschaft als Kriimmungslinien einbiiBen, kénnen wir schreiben: 


uv vu 
R? = (u+ v)?? R? = (w+ vo)? 


v) 


Besteht zwischen R, und R, eine Gleichung, so verschwindet die 
Determinante 

oR, OR, 

| Gu dv 

oR, oR, 

cu = Ov 








und umgekehrt. Diese Determinante nimmt in unserem Fall den Wert an: 





6v ou (R, — R,)*’ 


es muB daher om oder = verschwinden. Da der eine Fall in den 
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anderen durch Vertauschung von w und v iibergeht, nehmen wir on als 


verschwindend, so daf die Kriimmungslinien v = const. zugleich geodi- 
tische Linien sind. Unter dieser Voraussetzung ist die zweite der Glei- 
chungen (I) von selbst erfiillt und die erste besitzt das Integral: 
(+R) =e FE, 
2 
wo ¢* eine Konstante bezeichnet. 
Unsere Aufgabe ist es zuniichst, in beiden Fallen die Bestimmung des 
Linienelementes der gesuchten Flichen durchzufiihren und sodann wo- 
méglich die Flichen selbst kennen zu lernen. 


§ 2. 
Bestimmung des Linienelementes im allgemeinen Fall. 


Benutzen wir die beiden ersten Fundamentalgleichungen in der Ge- 
stalt: r 
R oR oR, 





1 
@lgVE___* jv. tlog¥G_™ Gu 
- do  RB(R—R,)’ ou Cri ‘(<i‘i«zw2zé‘(Rx— BB)’ 
so erhalten wir: 
dlogVE _dlogV¥G _ oa 
a eet “wees | Sy 
somit: 
U 7 
E =-—— G = —— 
Vv Vu+v’ VG: Vu+o’ 


wo U eine noch zu bestimmende Funktion von u, V eine noch zu be- 
stimmende Funktion von wv bezeichnet. 
Die dritte Fundamentalgleichung benutzen wir in der Gestalt: 


VEG__ @ ( , oye) om | (+. oye) 
RR, = du\yE Ou dv \Vq@ ev 


und erhalten: 








(u+ v)? on U" Pe im 1 1 
wy? U8 V8 But oUt %u+ovV? 
Nun werde: 
1 La 1 n (u+ v)*? 
20: U;, 2V? =V,, et mA 


gesetzt. Dann folgt: 


© elie lee! a a 
(1) A= 5(U, +¥,)-At4. 








od 


(2 


f 
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Durch Differentiation dieser Gleichung nach wu ergibt sich: 


U4", 
(uo? 


0A 1 


ou 2 


U,’ 


” 
U, Uo 


> 


oder, wenn wir den Wert von U, + V, aus (1) einsetzen: 


OA 1 ” 1 U,'+ 9,’ 
a" s U, — +> + u+v 





cae uy? | 
Nehmen wir jetzt: 
0A eS tee. 
ou 


u*y? gy? 


so kommt statt der vorigen Gleichung: 


1 ” — U,’ 
@ Bay Or +5 Se. 
Durch Differentiation dieser Gleichung nach wu folgt: 
6B_l’ pm _1 U" 1 V,'— U,’ 
Cr it ee PCE 


oder unter Beriicksichtigung von (2): 
aB B 1 








(3) m2 es 
Aber: 
0B —w*?+2uv+6v* OB Bs 2% 
Cu uty? ’ ou tape ue 
folglich: 
“"r 12 
U, us? 
so dab: 
(4) U,=— 2 4+ C+ qutcy. 


In entsprechender Weise erhiilt man durch zweimalige Differentiation 
der Gleichung (1) nach v: 


(5) V,=— 24a 5+ aot a. 


Die Integrationskonstanten c,, d, miissen so bestimmt werden, daf 
die Gleichung (1) fiir alle Werte von w und v erfiillt wird. 
Dies ergibt: c, +d,=0, « —d,=90, o+d,=0, und damit er- 
halten wir endgiiltig: 
— 2 
U,= +a Ft qutc, 
met v? 
‘",.= —— — 4 2 e OP hh, 
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Um E und G zu finden, sei bemerkt, dab: 











U? 1 1 
E= uto 2u+o0,’ G= sutor,’ 
so daB 
a. Se G— Daisies 
(u + v) (¢,u® + 2e,u? + 2¢,u — 4)’ ~ (u+v) (—e¢, v0? + 2¢, v?— 20, 0 — 4) 
Da: 


R,+ Rk, _ ut+v R,+ RB, _u+ev 


R, “u ? R, ie? 
so folgt nach § 1, (1): 

















du dv 
24) = ——— — 
P Rettaet ens” Hastie fer’ 
2dq = —— #8 _ a 


Vow +iqw fiqu—i | Va ptqe—tqond 

Von Wichtigkeit ist nun der Nachweis, daB sich u und v stets 
zwischen gewissen Grenzen so wihlen lassen, daB die Zahlen E und G 
positiv ausfallen. 

Zunichst zeigen die Ausdriicke von R,* und R,? im § 1, daB uw und v 
dasselbe Vorzeichen besitzen miissen. Wir setzen, ohne der Allgemeinheit 
zu schaden, sowohl wu wie v als positiv voraus. 

Es sei zuniichst ¢, 20. Wir nehmen dann: 


f(u) = e,u® + 2¢,u? + 2e.u — 4 = ¢,(u — a) (u — B)(u— 7), 


dann ist: 


g(v) = —e,v*° + 2e,v? — 2e,0 —4 = — ¢,(v + a) (v+ B)(o+ 4). 

1. Sind die Zahlen 6 und y gleich, oder komplex konjugiert, so ist 
(u — B)(u— y) positiv, ebenso (v + B)(v+y). Da: 4=¢,aBy, besitzt « 
das Vorzeichen von c,. Bei positivem ¢, ist g(v)>0, wenn v<—a, 
d. h. nur fiir negative Werte von v, bei negativem ¢, ist f(u) > 0, wenn 
u <a, d.h. nur fiir negative Werte von wu. Die Zahlen 6 und y kénnen 
daher weder einander gleich noch komplex konjugiert sein. 

2. Sind die Zahlen «, 6, y reell und ungleich, so wihlen wir die Be- 
zeichnung so, dab a>fB>y. Wenn ¢, >0, ist «>0; g(v) ist positiv, 
wenn v<—a, oder wenn —B<v<—~y. Dies gibt fiir v nur damn 
positive Werte, wenn y <0, damit ist auch 8 <0. Die Funktion f(u) 
ist hier fiir positive Werte von w nur dann positiv, wenn u>a. Ist 
¢, <0, so auch eBy<O und damit y<0. Da hier f(u)>0, wenn 
u<y oder B<u<a, so mu8 a>O0 und damit 6 >0 sein und u zwi- 
schen 6 und « genommen werden. Die Funktion g(v) wird fir positive 
Werte von v nur dann positiv, wenn v > — ». 
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Nehmen wir ferner c, = 0, c, 2 0, so sei: 
f(u) = 2qu? + 2eu — 4 — 2e(u — a)(u— 8), 
g(v) = 2e,v? — 2e,0 — 4 = 2e,(v + a) (v + 8), 
wo jetzt: —4— 2a. 
Wenn hier c,>0, muB «6 <0 sein. Wir setzen a >0, B<0 
voraus und erhalten f(w) > 0 fiir u>«, g(v)>0 fir v>— 8. 
Wenn ¢, <0, ergibt sich keine Méglichkeit, durch positive Werte 
von u und v sowohl f(u) wie g(v) positiv zu machen. 
Ist endlich c, =¢c, = 0, cs 20, so kénnen die Ausdriicke 2c,u — 4, 
— 2c¢,v —4 fiir positive Werte von w und v nicht gleichzeitig positiv 
werden. 
Wir sehen somit, da bei geeigneter Wahl der Konstanten und der 
Veriinderlichen die Funktionen EF und G positive Werte annehmen. 
Da nun auch die FundamentalgréBen zweiter Ordnung, nimlich 


E G 
Lew >x5- zg, wd N= >xR- x M=0, 


bekannt und die Fundamentalgleichungen erfiillt sind, so gibt es nach 
einem von Ossian Bonnet herriihrenden Satz eine Fliche, deren Fundamental- 
gréBen mit den gefundenen E, G, L, N zusammenfallen. Die <Ausdriicke 
von E und G zeigen, da die Kriimmungslinien unserer Fliche isotherm sind. 


g 3. 


Bestimmung einer nicht Weingartenschen Fliiche, deren 
charakteristische Kurven iiquidistant sind. 


Da die Auffindung der allgemeinsten Fliche, welche die im vorigen 
Paragraphen aufgestellten FundamentalgréBen besitzt, auf groBe Schwierig- 
keiten stéBt, will ich mich auf die Betrachtung eines besonderen Falles 
beschrinken. Wir nehmen: c, = 0, c = 2, c, = 0, so dab: 

2c,u® + 2e,u—4—=4(u+ 1)(w— 1), 
2,0? — 2e,v—4=4(0 + 1) (v— 1), 
«e=1, p=-—-1, 

a 


d 
2 (dp — dq) = es 1’ 2(dp + dq) _ Wei 





Da sowohl u wie v ole als 1 sein muB, setzen wir: 
d 
2(p —q) = Swe “— = log (w+ Vu? —1), 


36* 
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2(p+a)— f (Se = log (v + Vo 7). 
1 


Dann folgt: 
i sa = (2-2) 4 20-2), 


1 
v= ; (e2@+2) + e~*@+2)); 


da nach § 1: 
i 
cos p = cO8(Y, — %,)— PTR» 
so erhalten wir ebenfalls nach § 1: 
o—*¢ 
v+u’ 
(<2? -##) (28) 
(Fp eM) (Fp HM) 
Da wir es mit einer Schiebungsfliiche zu tun haben, sei: 
a=fi(P)+a@), y=h)+2@), #=fs(P) + 9s(9) 
mit den Bedingungen: 
fi (p)* + fe (wy) + fs (PP = 1, 91°)? + 93'@? + 9s @)? = 1, 
woraus sich ergibt: 
cos p = fy (p) 91 (9) + fe (P) 92 (@) + fe (P)95'(9). 
Wir geniigen unseren Bedingungen und der letzten Gleichung durch 
folgende Wahl der Funktionen f,’ und g,’ bei konstantem m: 


cos @ = 
und damit: 


cos 9 = 





, er 7 r ieee , 2 , 
fi (») = enP 4 = ™P? fi(p) = oP em? fs (p) = 9,. 
, emt _¢~™9 , ‘ 2 
9 ()) = etpem? I (q)=9, gs(9) = en 
Da jetzt: 


ds? = dp? + 2 cos gdpdq + dq, 


so sind die konjugierten Kurven p= const., q = const. tatsichlich aqui- 
distant. Da sie auch charakteristische Kurven sind, zeigt sich folgender- 
maBen. 
Man hat: 
Oy Oz G2 by _ 4 
dq (oP + oP) (oF 4 o Mt)’ 
Oz 0x Ox 02 — 9( GP — ¢-*?) 


ap 04 — Op 04 ~ (er? i) (emt em)” 





Oxdy Ody dx —2(e"2— --™4) 














Ri 


sO 
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Setzen wir: n = e?™? + e~?™P + ¢?m7 + e~2™m2, go ergibt sich fiir die 
Richtungskosinus der Normalen: 

—mp mp 


2 e —e 
ee aS 


Da Ps (5) - Ps (2): ist noch zu zeigen, dab 
Sxh- Sx 


Man findet: 
4m Cp) an — 2m (oP o™?) 
fi ‘(p) = (em? - + emp)? fs (p) oe (em? + e~™?)? ° 
O*a 2m 
somit DX = 7a und entsprechend a X = ia Va 


Die hiedsias unserer Fliche kénnen wir in folgender Gestalt 
schreiben: 


ei Pa | "tds 5 Ie 


mx = log - 


mp _ —-mp MG __ ,—-mg 


e 
mz = arctg 





2 b 





my = arctg 





so daB auch: 
e~™* == COS MY COS MZ. 


Diese Beziehung fand R. Raffy in der eingangs erwahnten Arbeit 
als die Gleichung einer Schiebungsfliche, deren Schiebungskurven in zu- 
einander senkrechten Ebenen liegen und zugleich die charakteristischen 
Linien der Flache darstellen. 


§ 4. 
Bestimmung der Weingartenschen Flichen, deren charakteristische 
Kurven iiquidistant sind. 


Wir fragen nach den Flichen, bei denen die Beziehung besteht: 
(R+ Res, 
wahrend R, und R, nur von uw abhingen. a 
Statt w fihren wir die Funktion t = y2 von u als unabhingige 
Verinderliche ein und erhalten: S 
R, + R, = cr, 
. £2 “2. Se 


t 
x” ws’ kh 
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Aus der Fundamentalgleichung: 


dlog VG _ R, aR, 
- Of R(R,—R,) Oe 
folgt: 
dlogY G ¢ 
~—  tnon 
somit: 
ra} di 


wo V eine willkiirliche Funktion von wv bezeichnet. 
Fiihrt man statt v die durch die Beziehung: 


[Vav=v 
festgelegte Verinderliche v’ ein, so folgt: 
ae, Be 
a= Vite 
Da nun YE von v unabbingig ist, nimmt die dritte Fundamental- 
gleichung die Gestalt an: : 


, r ) — Vea Fe 








de \VE(yi+") ll 
oder: 
dE 
er. Sees es ae ee 
2EVE (yi+e)* VE (yi++) et 
oder endlich: 
dE~* _32(01—2e%) (i+ 2%! 
“= te ar 


Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fir E-'. 
Die Integration ergibt: 
7" (1 +- r*)® 1 
p-1 8427" Gs _ 4), 


i c* rs? 


so dab: 


er 4 
B= Gy eyGet— i) 


A. Enneper (Géttinger Nachrichten 1870, 8S. 335) und P. Stickel 
(Leipziger Berichte 1898, S. 1) haben gezeigt, daf, wenn die sechs Fun- 
damentalgréBen nur von einer Verinderlichen abhingen, die fragliche 
Flache eine Schraubenfliche ist. Wenn F und M aber gleich Null sind, 
hat man es mit einer Umdrehungsfliiche zu tun. Dies geht unmittelbar 
aus der Stickelschen Gleichung (16) (a. a. O. 8.9) hervor, lieBe sich aber 
auch leicht direkt beweisen. 








se 
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Da nun diein Rede stehenden Flichen Umdrehungsflichen sind, 
setzen Wir: 
L=ucosy,, y=usiney,, 2z=—f(u), 


wo uw eine Funktion von rt, v, eine solche von wv’ ist, und erhalten: 
= (1+ f'(w*) ( “\' dzv?+ u?.- (73) dv®, 
Da G= is , folgt: mae 
v 
1 ar ae ( +) ? 


somit mu8 u*(1 + 7®) eine Konstante sein, die wir mit «? bezeichnen. 


Die Gleichung: 


1u\2 
B= (+608 (fe) 
liefert : 





vo ae c*s* Dae c*(e? — uw?) 
1 + f (u) oe &?(y2¢?e? — 1) bad 8 (y2c%e? — (y2e? + 1)u*) ? 
daher: 





f'(u)? = c*e*(1 — e*y?) oy e+ 1)—c%) 


ytete! — e*(y*c? + 1)u? 
Wir setzen zur Abkiirzung: 
fw)? = 
und erhalten: 
wt, _ aes a,b b, tab 2) 
f ake V4, — ay u (Yb, - = ~ bs sue)? 
oder da: a,b, + a,b, = é*c?: 
77 é 4¢? Uu 
Os Va, 4 +a, ut a, u? (Vb, —I —b >, — db, u)> 
Mit Hilfe der gefundenen Werte von f’(w) und f”(w) berechnen wir 
die GréBen R, und R, und finden: 








_ (Ve —— tae _— cue —u? 


Va, + 4, 20? 
daher: 
R, _ (@*— wu’) @, +4," 
etree - guinea 
Dieser Ausdruck mu gleich t* sein, also gleich © , daher folgt 


ag = 0, a,=eé*. Es besteht also zwischen den drei hanes & 7, € 
die Beziehung: 
9 c?—8#? 


ee 


e*¢? 
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Dies liefert: 
b, — (ce = &*), b; — e, 


R, = (Ye? — wt)? R-“* Ve? — wu? 


= 
= u 2 =? ? 








und somit: 





a a : cu 

f (uw) = — arcsin ————, 
¢e eV — 

wenn wir von einer additiven Konstanten absehen. 


Fiir <? = ¢ = 2 entsteht: 
f(u) = aresin wu. 


Dies liefert die Umdrehungsfliche der Sinuslinie um ihre Mittelgerade. 
Das Profil der allgemeinsten gefundenen Fliche la8t sich nach Wahl der 
Konstanten ¢ und c > « leicht mit Hilfe der Sinuslinie konstruieren. 


§ 5. 
Untersuchung der gefundenen Umdrehungsfliichen. 
Wir bestimmen zuniichst die Bogenlingen p und q der charakte- 


ristischen Linien. Indem wir statt v, fortan v schreiben, haben wir als 
Gleichungen unserer Flichen die folgenden: 


: . U 
Z=ucosv, y=usinv, z= marcesin—, 


wo: 
iE ‘v¥e—a 
ia, t= —Ve—e, 
oder: 
n*® + m?* 
ef=—n?+m’, c= _ ts . 


Hier wird: 


{ n® + m?— u}® u Vn? + m?—u? 
no DEES, 93 ESR, 


mu a m 


n* + m*— u?® 
ni—_y*? ? 


E=1+f'(u= 


G =’. 
Wenden wir nun die Formeln § 1, (1) an, so kommt: 


d(p—q) _Vn?+m* d(p+q9) 


/ an Wat 2 
_ Vatu? Xe = Vn? +m ; 


daher: 








und 


(1) 


wo 


(2) 


Ku 


wo 


so 
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p—q=Vn? + m aresin ~, pt+q=Vn? +m -v, 





























ee p+q 
alii Vr? +m?’ dee Vn? + m2” 
und: 
pa ee p+q n 2p . 2q 
z=>—nsin Yn? + mi Cc Yn? + mi oe eo (sin Vn tm — sin aa) 
ee a a __2p Bile ee 
(1) (y= sin Vat mit sin Vt mi 3 (cos Yui t mt cos Vee " 
ai wit ie oe 
cae Vn mi? 


woraus folgt: 
Sie pe 2 2 2 
(2) ds* = dp ros (n cos y 
Es sollen nun einige Eigenschaften der betrachteten charakteristischen 
Kurven mitgeteilt werden. 
a) Nehmen wir eine Kurve q¢ = const., etwa g=q). Setzt man: 


o—* + m*) dpdq + dq. 
n*-- Mm 


P=%+ tu, 
wo: it 
w= Vn? + m’, 
so entsteht: 
x = nsin # cos (** + 9), y = nsin sin (Ee 4+ ®), z=mé. 


Hieraus ergibt sich die folgende Erzeugung der Kurve q=q). Man 
ziehe in der xy-Ebene vom Koordinatenanfangspuukt aus eine Halbgerade, 


die mit der positiven z-Achse den Winkel ie bildet. Fiihrt diese Halb- 


gerade eine Schraubenbewegung mit dem Parameter m und der Steighdhe 
max aus, deren Steigrichtung mit der Richtung der positiven z-Achse 
zusammenfallt, deren Drehungsrichtung dieselbe ist wie die, welche die 
positive z-Achse auf dem kiirzesten Wege in die positive y-Achse iiber- 
fiihrt (positive Drehungsrichtung), so schneidet sie aus der Fliiche den 
Teil der Kurve g = q aus, der zwischen den Ebenen ¢ = 0 und z= ma 
liegt, also zwischen einer Spitze der Flaiche und der nach oben hin auf 
sie folgenden Spitze. Aus diesem Teil wird aber die ganze Kurve g=q) 
durch wiederholte Parallelverschiebungen von der GréBe ma in der Rich- 
tung der positivea oder negativen z-Achse erhalten. 
Nehmen wir nun eine Kurve p = const., etwa p=. Setzt man: 
q = Py — Fw, 
so kommt: 


: 2 : _ - 
x = nsin ® cos (-P* — ); y = nsin@ sin (-2¢ — ), ze=m?. 
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Der zwischen den Ebenen z= 0 und z= mz gelegene Teil unserer 
Kurve wird folgendermafen erzeugt. Man ziehe in der xy-Ebene vom 
Koordinatenanfangspunkte aus eine Halbgerade, die mit der positiven 


x-Achse den Winkel 3 - © einschlieBt und nehme mit ihr eine Schrauben- 


bewegung vor mit demselben Parameter, derselben Steighéhe und Steig- 
richtung, aber der entgegengesetzten Drehungsrichtung wie bei der vor- 
hin betrachteten Schraubenbewegung, so schneidet sie aus der Fliche das 
fragliche Kurvenstiick aus, das nun durch dieselben Parallelverschiebungen, 
wie vorhin, die Gesamtkurve erzeugt. 

Bemerkung. Bezeichnen wir iiberhaupt als ,Schraubenlinie“ eine 
Kurve, die aus einer Umdrehungsfliiche von einer Geraden ausgeschnitten 
wird, welche die Achse der Fliche senkrecht schneidet und um sie herum 
eine Schraubenbewegung ausfiihrt, so lassen sich leicht die Umdrehungs- 
flichen bestimmen, auf denen die charakteristischen Linien oder die 
Asymptotenlinien zugleich Schraubenlinien sind. Wenn: 


z2=ucosv, y=usinv, z=—f(u) 


die Gleichungen einer Umdrehungsfliiche darstellen, so ist die Gleichung 
ihrer charakteristischen Linien: 


f" (u) du? — uf’ (u) dv? = 0. 
Die Gleichung einer Schraubenlinie ist: 
dz=mdv, dh f'(u)du=mdv. 
Sollen daher die charakteristischen Linien zugleich Schraubenlinien sein, 
so mu die Funktion f(w) der Gleichung geniigen: 
f"(u) m? — uf’(u) = 0. 
Die erste Integration liefert: 


m* oe. 0 
a. a we ? 
und daraus folgt: 


f(u) = m aresin ~. 


Die vorhin betrachteten Umdrehungsfliichen sind daher die einzigen Um- 
drehungsflichen, auf denen die charakteristischen Linien aus Schrauben- 
linien bestehen. 


Die Gleichung der Asymptotenlinien lautet: 
f" (u) di? + uf’ (u) dv? = 0. 
Sollen die Asymptotenlinien Schraubenlinien sein, so muB f(w) der 
Bedingung geniigen: 


mf" (u) + uf’(u)> = 0. 
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Dies gibt zunichst: 


m? u? n 
apap t ete m% 
sodann, wenn wir mit a den Halbmesser des zu z¢=0Q gehérenden 
Querschnitts bezeichnen: 
= wieg S222 5. 
f(u) =m "C64 vaTs 
Nehmen wir in diesem Fall m= 1, a=1, n-=0, im vorigen m—=1, 
n=1, so entsteht: «=—sing und «=e* und damit erhalten wir den 
Satz: LaBt man die durch die Gleichungen: y=sinz und y=e* be- 
stimmten Kurven um die x-Achse sich drehen, so sind im ersten Fall 
die charakteristischen Kurven, im zweiten Fall die Asymptotenlinien der 
entstehenden Umdrehungsfliche Schraubenlinien mit dem Parameter Eins. 
b) Legen wir die zweiten Ausdriicke von # und y in den Gleichungen (1) 


zugrunde, so erhalten wir fiir eine Kurve q = q, falls p gleich q)+ > ow 
gesetzt wird: 


=» — © ge Shs. 2 oe Ch 

L= > sin = + > sin (4 +8), 

a Lteemuch 2% ) 

j= q C8 z cos (= +8), 
m 

= =z @. 


Diese Gleichungen zeigen, daB die Kurven qg = const. gewdhnliche 


Schraubenlinien mit dem Parameter > sind auf Kreiszylindern, deren 


Querschnitthalbmesser gleich = ist, und deren Achsen die xy-Ebene in 
Punkten mit den Koordinaten: 


schneiden. Das Entsprechende gilt fiir eine Kurve p= p, auf Grund der 


Substitution ¢g =p, + - 


Unsere Fliche entsteht daher auch durch Umdrehung einer gewéhn- 
lichen Schraubenlinie um eine Erzeugende des Kreiszylinders, dem sie 
aufgeschrieben ist. 

c) Um die Erzeugung unserer Flichen durch Parallelverschiebung 
einer charakteristischen Kurve zu beleuchten, betrachten wir eine Kurve 
d=. Fir p=q erhalten wir die Spitze der Fliche im Koordinaten- 
anfangspunkt O. Fir p=q)—h erhalten wir einen zweiten Punkt 0, 
der Kurve. Nun werde jeder Punkt der Kurve um einen Vektor, der 
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nach GréBe und Richtung gleich dem Vektor O,0 ist, verschoben. Dabei 
geht der zum Wertepaar p, q, gehdrende Kurvenpunkt in den Punkt 
mit den Koordinaten: 


, n/. 2 _ 2q,— 2h 
z= = (sin = —- i ); 
2 w w 
, n 2p 2q — 2h 
j=——_ zr (cos = — 6o5-—~ —), 


z=m Bute © 
tiber. Der fragliche Punkt gehért also nach der Verschiebung zum 
selben Wert p wie vorher, liegt aber jetzt auf der Kurve q = q —/h. 
d) A. Voss hat im Katalog mathematischer und mathematisch- 
physikalischer Modelle, Apparate und Instrumente, Miinchen 1892, 8S. 21, 
auf jeder durch die Gleichungen: 


e£=ucosv, y=usinv, z=f(u) 
dargestellten Umdrehungsfliche auf folgende Weise eine zweifach un- 


endliche Mannigfaltigkeit ‘quidistanter Kurvenscharen bestimmt. Nach 
Annahme zweier Konstanten a und k nehme man: 


, “d eee 
Wak VBA t Fw) +00, 
, d Pare 
v= af %y a (1+ f' (w*) — ke. 
Dann stellen die Gleichungen: wu’ + v’ = const., u’— v' = const. zwei ein- 
fach unendliche Scharen iiquidistanter Kurven dar. Auf den in Rede 
stehenden Flichen, wo f(w)= marcsin “ » gehdren die charakteristischen 


Kurven zu den von A. Voss bestimmten iiquidistanten Kurven und ent- 
sprechen der Festsetzung: k=0, a=w. 


| 8 6. 

Bedingung fiir die Aquidistanz der sphirischen Bilder der 
charakteristischen Kurven. 

Mit « und v bezeichnen wir wieder die Parameter der Kriimmungs- 


linien und nehmen: 
ds*= Edv?+ Gdv’*, 


mit p und q bezeichnen wir die Parameter der charakteristischen Kurven 
und setzen: 


ds* = E, dp? + 2F,dpdq + G, dq. 
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Ist noch: 
rx ara TY yp Oa 
> X57 ly Xa D> X5-M, 
so bestehen, wie eingangs gezeigt, die Bedingungen: 
M,=9, G,L,=£,N,, 


damit erhalten wir zuniichst: 





ox L, Ox Ox 
Wp ~ HGF (—% ay + Fi 5q)> 
a OM dz oR On 
0g *4 E,G, —F,? ( * ap 5, a) 


so daB: 


e-> (5%) - PAS 9-> (F “) = ripe at 


f-> aXoX _ _ _FLN, 
Op eq E,G, — F,? 








Die sphirischen Bilder der charakteristischen Kurven sind iquidistant, 
wenn ¢ nur von p, g nur von g abhingt. Dann kann man aber p durch 
eine solche Funktion von p, q durch eine solche Funktion von q er- 
setzen, daB sowohl e wie g den Wert Eins erhilt. Unter dieser An- 
nahme wird: E,=G,, L,=—N,, so dab: 

E,-RR, K-RRPTR 


Fiir das Quadrat des Linienelements erhilt man also: 





ds*= R, R, (dp + 25 R, 2 dpdq + dq’), 


und die Kurven g=const., p=const. sind ,,isotherm-konjugiert* (L. Bianchi, 
Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. Deutsch von M. Lukat. Leipzig 
1899. 8. 135). 


Da Ho d. h. die Normalkriimmung der Kurven g = const., gleich 


= ist, erhalten wir: 





ax AsAt.3 R,—R, dx on 


oq. «2k, R RR, dp aq 


Fiir die Richtungskosinus der Tangenten der Kurven g=const., p= const 
ergibt sich: 

Ox “ 0x dx Ox dx 

op 


—— = cos g, —= + sin g, - ne 4 .. cos g, ey sin p, 22: 
VE, vz Vé’ VG, VE Ve 
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Nun ist nach § 1: 


We «SA, 
R, +R,’ a V R+R,’ 


se Varn ie -V~"; 
wan — FT Ete’ a V R+R,’ 


I 





COs G, 


und da: 
Ox ox Ox ax 
me ge? 5p ~~ Gee 
sowie: 
E, _ G, = R, R,, 
so entsteht : 
_ ox OR 
éo _ —SO«R*VR, Ow RVR, Gv 
7? VR,+R, VE VR+FR VE’ 
_ ax _ ax 
ox __ = -RPVR, Ou _ RVR, dv 


¢0 0 VR+RVE VR+R VG 
Mit Hilfe dieser Gleichungen erhalten wir: 


_ 6x _ ox 

eX _ RVR, du , RVR dv 
op VR,+R, VE VR,+R, Ve’ 
ox ox 


RVR, Ou , RVR, Oo 


VR,+R VE VR,+R, VG 


OX _ 
oq 


Ersetzt man nun 


@ 
> 
D 








ox durch 2 ep + L$. 9 “s durch eX Op 
Cu Op ou q Ou 


™~ 


so ergibt sich: 


op __ ga _VEVR+R 43 + Ry 
Cu Cu 2R,VR, ’ Gv au 2R,VR, ’ 
oder: 


2R, VR, 2R, VR, i 
dq — —VEVR+TE ayy VFVRER gy 
2k, VR, 2k, VR, 


Wenn umgekehrt die rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen voll- 
stindige Differentiale sind, besitzen die sphirischen Bilder der charak- 
teristischen Kurven die Eigenschaft, iiquidistant zu sein. Fiir die frag- 
lichen Bedingungen findet sich die Gestalt: 








(I) 
Die 
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dat 
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aR, 2 a 
| R(R, + 32) 5) + R(R—R) FY =0, 


@ 
| RR — RB) H+ ROR+R) > =0. 


Diese Gleichungen zeigen aber, daf im betrachteten Fall die charakteristi- 
schen Kurven zugleich geodiitische Kurven sind. 

Es wird nimlich durch die Beziehung (u,v) = const. eine geo- 
ditische Linie festgelegt, wenn: 


Gg 2 E 


0 ou é 
5 oes + 2 - —_— ——— == (), 


~~ a = 
Vz@2)'+e(@2) °° Vue +6 G2 


Nehmen wir nun gy =p, so entsteht: 


~ 
BaP) 








, Op 


op <r op 
i ae VG VR, ‘syne 


VoGt rege) Y*** YaGy+egy Yrs 


VG VR, eR, OR, 

log —— ; ae aie eli | 
0 log VR +R, R,(3R, + R) a + By (BR, — BR) ZS ‘ 
a oe 2 R, (R, — R,) (R, + B,) ' 

















VEVE, al ne 

Ae aR, a oR, 
ied: Oe si ian ae To bo + (R, — R;) ov . 
dv 2K, (R, — R,) (R, + By) ’ 


die Kurven p= const. sind demnach geoditische Linien, und wegen der 
Gleichungen a , os —24 sind es auch die Kurven q = const., 
ou ou ov ov 

womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Hiernach kann die eingangs gestellte Frage auch so ausgesprochen 
werden, daB man nach den Flachen fragt, auf denen die charakteystischen 
Linien aus geodiitischen Linien bestehen. Es handelt sich also um die 
Bestimmung einer Art von Vossschen Fliichen (Enzyklopidie der mathe- 
matischen Wissenschaften III D5, Nr. 39 a)). 

Man hat: 

V@-VR+R _VG-VR, | R+R, 
RVR, VR,+R (VR) VR,’ 
VE-VR+% _VE-VR,_R+R 
R, VR, VR,+R, (VR) VR 
VE-VRFR, 
R, VR, 








und 


Nun hiingen nach dem .Vorigen die Ausdriicke 
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ye -y¥4, nur von v, die Ausdriicke YE -VE+% end Y2-Y4 nur 
VR, +R, R, VR, VR, +R, 
von « ab, es ist daher auch +s _ nur eine Funktion von v%, 


i i (VR) VR, 
WE VE nur eine Funktion von u, was man auch durch Integration 


der Gleichungen (I) zeigen kann. 





R,+R, 
(VR) VR,’ 


Wir weisen jetzt mach, daf einer der Ausdriicke 
_R, +R, 
(VR,)' VR, 

Angenommen es wiire: 

R, Ro = A(u) (Ry, + Fy)’, RB, R= x(v) (R, + R,)’, 
wo weder A(u) noch x(v) konstant sein soll. Dann folgt: 
Be = VO (Viw) + VeO!, — RA= VES (Yaw) + Valo). 
Vx(v) Vic) 
Ersetzen wir Y4(u) durch u, Vx(v) durch v, so entsteht: 


konstant ist. 


R, = : (u+v), R= Ye (u+v). 


Die Fundamentalgleichung: 


OR, 
alog VE alt 
~ Ov —s«#R(R,— B,) 
ergibt: 
@logVE_—s i 
Ov 2(u+ v)? 


und ebenso folgt aus der zweiten Fundamentalgleichung: 


dlog VE 1 


du ~~ 2(u+v) 


Bezeichnet daher U eine Funktion von u allein, V eine solche von v 


allein, so ist: alas ial 
VE=UVutv, VG=VYVuter. 
Die dritte Fundamentalgleichung liefert: 





1 1 1 U’ il 
apy (arty) tam tenn) 


V,— =e 


oder, wenn: U,= ik 


1 
20?’ 


OT Wee ee 
atts (Gt) =1. 








dies 
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Differenziert man diese Gleichung nach u, so kommt: 





diese Gleichung nach v differenziert ergibt: 


U, +7, 
u+v 
und das steht im Widerspruch mit der drittletzten Gleichung. 

Es bleibt daher nur die Méglichkeit, daB einer der Ausdriicke 
R,+2, R,+2 
(VR,)' VR,’ (VR) VB 
stant, so wird der zweite eine Funktion von wu allein, nehmen wir den 
oniies als konstant, so wird der erste eine Funktion von v allein. 
Es geht also die eine Annahme durch Vertauschen von u und v in die 

andere iiber, so daS8 nur die erste weiter verfolgt zu werden braucht. 








konstant ist. Nehmen wir den ersten als kon- 








§ 7. 
Bestimmung aller Flichen mit geodiitischen charakteristischen 
Kurven. 


Wir nehmen, unter » eine positive Konstante verstehend, 
(R, + R,)'= n*R, Ry 
R, und R, hangen hier nur von uw ab. Anstatt uw fiihren wir die 
Funktion YR, R, von w als unabhingige Verinderliche ein und setzen: 


VR,R, =. 


Dann ist: 





R=tVar=1, R=Tt— 


Nach der ersten Fundamentalgleichung wird VE eine Funktion von 
t allein, die zweite liefert: 





dlogVG _ 1 
Ot ~ oe? 
folglich ist: et e 
VG a VV, 
wo V eine Funktion von v allein bedeutet. 
Die dritte a arena 5 ergibt: 
2(VE)’ 
ayE __ VE , (VE) a Z:. 


“dt re t 
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Multiplizieren wir diese Gleichung mit 2YE, so kommt: 


aE _—E+4E 
—" T ? 
daher: 
1 
eres Y 
dr? 
— or. 2 
ds r= + tdv,?, 


wo y eine Konstante bedeutet und statt Vado einfach dv, gesetzt ist. 
Da E, G, R, und R, nur von t abhiingen, gehéren die gesuchten 
Flaichen zu den Umdrehungsflichen. 
Fiir eine solche sei: 
x=ucosv, y=usinv, z<=—f(u), 
so daB: 
ds* = (1 + f’(w*) du? + u® dv*. 
Da t nur eine Funktion von uw, v, nur eine solche von v ist, erhalten 
wir zunichst: 
u? dv® = rdv,?, 
d. h.: 
dvy,=cdv, u=eVr, 
wo ¢ eine Konstante bedeutet; sodann ergibt die Beziehung: 
dt* , 
—s = (1+ f'@*) du? 
die Bestimmung: 
rg W*(4— ye?) — 4c* 
=~ equ tae) 
Um die Gleichung zwischen , y, c zu finden, bilden wir den Aus- 
druck fiir R,. Es ist: 








ee Lo 2u? a Lae 
7’(u) Vut (4 — ye?) — de Ve =r,’ 
t ——1 
4c? 
folglich: 
4— yc? 4(1 — nc’) 
aes te? ? "dita 6 


(e-2) 


{OP saat 








sowie: ° 
p= =r edu , + ao, 
, 4 c 
2 // (uta —ne%) + c*) (u—<) 
oe edu cYn 








+> de. 


2 Vwa —nc*)+ c*) (uw — 5) 








die 


De 
de 


al 


Mm 
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Bei der Berechnung von f(«) sind drei Fille zu unterscheiden, da 
die Zahl 1 — nc® gleich, kleiner oder gréBer als Null ausfallen kann. 
1) 1—ne =0. Hier ist: 


f' (wu) = Vn? — 1. 
Der kleinste Wert von wu ist in diesem Fall gleich =. Legen wir durch 
den betreffenden Parallelkreis die Ebene z = 0, so entsteht: 


fu) =f VatitT dum % YeP—T — Flog (nu + Vatnt=T). 
1 


Der Schnitt der Fliche mit der 2z-Ebene hat die nebenstehende 
Gestalt. Dem positiven Wert der Wurzel aus n?u*—1 entspricht der 
oberhalb der xy-Ebene gelegene Teil der Flache, 
auf dessen Betrachtung wir uns wegen der 








Symmetrie der Fliche hinsichtlich der zy-Ebene 
beschranken. 
Die Gleichungen: 
du “ 
2dp= a. + dv, 4 
yes 
n 
2dq=— “— + dv 


ergeben: 
2p= log(nu+ Vn®u®— 1) +», 
2q =—log(nu + Vnu? — 1) +9, 
falls wir zu Kurven p=0, q=0 diejenigen beiden charakteristischen 


Kurven wiahlen, welche vom Punkt «= a, y=0, z2=0 ausgehen. 
n 


Die Kurven g = const. laufen mit positiver, die Kurven p = const. mit 
negativer Drehungsrichtung unendlich oft um die z-Achse herum. 

Die Koordinaten des sphirischen Bildes unserer Fliche sind unter 
Benutzung der Veranderlichen w, v: 


_ Vent 4 


un 


_ Yuin? —1 


Un 


1 
X= cosv, Y= sinv, Z=—, 
Un 





bei Benutzung der Veriinderlichen p, q folgt: 
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ei P _ P28 


Qt PL Pd 


g-?_ emt . 
cos (p + q), Y= =P 4 ea sin (p + q), 
— 2 
er we 


Betrachten wir den Verlauf der Kurven g=0, p=O auf der Einheits- 
kugel. Da fiir g=0: p=log(nu + Vnu?— 1), ist die Zahl p positiv, 
d. h. p bedeutet die positiv genommene Bogenliinge der Kurve g = 0, 


i 
genommen vom Nordpol (X = Y=0, Z=1) aus. Da His A 

e P+ 
ist, so liegt die senkrechte Projektion unserer Kurve auf die X Y-Ebene zu- 


negativ 


erst, d.h. von p=0 bis p= ; , im dritten, dann im vierten Quadranten u. s. f. 


Die Kurve selbst liuft also mit positiver Drehungsrichtung unendlich oft 
um die Z-Achse herum und nihert sich asymptotisch dem Aquator. Fiir die 
Kurve p= 0 auf dem oberen Teil der Umdrehungsfliiche ist v bestindig 
negativ, d.h. q bedeutet die negativ genommene Bogenlinge  ihres 


sphiirischen Bildes. Lassen wir g von 0 bis — - abnehmen, so erstreckt 


sich die Projektion der sphiirischen Kurve auf die X Y-Ebene vom zweiten 
Quadranten nach dem ersten zu d. h. die Kurve selbst liuft mit negativer 
Drehungsrichtung unendlich oft um die Z-Achse herum und niihert sich 
asymptotisch der X Y-Ebene. 

2) 1—nei <0. Hier ist: 


fw) - V4 
~~ ner — i) 
Da: 
rad a 
nm ne 
so hat man: 


Pit 
n 


1 
te. 


Die Fliche besteht aus unendlich vielen kongruenten Teilen, die Radien 


der kleinsten Parallelkreise sind gleich -“-, die der gréften gleich 


ce yu 
Vie? —1 
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Der Schnitt der zaz-Ebene mit der Fliche hat die nebenstehende. 
Gestalt. Wir legen die xy-Ebene durch einen Parallelkreis mit dem 
kleinsten Halbmesser und setzen: 








Dann liefert die Substitution: 


1 


w= an kg’ 





wo Ag =V1—x sing, 


in? 
1e)=2 fae 
0 


die Bestimmung: 


oder: 


wal coe) x  singcosp 1 dg 1 
f(u) = nii—x*) Ag 1 fae 4 1 f aay, 


0 0 


Lassen wir die Kurven p= 0, g=0 von dem Punkt « = -*- 
der X-Achse ausgehen, so ergibt sich: = 


sions do v bs: 1 dg v 
pul Pieg, - ie abe 
0 0 


p=am(p—q), v=x(ptq). 


Die Koordinaten des sphiirischen Bildes der charakteristischen Kurven 
sind: 


1 
 *N 


X = — sinam(p—q) cos x(p+q), Y = — sinam (p—q) sinx(p+q), 
Z = cosam (p—q). 


Die Kurven g = const. auf der Flaiche gehen, sich in positiver 
Richtung um die Z-Achse drehend, weiter, die Kurven p = const. drehen 
sich in negativer Richtung um die Z-Achse. Auf der Einheitskugel ver- 
laufen die Kurven gq = const., p = const. in ahnlicher Weise vom Nordpol 
bis zum Siidpol, wobei die Wegliinge gleich 2K ist. 
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c 2 
cn (us —_ <) 
n 


3) 1—ne?>0. Hier wird: 





f'(u)? = oe oa “ey ; 


1— nc? 
Die Zahl u wiichst von — an bis ins Unendliche, dabei ist 


, 1 3 n 
Ye < os Setzt man hier: 


% 
“= ——., 
n COS @ 


so folgt, wenn wir die xy-Ebene durch den kleinsten Parallelkreis legen: 


2 d x? 
f(u) =9 (9) = * fiat viz tia = na — xy (te p Ap - fas dg). 
a 0 


Lassen wir die Kurven p=0, g=0 von dem Punkt «= = 


x-Achse ausgehen, so ergibt sich: 


9 
dg dg 
29 = ie i es 
2p =x Ap t *% 2q nfagtee 


der 


0 
Ferner wird: 


X = — x sinam2—! cos 2-2, Y=—xsinam?— sin? 14 
x n x x 
Z—V1—2# sin*am ?—*. 


Auf der Umdrehungsfliche laufen die Kurven g= const. mit positiver, 
die Kurven p= const. mit negativer Drehungsrichtung um die z-Achse 
vom kleinsten Parallelkreis aus ins Unendliche, dabei ist die GréBe des 
Drehungswinkels gleich K. Auf der Einheitskugel gehen die Kurven 
q =const., p= const. vom Nordpol aus bis zum Parallelkreis Z =V1—2?, 
die Bogenlinge des fraglichen Weges ist gleich x - K. 


? 





SchluBbemerkung. 


Die vorigen Ergebnisse zeigen, daS in den betrachteten drei Fallen 
jedesmal die auftretenden Fliichen derjenigen Fliiche ahnlich sind, die 
sich fir x = 1 ergibt, wenn im zweiten und dritten Fall die Zahl x fest- 
gehalten wird. Dies Verhalten entspricht durchaus dem der Umdrehungs- 
flichen von konstanter negativer Kriimmung. Wir kénnen aber noch 
weiter gehen. Jedem fquidistanten Kurvensystem auf der Einheitskugel 
entspricht bekanntlich eine Schar einander ahnlicher Fliichen von kon- 
stanter negativer Kriimmung. Wir ha»en drei solcher Systeme gefunden, 
und das Quadrat des Linienelements der Einheitskugel ist im ersten Fall: 








in 


in 





~* 


~~ = @ @® 
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p—? _. f- 2 ... 


r 4 
do? = dp? + 2 (e Cora, dp dq + dq, 





im zweiten: 
de® = dp*?+ 2(— 1 + 2? sin? am (p—q)) dpdq + dq’, 
im dritten: 
do* = dp*— 2 cos2 am na dpdq + dq. 


Bestimmt man nun diejenigen Flichen von konstanter negativer 
Kriimmung, bei denen das sphiirische Bild der Asymptotenlinien mit den 
in Rede stehenden sphirischen Kurven zusammenfillt, so ergeben sich im 
ersten Fall die Umdrehungsflichen vom parabolischen, im zweiten Fall 
die vom hyperbolischen, im dritten Fall die vom elliptischen Typus. 


Minster i./W., im August 1905. 
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Uber die Kompatibilitatsbedingungen bei Unstetigkeiten in der 
Elektrodynamik. 


Von 


G. Zemp.in in Budapest. 


In einer fritheren Arbeit*) wurde gezeigt, wie fiir eine Flissigkeit, 
in welcher sich eine Unstetigkeitsfliche der Geschwindigkeit fortpflanzt, 
die auf der Fliche zu erfiillenden dynamischen Kompatibilititsbedingungen 
aus dem Hamiltonschen Prinzipe der stationiren Wirkung hergeleitet 
werden kinnen. Im folgenden werden thnliche Uberlegungen auf die 
Strémung der Elektrizitit im Raume, insbesondere auf die Bewegung 
eines ,,Elektrons“ angewandt. 

Im § 1 behandle ich zuerst die stetigen Strémungen der Elektrizitit 
auf Grund des Prinzips der stationiren Wirkung. Es wird sich dabei 
eine — wie ich glaube — vollstiindigere Formulierung des Schwarz- 
schildschen Prinzips**) ergeben. 

Im § 2 wird dasselbe Prinzip auf unstetige Strémungen angewandt; 
es werden behandelt: die stetige Bewegung eines starren Elektrons und 
der Elektronensto8 fiir den Fall endlicher Volumladung sowie die Fort- 
pflanzung von elektromagnetischen Wellen. 

Im § 3 wird endlich das Feld und die Bewegung eines starren Elek- 
trons mit Flachenladung untersucht. 


§ 1. 
Stetige Flektrizititsstrimung. 


Es soll der Raum 2, y, z mit strémender Elektrizitit erfillt sein, die 
elektrische Ladung soll an den Volumelementen haften; ein elektrischer 
Punkt sei durch die Parameter a, b, ¢ gekennzeichnet (etwa durch die 
Werte von 2, y, 2 zur Zeit t=), dann ist der Strémungsvorgang be- 


*) Math. Ann., Bd. 61, p. 437 (1906). 
**) Gottinger Nachr. 1903, p. 126. 
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schrieben, wenn 2, y, 2 als Funktionen von a, b, c, ¢ gegeben sind. Es ist 
dabei die Dichte der Elektrizitét im Punkte a, b,c zur Zeit ¢ durch die 


Kontinuitatsgleichung: 


XM, zy, x, 
Qo | 
(1) eo =1Y%. Ww Y = 
aq &, &, | 


definiert; 9, ist dabei eine die Anfangsverteilung der Elektrizitit charak- 
terisierende Funktion von a, b, ¢ (etwa die Dichte zur Zeit t= 0); die 
unteren Indizes bedeuten hier sowie auch im folgenden partielle Differen- 
tiationen. 

Wir bedienen uns je nach Bedarf auBer dieser Lagrangeschen auch 
der Eulerschen Auffassung, indem wir die Bewegung durch die als Funk- 
tion von 2, y, 2, aufzufassende Strémungsgeschwindigkeit » und Dichte 
o beschreiben. Die Komponenten eines Vektors sollen im folgenden durch 
obere Indizes bezeichnet werden (v* = x,, 0” = y,, 0°’ = z,). Dann geniigen die 
GréBen 9g, v*, v’, v’ der Kontinuititsgleichung: 

(2) o, + div(ev) = 0. 

Ist die Strémung der Elektrizitiit bekannt, so ist dadurch die Er- 
scheinung noch nicht vollstiindig beschrieben, wir fragen auch nach dem 
Felde der strémenden Ladungen, d. h. nach der in jedem Punkte 2, y, 
zur Zeit ¢ herrschenden elektrischen Kraft € und magnetischen Kraft §. 

€ und § kénnen auf iibliche Weise*) auf das skalare Potential 
(a, y, 2, ¢) und das Vektorpotential Y(z, y, 2, ¢) zuriickgefiihrt werden: 


(3) € = — grad o> — Y,, 
(4) H = rot A. 


Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes ist dabei = 1 gesetzt. 

Diese Zerlegung von € und § ist eindeutig, wenn ® und W der Be- 
dingung: 

(5) div& + o,=0 
unterworfen sind.*) 

Zur vollstindigen Beschreibung der Erscheinung miissen also einer- 
seits ® und & als Funktionen von 2, y, 2, ¢, andererseits x, y, z als Funk- 
tionen von a, b, ¢ dargestellt werden. 

Es soll nun vorliufig vorausgesetzt werden, da® siimtliche hier auf- 
tretenden Funktionen mit allen in der Rechnung vorkommenden Ab- 
leitungen stetig sind. 





*) Encyklopidie der math. Wiss. V, 14, 3, p. 157 (Artikel Lorentz). 




































—. et 


570 G. ZempcEn. 


Die zur Bestimmung der Funktionen 
(2; Y; a, t), W(x, Y; é, t), WW (a, Y; é, t), W(x, Y; a, t), 
a(a,b,c,t), y(a,b,c,t), 2(a,b,«, t) 
dienenden Gleichungen ergeben sich aus folgendem Variationsprinzip: 
Es soll die erste Variation des Integrals: 


4 +e . a : 
r= fatf fy {os + en(® — 2,90° — y, 07 — 2,90°)| dadbde 


verschwinden, wenn man einerseits x, y, 2 als Funktionen von a, }, ¢, t, 
andererscits ® und U als Funktionen von x, y, 2, t so variiert, daB die Be- 
dingungsgleichung (5) erfiillt und die Variation sémtlicher variierter Funk- 
tionen an den Integrationsgrenzen gleich 0 sei. § und € sind dabei Ab- 
kiirzungen fiir die in (3) und (4) auftretenden Aggregate der Differential- 
quotienten von © und Y. 

Es ist dies kein Variationsprinzip im gewdhnlichen Sinne, denn es 
treten darin unbekannte Funktionen ® und Y& der selbst unbekannten 
Funktionen 2, y, 2 unter dem Integralzeichen auf. Man erhiilt jedoch die 
Bestimmungsgleichungen fiir die unbekannten Funktionen, wenn man von 
allen zulissigen Variationen des Integrals J’ zwei Gruppen von Varia- 
tionen auswihlt und die Bedingungen fiir das Verschwinden derselben 
aufstellt: 

I. Gruppe: Solche Variationen, bei welchen nur das Feld (® und % 
als Funktionen von 2, y, 2, ¢) variiert wird, die Bewegung (2, y, z als 
Funktionen von a, b, c, t) jedoch nicht. 

Il. Gruppe: Solche Variationen, bei welchen nur die Bewegung variiert 
wird, das Feld aber nicht. 

Das Problem zerfiallt so in zwei Variationsprobleme im _ iiblichen 
Sinne, oder — wenn man will — das Prinzip in zwei Prinzipe. 

Um die Variationen der ersten Gruppe zu bilden, transformiere man 
das ,,Lagrangesche“ Integral J“ auf das ,,Eulersche“ J*, so da® man an 
Stelle von a, b, c, ¢ die neuen Integrationsvariabeln x, y, 2, ¢ einfiihrt; 
man erhalt so das 

I. Prinzip. Es soll die Variation des mit J gleichen Integrals: 


t +o 
rea fat fff (P=" +(@—v-w} aedyaer 
to —2 


verschwinden, wenn man darin 9 und » als gegebene, © und YU als ge- 
suchte Funktionen von x, y, 2, t betrachtet und © und XU so variiert, dap 


*) » - & bedeutet das skalare Produkt von » und A; das Vektorprodukt wird mit 
» >< UU bezeichnet werden. 
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ihre Variation an den Integrationsgrenzen =0 und auBerdem die Bedingung (5) 
erfiillt sei. @ und » miissen selbstverstiindlich so vorgeschrieben sein, daB 
die Kontinuitatsgleichung erfiillt ist. 

Die Lagrangeschen Gleichungen dieses isoperimetrischen Problems liefern 
die Feldgleichwngen. 

Die Beriicksichtigung der zweiten Gruppe von Variationen fiihrt auf 
das folgende gewdhnliche Variationsproblem resp. auf das 

II. Prinzip. Es soll die erste Variation des Integrals J” verschwinden, 
wenn man darin ® und X als gegebene Funktionen von x, w, 2, diese aber 
als unbekannte Funktionen von a, b, c, t betrachtet. Die Variationen von 
x, y, 2 miissen an den Integrationsgrenzen verschwinden. 

Die Lagrangeschen Gleichungen dieses Problems sind die Bewegungs- 
gleichungen der elektrischen Strémung. 

Das von Schwarzschild formulierte Variationsprinzip der Elektro- 
dynamik ist insofern von diesem verschieden, als bei Schwarzschild die 
GréBen © und Y& der Bedingung (5) nicht unterworfen sind. Die La- 
grangeschen Gleichungen des I. Prinzips sind dann ohne Beriicksichtigung 
dieser Bedingung: 


(6) A=Vo + div UA, = — 4x0*), 
(7) L = rot rot AU — grad ® — A, = — 4zov. 
Diese Gleichungen sind jedoch wegen der identischen Relation 
A, + div L =0 


nicht unabhiingig voneinander, so daB daraus %, A, WY, W nicht bestimmt 
werden kénnen. Aus (6) und (7) erhilt man allerdings auf Grund der 
Gleichungen (3) und (4) die Maxwell-Lorentzschen Feldgleichungen in 
€ und §: 


(8) div € = 4ze, 

(9) rot = €,+ 4zov, 

welche mit den aus (3) und (4) gewonnenen 
rot € = — §, 


zur Bestimmung von € und § ausreichen. Fiir ® und & jedoch ergibt 
das Schwarzschildsche Prinzip bloB die Gleichungen (6) und (7), woraus 
dieselben nicht bestimmt werden kénnen, und welche erst durch Hinzu- 
nahme der Bedingung (5) in die tiblichen Gleichungen fiir die verzégerten 
Potentiale tibergehen. 

Um daher aus dem Variationsprinzip sogleich auch die letzteren her- 
leiten zu kénnen, erscheint es vorteilhaft, die Bedingung (5) von Anfang 





0? 0? 0? 
1V— ja t apt oa 
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an in das Variationsproblem einzufiihren. Das Prinzip I fihrt sodann auf 
ein isoperimetrisches Problem, welches mit einem entsprechenden gewdéhn- 
lichen Variationsproblem in bezug auf das Integral 


ty +o 
Fars farf f 4 (div U + %)dadydz 
to —c 


mit den unbekannten Funktionen %, A, A", AW, A von a, y, 2, ¢ aiqui- 
valent ist. 
Die Lagrangeschen Gleichungen dieses Problems sind: 


(10) A=42i,— 420, 
(11) IL = — 4a grad 4 — 4x0, 
(5) div X + %,= 0. 


Aus A,+ div Z=0 und der Kontinuitiitsgleichung folgt fiir 4 die 
Wellengleichung: 

(12) Ae —-Vi=0O. 

Wir machen nun die Voraussetzung, daB unser System von ¢ = — oo 
bis zu einer gewissen Zeit ¢’ <4, in- Ruhe war, daB also fiir ¢” < ¢’ die Siitze 
der Elektrostatik anwendbar waren, dab also A= —4azo, L =O gesetzt 
werden konnte, dann ist fiir dieselbe Zeit 


A(a, Y; 4, t”’) = 1, 
4,(a, Y; 4, t’) = 0, 
also nach der bekannten*) Lésung der Wellengleichung 4 durchweg eine 
Konstante (= 1). 
Dann ergeben sich aber aus (10) und (11) mit Riicksicht auf (5) die 
iiblichen Gleichungen fiir die retardierten Potentiale: 
A* = 0, — VO = 420, 
L*¥=%,— VA = 4, 
aus welchen nun umgekehrt, unter derselben Voraussetzung iiber die Vor- 
geschichte unseres Systems, geschlossen werden kann, dab die Bedingung 
(5) bei allen Lésungen der Gleichungen (13) erfiillt ist; es ist namlich: 
A* + div L* = (div& + %,)2 — V(divA + ,) = 0. 
War also zur Zeit t= ¢” die Bedingung (5) und die Gleichung: 
(div & + ,),=0 


erfiillt, so wird die Bedingung (5) auch zu allen spiiteren Zeiten tiberall 
bestehen. 


(13) 


*) s. z. B. Riemann-Weber, Part. Differentialgleichungen II, p. 302. 
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Es liegt in der Natur der Sache, da8 wir hier Voraussetzungen itiber 
die Vorgeschichte der Erscheinungen machen miissen; es ist dies eine 
direkte Folge der Grundhypothese der Maxwellschen Theorie, laut 
welcher sich die Erregungen im Ather mit einer gewissen Geschwindig- 
keit fortpflanzen. 
Um die Bewegungsgleichungen zu erhalten, haben wir die Lagrange- 
schen Gleichungen unseres Prinzips Il zu bilden; dieselben lauten: | 
2 i 
0o(, — a2 — y Mt — 2.) + 0 PES) 


a (eR o, ,) ib ZF ™ )- +; (eS ¢ o, .) + 0% “0 usw. ! 


~~ da 8x 8x «+ % 8x 


Es ist dabei 





a 


0 


d é é é d é 
da ba "et gy Yat gy at Z 


| 
Fo eget ag ht at ] 
Mit Riicksicht auf i 
(@s,), + (@a,), + (@2,). = ° | 
erhilt man daraus die Gleichung 

(14) grad® + A, —v >< rot A= 0, 
welche mit der tiblichen Bewegungsgleichung 
§=H—EC+vx<H=0 ji 
identisch ist, wo § die mechanische Kraft pro Ladungseinheit bedeutet. ) 
Das vorausgeschickte Variationsprinzip liefert also tatsichlich die voll- 


stindige Lésung des Problems in Form der Feldgleichungen (13) und der 
Bewegungsgleichungen (14). 


§ 2. 
Unstetige Bewegungen bei endlichen Volumladungen. 


Wir wollen nun uniersuchen, was fiir Bedingungen aus dem Varia- 
tionsprinzip entspringen, wenn wir , A, YW, UW selbst durchaus als stetig 
annehmen, von g, ¥ und von den ersten Ableitungen der Potentiale jedoch 
voraussetzen, daB sie auf gewissen dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten 
der Variabeln x, y, 2, ¢ (Flichen im vierdimensionalen Raume) endliche 
Spriinge erleiden. 

Wir werden zu diesem Probleme gefiihrt, sobald wir unsere Resultate 
auf einen ganz einfachen Spezialfall, auf die Bewegung eines starren, z. B. 
kugelférmigen Elektrons mit gleichmiBiger Volumladung anwenden wollen. 
Die im I. Prinzipe auftretenden Funktionen g und » sind dann in jedem 
Augenblicke auf der Elektronenoberfliche unstetig. Diese Unstetigkeiten 
sind unter a) behandelt. 
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Eine zweite Art solcher Unstetigkeiten (b)) sind diejenigen, welche 
bei einer plétzlichen Anderung der Geschwindigkeit unseres starren Elek- 
trons, beim sogen. ElektronenstoB auftreten: » wird in diesem Falle zu 
einer gewissen Zeit ¢= + im ganzen Inneren des Elektrons unstetig. 

Endlich (c)) kann man die Frage stellen, wie sich eine auf irgend 
einer Flache vorhandene Unstetigkeit des Feldes im Raume fortpflanzt; 
diese Frage fiihrt uns zur Untersuchung der Fortpflanzung elektromagne- 
tischer Wellen. 

Alle diese Probleme hat P. Hertz*) in seiner Dissertation unter der 
Voraussetzung behandelt, daB die Potentiale wnd die elektrischen und 
magnetischen Kriifte € und § sowohl auf der Elektronenoberfliche als 
auch beim ElektronenstoBe, endlich auch auf den Wellenfliichen stetig 
sind. Wir setzen die Stetigkeit nur fiir die Potentiale voraus, erlauben 
endliche Spriinge bereits in ihren ersten Ableitungen und suchen die Be- 
dingungen, denen diese Spriinge unterworfen sind, aus dem Variations- 
prinzipe zu gewinnen. 

Alle diese Bedingungen lassen sich durch entsprechende Anwendung 
des folgenden analytischen Hilfssatzes herleiten: 

Es sei folgendes Variationsproblem vorgelegt: 

ys soll die erste Variation des Integrals: 


SHS EG G5 -++s fer far 4 ho Sy“ aRAnAgAt 


verschwinden, wenn man darin f,g,--- als Funktionen von &, y, § t so 
varivert, daB thre Werte an den gegebenen Integrationsgrenzen unverdndert 
bleiben. 

Sind alsdann f, g, --- Lésungen dieses Problems, welche selbst iiberall 
stetig sind, deren Ableitungen jedoch auf einer gewissen Fliche (im vier- 
dimensionalen Raume) 

v(§, u, & t)=0 


endliche Spriinge erleiden kimnen, wdahrend auferhalb derselben auch diese 
Ableitungen stetig sind, dann geniigen f, g,--- fir ~<0 und y>O den 
gewohnlichen Lagrangeschen Gleichungen und auf der Fliche ~=0O den 
Kompatibilitdtsbedingungen: 


[Gre] Vet [Fs] y+ [Gy] Ue t [G,,]¥: = 9, 
[G,.]¥s+ [G,,]¥, + [4] ¥: + [G,,]¥, = 0. 
Hier bezeichnet die eckige Klammer den Sprung der in derselben ein- 


geschlossenen GréBe, wenn man von der Seite 7 < 0 auf die Seite y>0 
iibergeht. 


(15) 


*) P. Hertz, Inauguraldissertation: Untersuchungen tiber unstetige Bewegungen 
eines Elektrons, Géttingen 1904. 








at = e ae 





she 
ak- 


nd 
zt: 
2e- 


ler 
nd 
ls 
en 
e- 











Kompatibilititsbedingungen bei Unstetigkeiten in der Elektrodynamik. 575 

Man erhiilt diese Bedingungen, indem man das Integral 3 in zwei additive 
Teile zerlegt, von denen der eine sich auf das Gebiet »~< 0, der andere 
auf ~ > 0 bezieht; variiert man beide Teile und transformiert sie in be- 
kannter Weise mit Hilfe des Greenschen Satzes, so erhailt man aus beiden 
Teilintergralen je ein tiber y= 0 ausgedehntes Flichenintegral; die Summe 
dieser beiden Flachenintegrale muf bei beliebiger Variation von f, g, - - - 
verschwinden; daraus entspringen die Bedingungen (15). 


a) Stetige Bewegung eines starren Elektrons mit endlicher 
Volumladung. 

Es soll ein starres, kugelférmiges Elektron mit endlicher Volum- 
ladung gegeben sein, welches sich im Ather fortbewegt; dann erleiden 9 
und » auf der Elektronenoberfliche: 

(16) (2, y, 4, t) =(¢#— X®)? + (y— YO)? +  —Z@)*? — A4?=0 
endliche Spriinge. Hier bezeichnen X(t), Y(t), Z(#) die Koordinaten des 
Elektronenmittelpunktes, A den Radius des Elektrons; fir »y>0 sind e 
und v gleich Null, fiir ~ <0 im allgemeinen von Null verschieden. 

Wir verfahren wieder ganz ahnlich wie bei den stetigen Strémungen, 
geben zuerst die Bewegung (0, v, X, Y, Z, also auch ~) an und fragen 
nach den Feldgleichungen, indem wir voraussetzen, daB die Ableitungen 
der Potentiale auf der Elektronenoberfliche endliche Spriinge erleiden. 
Unser I. Prinzip, kombiniert mit unserem Hilfssatz, in welchem 


E=2,n7=y, €=4,f=9, g=%,---, $= dF 
zu setzen ist, liefert die Gleichungen: 


fir y <0: A= 421 — 4209, 
L = — 4a grad a — 4zov, 
0=div% +9, 


und fiinf entsprechende mit einer Funktion 4® fiir »> 0, endlich fir 
wv = 0 (aus (15)) 

[o, + U7] ¥,+ [%, + Uy] ¥, + [0,4 UW] ¥, = 42[4] ¢,, 

[m.” — U7] ¥, — (*— We] v, + (0, + U7] = 42 [4] ¥,, 

[M7 — A] v, — [MY — U7] ¥, + [%, + Uy] o, = 42 [4] vy, 

[W,* — U7] ¥,— [A — UW] ¥, + [%, + A] ov, = 42 [4] v,, 


auBerdem auch: 


(17) 


(18) [div Mf] + [%,] = 0. 
Die Gleichungen (17) lassen sich folgendermafen kurz zusammen- 
fassen: 
. —_ 4 


[H] =< grad » — [€]y, = 4x [A] grad y. 
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Wir haben vorderhand noch keine Veranlassung, 4 auf der Elektronen- 
oberfliche als stetig vorauszusetzen; die Stetigkeit von 4 ergibt sich viel- 
mehr aus den Kompatibilititsbedingungen (17) und (18), wenn man be- 
riicksichtigt, daB die Ableitungen der Potentiale auch den sogen. kinema- 
tischen Kompatibilititsbedingungen*) geniigen miissen, welche aus der For- 
derung entspringen, daB die Potentiale selbst stetig sind, wihrend die 
Spriinge der Ableitungen auf einer im Raume sich fortpflanzenden Fliche 
bleiben miissen: nach diesen Gleichungen sind die Spriinge der Ableitungen 
den entsprechenden Differentialquotienten von y proportional, also: 


(20) [®,] ig ry,, [%,] — le,, [®,] = re., [®,] sa rv, 

[%,] = Ge, [A] = Gy,, [A] = Gv, [A] = Gy,. 
Aus (18) ergibt sich: 
(21) Gy, + Gy, + Gv, + Ty, = 0, 
und aus (17) mit Riicksicht auf diese Gleichung: 
rY = 42[A]¥, 

— GY = 42[4] grad y, 

wo V=¥'+ v7 + ¥) — vf. 

Andererseits erhilt man aus (17), wenn man die Gleichungen resp. 
mit v,, —v,, —¥,, — ¥, multipliziert und addiert, die Beziehung: 

[aj ¥ =0. , 

Es ist nun entweder [4] =0 oder ¥=0; fir ¥ =O folgt jedoch 
aus (22) ebenfalls [4] = 0. Die Stetigkeit von 4 ist daher ganz allge- 
mein bewiesen. 

Die Kompatibilitiitsbedingungen (21) reduzieren sich auf folgende 
Alternative: 

Es ist entweder: 

(23) r= & = & = G6 =0 
oder ¥ = 0. 

Die Gleichungen (23) sagen aus, daB die ersten Ableitungen der Po- 
tentiale stetig sind. 

Y = 0 bedeutet, daB die Unstetigkeitsfliche sich im Raume mit der 
konstanten Geschwindigkeit = + 1 (mit Lichtgeschwindigkeit) fortpflanzt: 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit @ einer Fliche (2, y, 2, ¢) = 0 ist 
namlich: 


(22) 


w 
@=+ es. ae 


Vuitton’ 
und aus ¥Y = 0 folgt @= +1. 


*) J. Hadamard, Lecons sur la propagation des ondes, Paris 1903, p. 97. 
Siehe auch Encykl. der math. Wiss. IV 2, p. 284 (Artikel Zemp]én). 
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Soll » = 0 jederzeit die Elektronenoberfliche bedeuten, so ist offenbar 
die Bedingung Y = 0 nicht erfiillt, und es bleibt nur das System (23) 
tibrig. Hine immer an der Elektronenoberfliche haftende Unstetigkeit der 
Ableitungen der Potentiale ist also mit dem Prinzip der stationiren Wir- 
kung unvertréglich. Ist aber eine Unstetigkeit auf der Elektronenober- 
fliche entstanden, so pflanzt sich dieselbe mit Lichtgeschwindigkeit fort. 

AuBerhalb ond innerhalb der Elektronenoberflache gelten wieder die 
iiblichen Feldgleichungen fiir ® und YM, denn man kann — nachdem die 
Stetigkeit von 4 bewiesen ist — wieder durch Voraussetzung des elektro- 
statischen Gleichgewichts fiir eine Zeit ¢' < t erreichen, daB 4 durchweg 
= 1 sei. 

Das II. Prinzip fiihrt im vorliegenden Falle zu keinen besonderen 
Kompatibilititsgleichungen, denn bedeuten a, b, c die Werte von 2, y, 2 
zur Zeit t= 0 und wird X(0) = Y(0) = Z(0) = 0 gesetzt, so wird auBer- 
halb des Elektrons keine Elektrizitiitsstrémung vorhanden sein, also fir 


a+b?+ce—A*>0, 
=a, y=b, #2=C. 


Es wird also der Teil des Integrals J“, welcher sich auf a* +b?+c¢*? > A? 
bezieht, konstant, und im tibrigen Integrationsgebiet wird wieder alles 
stetig variieren. 


b) Der ElektronenstoB. 


Wir werden nun voraussetzen, daB die Bewegung unseres Elektrons 
zur Zeit t=t einer pldtzlichen Anderung unterworfen sei, so daB die 
Geschwindigkeiten » zu derselben Zeit endliche Spriinge erleiden. Wir 
setzen wieder die Stetigkeit der Potentiale voraus und erlauben Spriinge 
in den ersten Ableitungen, so daB die Ergebnisse des Abschnittes a) tiber- 
tragbar sind mit der Bemerkung, daB im vorliegenden Falle zwei Un- 
stetigkeitsflichen auftreten: die bewegliche Elektronenoberfliche und die 
», Ebene“ 

t—r=0 
im vierdimensionalen Raume. 

Um die Feldgleichungen aufzustellen, wird das Integrel J®* in vier 
Teile zerlegt, entsprechend den vier Gebieten, in welchen die zwei 
Unstetigkeitsflichen den vierdimensionalen Raum zerteilen. Fir die 
Elektronenoberfliche gelten unverindert die vorherigen Bedingungen, 
wahrend fiir den Augenblick des StoBes dieselben Formeln mit 

ywy=t—t 
gelten. Fiir dieses w ist Y nicht gleich Null, also folgt sofort 
r= G& = & = & = 0, 
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d. h. die Stetigkeit der Ableitungen. Es sind also beim Elektronenstop 
die ersten Ableitungen der Potentiale stetig. 

Hier miissen wir noch die Ergebnisse unseres zweiten Prinzips 
priifen, denn es wird auch der auf a*+ b?+ c?< A® bezogene Teil des 
Integrals 3’ durch die Unstetigkeitsfliche t—+ im vierdimensionalen 
Raume in zwei Teile zerlegt. 

Die Variation der Bewegung kann jedoch nicht ganz willkiirlich sein, 
denn wir haben das Elektron als starr vorausgesetzt, was mit dem Ver- 
schwinden der DeformationsgréBen gleichbedeutend ist; bei der Variation 
von x, y, 2 miissen daher die Bedingungen 

%,—-1=0, y¥—-1=0, 24-—-1=0, 

y¥.+%4=0, 2,+4,=0, 2a+y,=—0 
erfiillt werden. Bedeuten daher =*, H’, Z°, H°=2Z’, Z*==°, =°=H? 
Funktionen von a, 6, c, ¢ (die von der Starrheit herriihrenden Reshiieiee 
krafte), dann ist Silesian Integral zu variieren: 
Pfaff f[PE 0 + o(@ = nen — 2%) 
. + =*(#,—1) + H(y,—1) + Z°(¢,—1) 

+ He(y,+%) + Z*(2,+2,)+ =?(@,+-y,)| da db de. 


Die Bewegungsgleichungen fiir die stetigen Stellen werden daher 
ahnlich lauten, wie die Gleichgewichtshedingungen eines elastischen 
Kérpers unter Einwirkung der inneren Druckkriifte =*, H’,--- und der 
aiuBeren Kraft 

&=€+v~x. 

Fiir den Augenblick des StoBes erhiilt man, wenn man in unserem 
Hilfssatz E=a, y=b, £=c, f=2, g=y,:--,$=d*, y=t—r setat: 
[w=] = [W] = [A] = 0, 

also wiederum keine besondere Bedingung. 
- Wir kénnen daher fiir den Fall der endlichen Volumladung folgende 
allgemeinen Siatze aussprechen: 

I. Bei einer beliebigen, stetigen oder unstetigen Bewegung eines Elektrons 
ist die Voraussetzung der Stetigkeit der ersten Ableitungen der Potentiale mit 
dem Prinzipe der stationéren Wirkwng vertriiglich. 

Il. Eine auf einer Fliche irgendwie entstandene Unstetigkeit in den 
ersten Ableitungen der Potentiale pflanzt sich mit Lichtgeschwindigkeit fort. 


c) Die elektromagnetischen Wellen. 


Die sich im Raume fortpflanzenden Unstetigkeiten der elektrischen 
und magnetischen Kraft werden elektromagnetische Wellen genannt. Fiir 
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diese ergeben sich aus unseren Kompatibilitiitsbedingungen (19) folgende 
Resultate: 
1) Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle ist gleich der Licht- 


geschwindigkeit. 

2) Es ist auf der Welle: 
(28) [6]-a—0, 
(24) [9] xa = [€], 


wo jetzt a den Einheitsvektor in der Richtung der Wellennormale 
bezeichnet. ; 

Die Gleichung (23) ist iibrigens eine Folge der Gleichungen (24), 
sie spricht aus, daB die Unstetigkeit der elektrischen Kraft immer tangential 
zur Wellenfliche, also ¢ransversal ist. Die geometrische Bedeutung der 
Kompatibilitaétsbedingungen wird besonders klar, wenn man z. B. die z-Achse 
mit der Wellennormale zusammenfallen la8t; dann ist: 

(25) —($)=([€], [S]=(€), O=[€). 

Ist auBerdem noch [H*]=0, was mit unserem Variationsprinzipe 
ebenfalls vertraglich ist, so ist die Unstetigkeit rein transversal; solche 
Unstetigkeitsflichen kénnen die Lichtwellen sein. Eben weil [*] noch 
beliebig gewahlt werden kann, ist es ersichtlich, daB noch eine grofe 
Mannigfaltigkeit von solchen elektromagnetischen Wellen méglich ist, auf 
welchen die Unstetigkeit nur in der elektrischen Kraft transversal ist. 

Die Bedingungen (25) stimmen iibrigens mit den gewénlichen An- 
sitzen iiber Lichtwellen iiberein, nur daB bei den letzteren noch die 
Bedingung [5°] = 0 hinzukommt. 


§ 3. 
Unstetigkeiten im Falle der Flichenladung. 

Es wird angenommen, daf die Elektrizitét mit endlicher Flichen- 

dichte auf einer sich im Raume fortbewegenden Fiche 
w(x, y, 2, t) =0 

verteilt ist. Die auf dem Flachenelemente do derselben vorhandene 
Elektrizitiitsmenge sei odo, 6 sei also die Flichendichte der Elektrizitat. 

Die Geschwindigkeit » wird dadurch der kinematischen Bedingung 
(26) v,+ vy, + WY, + vy, = 0 


unterworfen, welche ausspricht, daB die Geschwindigkeit der elektrischen 
Teilchen immer in der Fliche y liegen mub. 
38* 
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Die Eulersche Form des im Prinzip I. zu variierenden Integrals 


wird dann aus der Summe eines Raumintegrals und eines Flichenintegrals 
bestehen: 


Fea fa IS ONO +a (div + o)]teayacs f folo—v- ao] 


w=0 

Schreiben wir die Bewegung vor und fragen wieder nach den Be- 
dingungen, denen ® und & im Falle einer Unstetigkeit ihrer Ableitungen 
auf der Flaiche y geniigen miissen, dann liefert unser Hilfssatz mit Riick- 
sicht auf das hier auftretende Flichenintegral folgende Gleichungen: 

(21) | [€] - grad y = 42 [A] ¥, + 4206, 
| [O] >< grad w — [E] v, = 42 [4] gradw — 4zov. 

Mit Riicksicht auf die kinematischen Kompatibilitiitsbedingungen (20) 
erhilt man hieraus: 
(28) TY =4z [i] ¥,+ 426, 

GY = 42 [4] py, — 4xov. 


Es kann nun aus diesen Gleichungen, fihnlich wie im Falle der 
Volumladungen, die Stetigkeit von 4 bewiesen werden. 

Maultipliziert man die erste Gleichung (27) mit w,, die zweite mit 
— ¥,, die dritte mit — y,, usw. und addiert sie, dana erhilt man mit 
Riicksicht auf (26) wiederum die Gleichung 

[aj¥=0. 

Es ist nun entweder [A] = 0 oder ¥ =O. Fiir den letzteren Fall 
folgt aber aus (28) nicht mehr die Stetigkeit von 4, wie es bei den 
endlichen Volumladungen der Fall war. Fiir eine mit Flachenladung be- 
legte, sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitende oder sich zusammen- 
ziehende Fliche wird daher [4] von 0 verschieden und 

6 
V0 + v5 + vi 

Von diesem Falle abgesehen, werden fir ¥+0, z. B. fiir die Be- 

wegung eines starren Elektrons mit endlicher Flaichendichte die Gleichungen: 
O2—VO=0, 

™ A%e.— VA=O0 

auBerhalb und innerhalb der Elektronenoberfliche gelten. 

Die Randbedingungen fiir die Integration derselben werden zum Teil 
durch die Gleichungen (27) geliefert, wenn man darin [4] = 0 setzt. Sie 
stimmen iibrigens fiir den Fall der Elektrostatik mit der bekannten 
Bedingung fiir den Sprung der ersten Ableitungen des Potentials auf 
einer mit Flaichendichte belegten Fliche iiberein. 
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Das Prinzip II. liefert auch hier keine besonderen Kompatibilitiits- 
bedingungen. 

Fiir den Elektronensto8 im Falle endlicher Flichendichte erhilt 
man aus dem Prinzipe L: 


[4] = 0, 

[6] -0, 
also auch 

[$] = 90 


auBerhalb der Elektronenoberfliche und fiir diese selbst die friheren 
Bedingungen fiir eine beliebige Zeit vor und nach dem StoBe. 
Aus dem Prinzipe II. erhilt man wieder fir die Elektronenoberfliche 
beim StoB: 
[A] = [Wl] = LW] = 0. 


* 


Alle diese Bedingungen fiir die Elektronenoberfliche sowohl bei 
Volumen- als Oberfliichenladung sind unter der Annahme abgeleitet worden, 
daB die Unstetigkeit an der Elektronenoberfliche haftet. Ist diese Be- 
dingung nicht erfillt, so wird sich dieselbe von der Flaiche abtrennen 
und sodann gelten die friiher abgeleiteten Sitze fiir ihre Fortpflanzung. 


Géttingen, im Juli 1905. 


Nachtrag bei der Korrektur. 


Im September 1905 hat E. Marx auf der Naturforscherversammlung 
in Meran iiber seine Experimente berichtet, laut welchen sich Rénigen- 
strahlen mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen. Die obigen Resultate sind 
also mit diesem experimentellen Resultat in Einklang, vorausgesetzt, daB 
die Réntgenstrahlung aus der Fortpflanzung irgend welcher Unstetigkeiten 
der elektromagnetischen Krifte besteht. 


Budapest, im Juli 1906. 
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Uber die Ableitung der Impulsgleichungen gewéhnlicher 
StoBwellen. 


(Auszug aus einem Briefe an Herrn Hilbert.) 
Von 


Junius FarKas in Kolozsvar (Ungarn). 


In dem 61. Bande dieser Zeitschrift hat Herr Zemplén, Threm 
heuristischen Winke folgend, Impulsgleichungen aus dem Hamiltonschen 
Prinzipe abgeleitet. Da aber die im Interesse der mathematischen Be- 
handlung mit Recht postulierten Unstetigkeitsflichen in der Wirklichkeit 
niemals auftreten, so miissen sich diese Gleichungen auf Grundlage des 
Stetigkeitsprinzips aus den allgemeinen Bewegungsgleichungen auch ab- 
leiten lassen und sind nur zulissig unter den Bedingungen, unter welchen 
sie sich aus den allgemeinen Bewegungsgleichungen ergeben. 

Sie kénnen in der Tat aus den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 

cose — X— (Gat Get Fe), ote 
abgeleitet werden, wenn nimlich an Stelle der sich fortpflanzenden Un- 
stetigkeitsfliche ein sich fortpflanzender sehr diinner Zwischenraum gesetzt 
wird, durch welchen hindurch Dichte, Geschwindigkeit, Druckkriifte sich 
sehr schnell, aber doch stetig und differenzierbar mit dem Orte indern, 
und wenn noch gewisse, in der Regel statthafte Annahmen iiber das Be- 
nehmen dieser Gréfen in dem Zwischenraume gemacht werden. 

In der Nihe der sich fortpflanzenden differenzierbaren Fiche 
wv(abct)=O0 sollen sich diese GréBen im Lagrangeschen Felde im all- 
gemeinen schnell mit dem Orte aindern. Multipliziert man die Bewegungs- 
gleichungen in der Nahe dieser Flaiche mit einem Linienelement dn auf 
der Normalen, und integriert dann dieselben durch den diinnen Zwischen- 
raum hindurch, so gelangt man unter den angedeuteten Annahmen nach 
geeigneten Umformungen zu den gesuchten Impulsgleichungen. 

Sind nimlich zur Zeit ¢ «, B, y die Richtungskosinus der Normalen » 
der Fliche » im Punkte (abc), und macht man die meistens zutreffende 
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Annahme, daB die zur Fliche » tangentialen Ableitungen der schnell 
verinderlichen GréBen gegen die normalen Ableitungen derselben ver- 
schwindend klein -sind, so kann 


GA 0A, OA, 0A 0A, 
Fa "Gn? =z —p%, = =7 5, » ete. 





in den Integralen gesetzt werden, und folglich haben wir 
(2) 

= fo oA dn = a(A® — A), ete. 

1) (a) 


Die Integrale fiir X, Y, Z kénnen gewohnlich vernachliassigt werden. Was 


endlich die Integrale 
(2) 


2 
= f evi dn, ete. 
1) 


anbelangt, so soll die groBtenteils ebenfalls giiltige Annahme gemacht 
werden: wenn die Fliche » sich in dem Zeitintervalle ¢ + ¢+ d¢ lings 
der Strecke (a, 8, y)dm fortpflanzt, so differieren die zur Zeit ¢ + d¢ zu 
dem Endpunkte dieser Strecke und die zur Zeit ¢ zu dem Anfangspunkte 
dieser Strecke gehérigen Werte der Geschwindigkeit der Massenbewegung 
(x, y, 2):ét viel weniger als die zu beiden Punkten zur Zeit ¢ gehérigen 
Werte, oder die zu dem Anfangspunkte zur Zeit ¢ und zur Zeit ¢ + d¢ 
gehirigen Werte derselben, so daB 


am (Ge) 8 + 5 (5 “i) t=, “s 


in den Integralen J gesetzt werden darf, woraus 


2) 
on oO on a) ai) 
sich ergibt. 

Das hiermit tibereinstimmende Resultat des Hamiltonschen Prinzips 
ist wohl dem Umstande zuzuschreiben, daB die hier gemachten Annahmen 
in dem Begriffe einer gewéhnlichen Unstetigkeitsfliche implizite enthalten 
sind. Es sind aber Vorrichtungen méglich, durch welche StoBwellen 
erzeugt werden kénnen, die sich diesen Annahmen nicht fiigen und die 
daher den abgeleiteten Impulsgleichungen im allgemeinen nicht folgen. 

Es mége noch nachtriglich erwihnt werden, daB die Zulissigkeit 
aller hier fiir die Flache » gemachten Annahmen eigentlich nur fiir die 
entsprechende Fliche im Eulerschen Felde unmittelbar ersichtlich ist. 
Alle diese Annahmen gehen aber in der Regel unverletzt aus dem Euler- 
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schen Felde in das Lagrangesche Feld iiber. Diesbeziiglich ist insbesondere 
zu beachten, daB den tangentialen Anderungen einer Funktion F in dem 
einen Felde tangentiale Anderungen derselben im anderen Felde ent- 
sprechen, und zwar in dem Sinne der Gleichung: 


ga (M ge — NG) + 35 (Nga — 25 


SE (0 f—Ris) +E (wis Pi) +4 


02 


éb 


_ G(y2) é(y2) (yz) 
= G(be) L+ 3 (ca) M 6 (ab) N, ete. 


zu denken ist. Die tangentialen Ableitungen sind also im allgemeinen 
in beiden Feldern von derselben GréBenordnung. 











